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Obersumme/Untessumme
Sei My = supyere, o) fix) und g = inky) 2 K.
Dann bildet man Uber x, oy baw Rachtack

mit Flich=ninhaitan Ax; - A baw. A - ing.
Damit ehiilt man

§yiz)= Y MAz, Obersumme,
8(2) = Y mldz, Umersumme

e

ven [ bezuglich Z.
Riemannsche Sunmne:
Sei &, < @, L@y baiekig im Irtereall « — o so gl

Rizi= Y. fdode.

be 3t Remanreche Summe bezuglich der Zedegung 2.

rinnerung

Definition: (Riemannsches Integral)

Sei f : [a,#] — R beschriinkte Funktion. Dann heift f Riemann-integrierbar, falls
=15

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f iiber [a, b
genannt:

n
I= f Slx) dx.
«
® a heilt untere, b obere Integrationsgrenze,
® [a.b] heiBt Integrationsintervall,
o x heiBt Integrationsvariable,

e f(z) heiBt Integrand.

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist /7 Stammfunktion einer stetigen Funktion [ : 7 — & auf dem Intervall [.
Dann gilt fir beliebige a,b € T

! F() di = F(b) — F(a) = F(z)".



Obersumme/Untersumme:

Sei M; = sup,ciy, .z, f(®) und m; = infocip, | 2, f(2).
Dann bildet man tber [z;_1, ;] oberes bzw. ~res Rechteck
mit Flacheninhalten Axz; - M; bzw. Axz; - m,;.

Damit erhalt man

S¢(Z) = Z M;Az; Obersumme,

1=1:n

sf(Z) = Z m;Ax; Untersumme

1=1:n

von f bezuglich Z.

Riemannsche Summe:

=

f(x)

N

01

Sei &; € [r;_1,x;| beliebig im Intervall, i = 1 : n, so gilt m; < f(&) < M;.

R(Z)= ) f(&)Ax;

1=1:n

heiBt Riemannsche Summe bezuglich der Zerlegung Z.

<V



Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f liber [a, b]
genannt:

I:/abf(x) iz,

e a heillt untere, b obere Integrationsgrenze,
e [a,b] heiBt Integrationsintervall,
e z heiBt Integrationsvariable,

e f(x) heiBt Integrand.



Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist /' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall 1.
Dann gilt fur beliebige a,b € 1

| 1) dt=F ) - Fa) = Fa)L.



"

[ 4

W

Rotationskorper

Definition (RolaLionskérper):
Sei f - I} = 0. slelig. RoUert der Funklionsgraph { i, |
um die -Achse, 5o entsteht ein durch die Funkticn f erzeugter Rotaticas<orper.

x)

ldoe Oberflichenberechnung:

Idea Volumenharechnung:

o Unterteile [a, in r Teilintervale (Squidiszente Zerlsgung):

[ sy E= i,y

® Berechne Volumen ¥, der Schebefdes Kegelstumpfes uber [, x| nahenngsaeiss

® Dis Gesarmtyo ume

2
{Srimh

o Dies ist die Riemannsche Summe wan 7 [2) bezighich der acuiostanten
Lerlezung.

o Fiikre den Grenzibengang n — 2 {also h — 1) curch

eines
Das Volumen V' eines von f : [a,b] — R* erzeugten Rotationskérpers ist

b

/ [i(x) dz o

« Vervenden dquid stante Zer sy g (wie bei Volunen)

« Berechne Olerllacae £ des des Kegelsoamples bbe

o i

» Dabziist As g Badts der Kege stumpd e

* Dis Casammabarfizoae 1

F::-.)}:{z,\_u

@ Dies isl wiever &g Remarnscie Sumne (e 2y

NENErUNEEvRIE

T

o Fibra den Caenziiengang @ 2o (alse b U durch

Oberfliche eines Rotationskorpers:

Die Oberflache /* eines von §: [n.5 —+ ' erzeugten Rotationskorpers ist




Definition (Rotationskorper):
Sei f :[a,b] — R, f(x) > 0, stetig. Rotiert der Funktionsgraph {(z, f(z)) : a < z < b}
um die x-Achse, so entsteht ein durch die Funktion f erzeugter Rotationskorper.

f(x.)+




Idee Volumenberechnung:

Unterteile [a, b] in n Teilintervalle (aquidistante Zerlegung):

b—a

[xi—1,23], i=1:n, x; =a+ih, h=
n

e Berechne Volumen V; der Scheibe/des Kegelstumpfes iiber [x;_1, x;| ndherungsweise:

Vi m f2(&)mh, & € [mim1,mi).

e Das Gesamtvolumen V:

VY f2(&)rh.
k=1

e Dies ist die Riemannsche Summe von 7 f2?(x) beziiglich der aquidistanten
Zerlegung.

e Fiihre den Grenziibergang n — oo (also h — 0) durch.

Volumen eines Rotationskorpers:
Das Volumen V eines von f : [a,b] — R* erzeugten Rotationskorpers ist

V:W/abfz(a:) dz. O



Idee Oberflachenberechnung:

e Verwenden dquidistante Zerlegung (wie bei Volumen)

b—a

[zi—1,24], i=1:n, x; =a+ih, h= -

Berechne Oberflache F; des des Kegelstumpfes iiber [z;_1, ;] ndherungsweise:

F; ~ zﬂf(fz')AS, fz € [1',;_1,1177;].

Dabei ist As die Breite der Kegelstumpf-Flache (Pythagoras):

As = 2 + (f(z:) — flwi-1))*.

Die Gesamtoberflache F":

FzZ27rf(§z\/ f(‘”" 1)) h.
k=1

Dies ist wieder eine Riemannsche Summe fiir 27 f(z)+/1 + (f'(x))?.

Fiihre den Grenziibergang n — oo (also h — 0) durch.

Oberflache eines Rotationskorpers:
Die Oberfliche F' eines von f : [a,b] — R™ erzeugten Rotationskorpers ist

—27r/f W1+ (f(x))? d.



Parameterintegrale

Beispicke /Motivation:
Die folgeden Funstivnen sing ols Integrale siner Funk

it Pararmeter gegeben:

® Die Gemma-Funktion

r

j ol Vi 2
2

® Die Bessel Tun<tionen:

o Die Laglace Transiormiarte siner Funktion fi):

fx ST e,

R

Benerke: Div unabhiing ge Yeringerliche & ist vin Parameter des jeveiligen Inte
wrals!

Falls v Parameterintegral die lntegrelionsgrencen vom Faremeter c sbhdngen. zill
Satz. Leibniz-Reg=l)

Es zelzen die Vorassetzunger wom Satz Cber die DIf won Parametarirtegraler.
Auderdern seien bx) i stotig differorz erbase Farktiaren Dann gt

Bemerkungen:

e Intagrationsgrenze oo wird nachfolgend noch behandelt.
o In vielen Fillen kann keine Stammfunktion angegehen werden

o Frage: Gibt es dennoch Regeln fiir die Differentiation?

Satz: (Different’ation best mmter Paramezarintegra e}
Seien . de und ] atgeschlusene liteevalle und die Funkuon

[N

wogln e £

d

# strzig braiiglich des Paramet:

o integrirrzar heziigich der Verinderdicher v,

Dann gt fir das Parameter ntegral

p

Fix) - !' X

Soin u.lostelig,

2. ist ) zusizlica au7 [, b] rach dem Paramater x stetig d Fererziersar, dana
st I difsrenz erbiar und hat dis Abeitung
f-‘ afis

Una



Beispiele/Motivation:
Die folgenden Funktionen sind als Integrale einer Funktion mit Parameter gegeben:

e Die Gamma-Funktion:

I'(z) ::/ t*tet dt, x>0.
0

e Die Bessel-Funktionen:

In(x) = —/0 cos(zsint —nt) dt, n €N,

e Die Laplace-Transformierte einer Funktion f(%):
F(z) := / f(t)e ™ dt.
0

Bemerke: Die unabhangige Veranderliche x ist ein Parameter des jeweiligen Inte-
grals!



Bemerkungen:

e Integrationsgrenze oo wird nachfolgend noch behandelt.
e In vielen Fallen kann keine Stammfunktion angegeben werden.

e Frage: Gibt es dennoch Regeln fur die Differentiation?



Satz: (Differentiation bestimmter Parameterintegrale)

Seien [a, b] und [c, d| abgeschlossene Intervalle und die Funktion f(z,y) in [a,b] X
¢, d]

e stetig bezuglich des Parameters x und
e integrierbar bezuglich der Veranderlichen y.

Dann gilt fur das Parameterintegral

d
F(x) ::/ f(x,y) dy, x € [a,b]

1. F(x) ist in [a, b] stetig,

2. ist f zusatzlich auf |a,b] nach dem Parameter x stetig differenzierbar, dann
ist F' differenzierbar und hat die Ableitung

d d da ,
F’($)=%/c f(z,y) dy:/c f((;:y) dy.




Falls im Parameterintegral die Integrationsgrenzen vom Parameter x abhangen, gilt
Satz: (Leibniz-Regel)

Es gelten die Voraussetzungen vom Satz uber die Diff. von Parameterintegralen.
AuBerdem seien h(x) und g(x) stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

F'(z) = i /h(w) f(x,y) dy
d.fU g(x) ’

h(x) .
— /( | 8f§9:1; y) dy + f(z, h(z))W (z) — f(z,9(z))d (2).




Satz: |Caachy Kriserium)

Die Funkt s
Dann ke

mena daan, weon T s 03X

Bemerkung

zrale

Uty Irtsgral

=i in [o. ] iiher_axles A

Uneigentliche
Integrale

Maotivation

Bei den sestimmien Inegralen If: Sl de e vorausgeselel

o [ beschrinkt und

« aund & endlich.

Frage: Was passiart, wenn eine der Voraussetzungen nicht erfilit ist?

Bamarkungen

® Analk veliniert inan

o N
[ it bew [ fitde= tn

e

w D o delientan I lsggra @ D e uneipgeotlhicne I iegs =

Inegs .

©

Definition: [Uneigantiichos Integral)

Die Funstion f sei auf dem rechts offenen Intervall [o,b], mit b € R U {oo} und
Jedern Intervall [o,e). ¢ < b stickwese stebg. Durch die Verenbarungen:

erveitern wir den Integralsezeiff auf

a) Integranden £{x), dio he' 2/  unheschranke <ind,

b) unbzschriinkte Integrationsintersalle [a, 2,

!

 die enisrecherden Grengaerte sostivien, s sonversivrl Jas uneigenl che

Oberflac
Die Ober



Motivation: .
Bei den bestimmten Integralen fa f(x) dx war vorausgesetzt:

e f beschrankt und
e a und b endlich.

Frage: Was passiert, wenn eine der Voraussetzungen nicht erfullt ist?



Definition: (Uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a,b], mit b € R U {oo} und
jedem Intervall [a, c], ¢ < b stiickweise stetig. Durch die Vereinbarungen:

) /czbf(x)daszz(l:i}rll)/Cch(a:)das
b) /aoo f(z) do = lim | f(z) da

C— 00 a

erweitern wir den Integralbegriff auf
a) Integranden f(x), die bei x ' b unbeschrankt sind,

b) unbeschrankte Integrationsintervalle [a, oo].



Bemerkungen:

e Analog definiert man
b

b 5 ,
‘/a f(x) dox = 2{13/0 f(z) dx bzw. /_OO f(z) dr = lim f(z) dz.

C——0OC0 c

e Die so definierten Integrale heiBen uneigentliche Integrale.

e Wenn die entsprechenden Grenzwerte existieren, so konvergiert das uneigentliche
Integral.



Satz: (Cauchy-Kriterium)

Die Funktion f(x) sei in [a, 00| Uber jedes abgeschlossene Teilintervall integrierbar.
Dann konvergiert das Integral
oo
| i@

genau dann, wenn Ve > 0, 3X > a, so dass fur alle x1,z5 mit X < z1 < x5 gilt:

/ij f(x) dx

< €.

= o




Beispiele: Betrachte y f(x)=sin x

+ SN,
o [1 = fooo sin(x) dx 0 N2 3N x
I — o . 2
© fO Sln(x ) dm y/\ f(x)=sin(x2)

N\ AMR
AR

4



Erinnerung

Rotationskérper

Parameterintegrale
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Rotationskieper, Pammetennegrale
= und uneigentiche Integrale

Fage

v

Uneigentliche
Integrale
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