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Sommer 2017

Partialbruchzerlegung

Buch Kapitel 2.13



Erinnerung:
Integrationsregeln

Definition
Se [ 1 — & Funktion (I = E). Uann heit eine differerzierbere Funitice
F: I - X mit der Eigenschaft

- f

/

Stammfunktion von J kU F Stammlunktion von [, so heibl der Auscrock
fﬁr} dr = Flz)+ €

mit € € R einer Kanstanten, unaess mmtes Intagral der Funksion §

e De " heifz

» Das unbestimmtz Integral van /&t die Gesamtheis aller Stammfunictiancn
won

o D Funktion  hedt Inte

(Particlle | tion):
Aus der Produktregel fir dic Differentiation folgt:

Fur zwei auf cinem Intervall 1 stetig differenzierbare Funktionen f und g ist [ g
cine Stammfunktion von (41" g | fg" und cs gilt:

Sielglet = [l}"l_x_lg[a') + Siwlg' (o)) e baw.

/f’(z}g(:rj dr — fiz)giz) [f[’cilg'-f.r} d.

Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):
Scien f,g : I > [ Funktionen mit Stammfunktionen und seien «;,ep ¢ B Kon-
stante. Dann gilt

f(r,'ll[;c:l | eagir)} de ey /!I.r:) dr | e /_ql::.) di.

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. CJ

Satz (Substitutionsregel ):
Sei [ stelige Funklion aul dem Intervall J und o stelig differenzierbar aul dem
Intervall T. Cs gelte @i 7} < .7 und die Umkehrfunktion @ ! existiere. Dann gilt:

1. J Flgiandt(2) du = [ fit) dt.
2. [ flx)de

mit £ = ol

JF@(efa di, mitx o

Bewels.
Felge aus der Kettenregel der Different acion:

mit Fizl — fix). O



Definition:
Sei f : I — R Funktion (I C R). Dann heiBt eine differenzierbare Funktion

F : I — R mit der Eigenschaft
F'=f

Stammfunktion von f. Ist F' Stammfunktion von f, so heiBt der Ausdruck

/f(a:) dx = F(z)+C

mit C' € R einer Konstanten, unbestimmtes Integral der Funktion f.
e Die Konstante C' heiBt Integrationskonstante.

e Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von f.

e Die Funktion f heiBt Integrand.



Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):
Seien f,g : I — R Funktionen mit Stammfunktionen und seien c1,co € R Kon-
stante. Dann gilt

5@ +eag@) do=a [ 1) da+e [ o) a

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. []



Satz (Substitutionsregel):
Sei f stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem
Intervall I. Es gelte ¢(I) C J und die Umkehrfunktion ¢—! existiere. Dann gilt:

L [ f(¢(@))¢(x) dz = [ f(t) dt, mit t = $(x)
2. [ f(@) dz = [ ()@ (1) dt, mit &= (1)

Beweis:
Folgt aus der Kettenregel der Differentiation:

[F(g(z))] = F'(g9(z))g'(x)

mit F'(z) = f(z). O



Bemerkung (Partielle Integration):
Aus der Produktregel fur die Differentiation folgt:

Fur zwei auf einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen f und g ist f - g
eine Stammfunktion von (f-g)' = f'g + fg’ und es gilt:

o) = [(f @) + @) z) da, bow
/f/(a:)g(:v) dx = f(x)g(x) _/f(x)g'(m) g



Exkurs:
Polynome mit
reellen Koeffizienten

Ziel: Polynome lassen sich leicht integrieren!

Satz (Nullstellenpaar):
. n f . ; .
i nlx) = © a:1? Polynom mit @ € & un Satz (Quadratischer Faktor):
Se I ( )" ,Z:JZU 4 olyno : jE=u d Das Produkt aus den Linearfaktoren (z — z;) und (x — %) ist Polynom 2. Grades
sei a € C eine m-fache Nullstelle von p, d.h. p(a) = 0. mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten
Dann ist & € C ebenfalls mm-fache Nullstelle. (2)

Semerkung: Fundamenialsals der Algeber: povomn Grad o = o nal w Nullslelen
w Gradl o wnperads: g bl mindesisans eims rselle Nullslells

w Grad = gerace. » Anzahl reelle Nullstellen von p gerade [mag ich. » =1M).

Satz (Polynom-Zerlegung):

Sei plx) = Z;}:Da‘.‘,:ﬂ?, a; € It Polynom vom Grad .
Dann lasst sich p zerlegen in lineare und quadratische
Faktoren mit reellen Koeffizienten:

T §

p(x) = an [ J (@~ 2™ [] @ + pjz + q5)™,

k=1 =1

mit iy e+ 2300 g = (3]



Satz (Nullstellenpaar):
Sei p(x) = .._,a;z’ Polynom mit a; € R und
sei a € C eine m-fache Nullstelle von p, d.h. p(a) = 0.
Dann ist @ € C ebenfalls m-fache Nullstelle.
1

Bemerkung: Fundamentalsatz der Algebra: p vom Grad n = p hat n Nullstellen
e Grad n ungerade: p hat mindestens eine reelle Nullstelle.

e Grad n gerade: r Anzahl reelle Nullstellen von p gerade (moglich: r» = 0).



Satz (Quadratischer Faktor):
Das Produkt aus den Linearfaktoren (x — z;) und (x — 2;) ist Polynom 2. Grades
mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten.



Satz (Polynom-Zerlegung):

Sei p(x) = Z;‘L:o a;x?, a; € R Polynom vom Grad n.
Dann lasst sich p zerlegen in lineare und quadratische
Faktoren mit reellen Koeffizienten:

(A S

p(x) = an | [ (@ —20)™ [ [ (&® + pjz + ¢;)™,

k=1 j=1

mit Zr’l;:l m + 2 ijl n; =n.



Partialbruch-
zerlegung

Bemerkung (Ccbrocnen Rationac Funktion):
Line rat'onale Funkzicn ist entwedar

« ganze rationale Fun4tion {Polynom), oder

o gebrachen sationzle FunkLion (Polynombruch):

]

Dabe sind g, (20 und g, (] Pelynome siten bzvs weten Grades
{schreiber degla) v bzw, design)  m)

Gebrochan rationale Funktionzn kdnnen echt (i < m) eder unecht (1 = ) sein.

Satz {Reelle Partialbruchzerlegung):

Seien p. () und gz} Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad n bzw. m,

<.

Mit der Faktorenzerlegung von q.,(x) existiert fiir das echt gebrochen rationale

Polynom r(x) = 3,‘.'{-:'; genau eine Zerdagung in Partia briiche:

) = !,"l,n
gm{z)

t
gy G = oot
r—x, [(Z—x,) (x—z,)
b +en L Mt
=y -y (x? + g + gy )™
e+ e L tmrtan,
=y~ (% + mx + gz}
+

bou. x + Cqn,

URLLE 2 —
(22 = P = e )"

Die Koeffizienten a,,. b,. c;, sind eindeutig bestmmt {und bestimmbar).

m

= sl i) + ria.

2
mi7,

« Maglich: 0. Dann teilt gm o und

® Falls rix] 2 (1, dann 27'7;- alad e mit ik eche georochen rational.

o

Erinnerung
e kaar n car Fzatceenzar equng dangastelll wercan

PR 1_1, e l:l

a, g L R Nalistoller, o 1,2

i
Hulluze lsnpaare.




Bemerkung (Gebrochen Rationale Funktion):
Eine rationale Funktion ist entweder

e ganze rationale Funktion (Polynom), oder

e gebrochen rationale Funktion (Polynombruch):

pn(T)
Gm ()

Dabei sind p,,(x) und ¢,,(x) Polynome n-ten bzw. m-ten Grades
(schreibe: deg(pn) = n bzw. deg(gm) = m).

Gebrochen rationale Funktionen konnen echt (n < m) oder unecht (n > m) sein.



Bemerkung: Sei 572((2)) gebrochen rational mit n = deg(p,) > deg(gm) = m.

Dann gibt es eindeutige Polynome s(x) und 7(z), so dass

P () = 5(2)gm () +7(2).

Dabei ist deg(r) < deg(q,) = m und deg(s) = n — m.

e Moglich: r(z) = 0. Dann teilt g, pn und g:b((‘?) = s(x).

e Falls r(z) # 0, dann % = s(x)+ % mit q:f‘g) echt gebrochen rational.



Erinnerung:
¢m kann in der Faktorenzerlegung dargestellt werden:

p o
Qm<x) = Qnp H(CE - xk)mk H(xQ + DT+ qj)nja
k=1 j=1

mit Y07 me+2) 5 nj = n, zx € R Nullstellen, 2% +p;z+q; = (z—w;)(z—w;)
mit w;,w; € C Nullstellenpaare.



Satz (Reelle Partialbruchzerlegung):

Seien pn(x) und g, (x) Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad n bzw. m,

n <m.

Mit der Faktorenzerlegung von g,,(x) existiert fiir das echt gebrochen rationale

Polynom r(z) = 5:;—((3 genau eine Zerlegung in Partialbriiche:
pn(x) ai a2 A1m,
(z) gm(z) x—21 (T —121)2 (x —xp)™
a1 a2 o A2m,
+a:—:c2+(:1:—:1:2)2+ +(:c—:c2)m2
+
+ Ap1 ap2 , RS a2mp _
T—x, (T—zp) (z —xp)™e
b117 + c11 bin, T + Cin,
22+ p1z+q (22 + prz + q1)™
bo1T + C21 3 bon, T + Con,
22 + pox + o (22 + pozx + qo)™2
+
balx + Col banox + Con,
22 + po + o (22 + pox + q5 )™

Die Koeffizienten a;;, b;j, c;; sind eindeutig bestimmt (und bestimmbar).



Bemerkungen:
e Je Nullstelle/Nullstellenpaar existieren Vielfachheit-viele Partialbriiche
e Die Struktur der reellen/komplexen Partialbriiche ist offensichtlich

e Fiir die Koeffizienten entsteht nach Multiplikation mit g,,(x)

Pn(x) =bm—1(x), n<m-—1.

o Koeffizientenvergleich von p,, und b,,_1 ergibt Gleichungssystem fur a, b, c.



Integration der
Partialbriiche

Bemerkung (Strategic fur d'e Partialbruchzerlezung):

-

Gepebenenfalls Polynomd
halten.

~

Bestimmung, der Nullste
ezre/quadratische Fzktoren.

w

Ansalz fiir die Partialbriche nach Salz,

-

Bestimmung der Koeflizienten,

2. Fall Lése .

i v,
[T
-3 — L eurck Urrfcemung urd Substitutice {Siirae T 5. 1/3)

!

wodni ds Integral rechts m't Hilf cer Rekurzsicesformel

on um echt gebruchen rativaale Funktion zu er

en des Mennerpolynons baw,  Zerdegung in lin-

{ dr _ L -y
! W g T g el
urd

ookt wr

Beobachtung (Integration cer Partialbruchzerlegung): Zur Berechnung der Stamm-
funklion einer echl gebrochen ralionalen Funkion

frl (el oo
gm 3}

reicht es nun, die folgenden Integrale zu bilden:

¥ und /L dr
[EEE N (2% + g — )

Betrachte beide Integraltypen getrennt

1. Fall.Lése

durch Subsi

fira=1.
)7 flra# L



Bemerkung (Strategie fiir die Partialbruchzerlegung):

1. Gegebenenfalls Polynomdivision um echt gebrochen rationale Funktion zu er-
halten.

2. Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms bzw. Zerlegung in lin-
eare/quadratische Faktoren.

3. Ansatz fur die Partialbruche nach Satz.

4. Bestimmung der Koeffizienten.



Bemerkung (Methoden zur Bestimmung der Koeffizienten):
o Koeffizientenvergleich fuhrt auf eindeutig losbares Gleichungssystem.

e Grenzwertmethode: Streng genommen gilt p,, () = by, —1(x) nur fir
T # T1,T2,...,Tp, SO dass

betrachtet wird. Im Beispiel wird der Grenzwert durch einsetzen von z = z;
bestimmt.

e Methode des Zuhaltens fur Linearfaktoren.



Beobachtung (Integration der Partialbruchzerlegung): Zur Berechnung der Stamm-
funktion einer echt gebrochen rationalen Funktion

[ B i

reicht es nun, die folgenden Integrale zu bilden:

a bx + ¢
d d d
/(:c—xj)a v /<:c2+px+q>ﬁ g

Betrachte beide Integraltypen getrennt.



1. Fall:Lose

[ e

durch Substitution t = (z — z;):

a g —d aln|w—:v3| fur a =1,
(x —x;) r=a T\ e (r—xy) Tt fira # 1.




2. Fall:Lose

bx + ¢
dr =: 1
/(:v2+p:v+q)ﬂ rn

fur 8 = 1 durch Umformung und Substitution (Barwolff S. 149):

b c—p: z+ &
Ip = éln(w2+px+q)+—p22arctan (—22) + C.
Va— T £

=1
Fir 8 > 1 erhadlt man (Barwolff S. 149f.):

— b +(C_@)/ dz
P72 - 1)(2? + px + )P 2 (22 + pz +q)8’

wobei das Integral rechts mit Hilfe der Rekursionsformel

/ dx B 1 2x +p 2(28 — 3) / dz
@rpr+aP  B-Da—p) @ e+ 0P B-Dq—p) ) @ +pat

und

/ dz = 2 arctan 2+ p
(2 +pz +q) 4q — p? Vv 4q — p?

gelost wird.



Erinnerung:
Integrationsregeln
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reellen Koeffizienten

Integration der
Partialbriiche

Ziel: Palynome lassen sich leicht integrieren!
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