Kapitel 11: Fourier-Analysis

Rechenregeln fur Fourier-Reihen.

Fur f, g : R — C stuckweise stetig, T-periodisch mit

Z Vi elkwt und 9 Z 51 elkwt

k=—o0 k=—o0

gelten die folgenden Rechenregeln.

e Linearit at:

oaf(t) + Bg(t) = Y (v + Bor)e™ "
k=—0o0
e Konjugation
m: Z T elkwt
k=—00
e Zeitumkehr
Z v o elkwt
k=—o
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Weitere Rechenregeln fur Fourier-Reihen.

e Streckung

f(ct) = Z vietklew)t furc > 0

k=—o00
e Verschiebung
oo
f(t4+a) = Z (yre™ @) et fira e R

k=—o0

oo
eMWtr(t) = Z Yiene™ Pt firm e Z
k=—o00
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Noch mehr Rechenregeln flr Fourier-Reihen.

e Ableitung :Ist f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt

oo

fi) = ) (ikwyp)e™e

k=—o00

— Z(kw) [by cos(kwt) — ay sin(kwt)]
k=1

¢ Integration :Giltag = yo = fg f(t) dt = 0, so folgt

Jt (1) dt = = JT tf(t) dT — i [b_k cos(kwt) — —= sin(kwt)
- 0 k=1 kaw kw
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Konvergenzsatz.

Satz: Sei f : R — C T-periodisch und stiickweise stetig differenzierbar. Dann gelten die

folgenden Konvergenzaussagen flr die zugehorige Fourier-Reihe

ao

> + Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] furt € R.

k=1

Fe(t)

e Die Fourier-Reihe konvergiert punktweise und fur alle t € R gilt

Fe(t) = % () +f(t7)] furt € R.

e In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die Konvergenz der

Fourier-Reihe gleichmalig.

Bemerkung:

Die Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier-Reihe nicht aus.
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Beispiel: Die S agezahnfunktion.

0 . furt =0o0dert =27
S(t) :=
(mr—t) : furd<t<2m

N —

Fehlerfunktion: Definiere fir 0 < t < 27t

Rn () = 2 (t — 1) + sin(t) + S0t sin(nt)

> > e -
Es gilt:
- 1
1+ 2cos(t) +2cos(2t) ...+ 2cos(nt) = il g;tg/_zz))t]
Integration:
t sin [(n — %)T} B _ sin(2t) sin(nt)
J'7T Sn(t/2) dt = (t —m) + 2sin(t) + 2 5 +...4+2 m
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Daraus folgt:

dt

B tsin[(n+ 3) 7]
Rnlt) = L[ Zsin(T/ZZ)

B —COS[(TL—l—l) t} ] t 1 d 1
= (Zn—l—Usin(%c/Z) T LCOS ((“+ Z) T) dt (sin(¢/2)> dt

~ —cos [(n + %)t] cos [(n + %)E} 1 )
 (2n+1)sin(t/2) i 2Zn+1) (sin(t/Z) B ]> fur & € I, 4,

und daher

2
(2n + 1)sin(t/2)

Rn(t)] <

Istt € (0, 27) fest, so gilt:
Rn(t)) -0 t— o0

156
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Approximation im quadratischen Mittel.

Satz: Sei f : R — C eine T-periodische, stiickweise stetige Funktion, und seien

Sn(t) = <>+ 3 la cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

die Partialsummen der zugehdrigen Fourier-Reihe von f. Fur den linearen Raum

T, := span {\%,cos(wt), ...,cos(nwt),sin(wt),.. .,sin(nwt)} C C(R)

der trigonometrischen Polynome mit dem Skalarprodukt

T

(u,v) = %J’T’C)V(t) dt

0

gilt
I1f—Sa|l < |If — o] firalle @ € T,

d.h. S, ist Bestapproximation an f aus T, beziglich || - ||.
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Beweis: Die Funktionen

@o(t) = \%, @i (t) = cos(kwt), YPi(t) =sin(kwt) k=T1,2,...,n

bilden eine Orthonormalbasis des linearen Teilraums T,, C C(IR).

Dann ist die Bestapproximation s* € Th aus T, an f € C(R) gegeben durch die
orthogonale Projektion von f auf Ty,:

n
s'(t) = <fp0>@o(t)+ ) [<for> @)+ < fde > Pi(t)]
=1

= +Z A @k (t) + b (t)]
=1

— Sn(t)>

wobei ap = V2 < f, @o >, ax =< f, ex >und by =< f, P >furk=1,2,..., 1
B
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Die Besselsche Ungleichung,.

Satz: Es gilt die Besselsche Ungleichung 1SalI? < ||f]|%, d.h.
aol® = 2 2 2 (! 2
7 +k§:1 [|<1k| + |by| } =T, f(t)]

Beweis: Es gilt

0 < Hf_ SnHZ =< f— Snaf_ Sp >= HfHZ —2Re < f, Sn > +||ST1H2

n
a
— |2 —2re < f, 7%@0 + ) (ar@i + babi) > +|Sn |2
k=1

mn

a

_ HfHZ — 2Re << f, —\/Ocho > 4 E lax < f, @ > +by < f, Py >]> + ||SnH2
k=1

a \2 =
= f22< > [laxl® + 1bxl?] | + [ISnll* = [IflI* — [ISnlI?
k=1
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Das Riemannsche Lemma.

Folgerung: Aus der Besselschen Ungleichung folgt insbesondere die Konvergenz der

beiden Reihen

o0 o0
D lal®  und ) [byf?
k=1 k=1

und damit gilt das Riemannsche Lemma

im ax = lim by =0.
k—oo k—oo
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Kapitel 11: Fourier-Analysis

Konvergenzgeschwindigkeit.

Satz: Ist eine T-periodische Funktion f : R — R (oder f : R — C) stiickweise
(m + 1)-fach stetig differenzierbar, und sind die Ableitungen

f(O) f(”

, ,o.o

m—1
, £l )
stetig auf IR, so gibt es eine Konstante C > 0 mit

furk = £1,42,...

Fazit: Je glatter f, desto schneller konvergiert die Fourier-Reihe F¢ gegen f.
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Beweis: Reicht zu zeigen fir m = 0. Sei f(t) stiickweise stetig differenzierbar mit
Unstetigkeitsstellen

O=to<ti<...<tyy =1

Dann bekommt man mit partieller Integration

T
Ty = J f(t)e k@t dt
0
1 m—1 Y549 ti 1 _
= ——Z f(t)e_lkwt —J f’(‘c)e_”“Ut dt
1kw = e :
und somit
vl < 2.1 1y [|f(t_ )|+|f(t+)|}+lJT|f’(t)|dt
Yk_Tkwj:O J+1 J w Jo
<
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Die Parsevalsche Gleichung.

Bemerkung. Furmn — oo geht die Besselsche Ungleichung in Gleichheit Gber, d.h. es gilt
die Parsevalsche Gleichung iMoo ||Snll? = [|f]|%, d.h.

oS T

90 4§ [lal? + bul?] = = | rrop ar
k k — T )

2
k=1 0

denn die Fourier-Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f,

d.h.
lim ||f—Su|| =0.

n—,oo

Beispiel: Fur die Rechteckschwingung R(t) gilt fo f(t)|? dt = 2. Da ay = O fiir alle
k € Np, gilt weiterhin

= 16 /1 1 1 16 m?
b= v+ + 5+ =2
Sl = (T tat) =y
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Eindeutigkeitssatz.

Satz: Seien f(t) und g(t) zwei T-periodische stiickweise stetige Funktionen mit

1

f(t) = 5 (f(t7) +f(tT)) fur alle t € [0, T7;
g(t) = % (g(t™) +g(t™)) fur alle t € [0, T].

Weiterhin besitzen f und g dieselben Fourier-Koeffizienten, d.h. es gilt

T o T

J f(t) cos(kwt) dt = g(t) cos(kwt)dt  furalle k € Np;
0 Jo
T o T

J f(t) sin(kwt)dt = g(t) sin(kwt) dt fur alle k € N.
0 Jo

Dann stimmen f und g auf ganz R tberein, d.h. es gilt f = g.
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