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Periodischey Funktionen
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Abbildung 1: sin (x) und sin (2x)

f periodisch mit der Periode T' > 0 : f@+T) = ft)VteR




Beobachtungen: Seien f und g 'I'—periodisch
e —> fist auch k- T peridisch, kK € N
fE+T) = f(t) = fC+KT) = f(¢)

e f(kt) ist auch T'—periodisch (u(kﬂ‘)) -\D—Qﬂ A /)

Beispiel: sin(kt), cos(kt), k € N sind 2w —periodisch _ ‘((LL-()

e oof + (g ist T'—periodisch

Beispiel: Die Funktionen

Ao o Z ay cos(kt) + by sin(kt)) ‘F ("C)

L k=1

sind 2m—periodisch g T ln  poris s oS
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Abbildung 1: abgeschnittene Fourierreihen fiir f n=1, 7, 39



e Die Funktionen sin(kwt), cos(kwt) sind T' = 2T —periodisch

W = 2% heiBt Kreisfrequenz

sin(kw(t + 1)) = sin(kwt + kéuT)) = sin(kwt + k/QT—Wﬂ)/)

———

_—
—

= sin(kwt + k2m)) = sin(kwt)
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o KAPITEL 12: FOURIER-ANALYSIS TUHH

12 Fourier-Analysis

12.1 Grundlegende Begriffe

Definition: Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heiBt periodisch mit
der Periode T (oder T-periodisch), falls

f(t+T) = f(t) fiir alle t € R.

[]
Ziel: Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier-Reihe
ao — . N:l_it
f(t) = - + E lay cos(kwt) + by sin(kwt)] =

k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)

Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k =2,3,...
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Zur Erinneung: etwas L.A.

Definiere auf (geeignetem) Funktionenraum V mit Unterraum

@ e :E_
Th:=49:9(t) =% + Z (ar cos(kwt) + bgsin(kwt)) ag, by € R, -
k=1

aller T'—periodischen trigonometrischen Polynome vom (H6chst-)Grad n

T
das Skalarprodukt < f,g>:= %/ f(t)-g(t)dt.
0

T
und die Norm | gl = \/%/ (g(t)*dt = /< 9,9 >
0

Dann ist {%, cos(kwt), sin(kwt), k=1, -- ,n} ein Orthonormalsystem.




Fiir eine gegebene Funktion f aus V ist

n

fo(z) == P + Z (ar, cos(kwt) + _l?fsin(kwt))
= k=1

—

ey cos(Uet> _ ak_ / f(t) cos(kwt) dt

ZQ/SMQ«\-‘H> bk::T/O f(t) sin(kwt) dt

die beste Approximation aus 7,,, dass heilt

mit

k € Ny

keN.

lf=rull <N f=gll Vge Tn.

— ~ A_ A
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Bemerkungen.

° IsﬂjjﬂgPeriode von f, so auch kT, k € Z, eine Periode von f.

e Sind T7 und T, Perioden von f, so sind auch
kiTy +koTo fir k1,ky € Z
Perioden von f.

e Existiert eine kleinste positive Periode T > 0 von f, so ist die Menge der
Perioden von f gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion f besitzt eine solche kleinste Periode.

e Sind f und g T-periodisch, so ist auch «f 4+ 3g, &, 3 € R, T-periodisch.

——
e Ist f T—periodisch und integrierbar (iiber kompakten Intervallen), so gilt

JT f(t)dt = JG+T f(t) dt

0 a

fiir beliebige a € R. 4 \/\\/

T'73
> A "'l‘-l-o
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Beweis zum letzten Punkt aus Folie 167

a=k-T+amtenemk& Z undemmemO0< a<T

ez R
a+T a+kT+T o
/ f(t)dt = / f(t)dt Sustitution T =t — k- T 4T &4
a Oéﬂy—k@ é% _ é -
a+T
/ %— Periodizitat
a+T
/ f(r)dr + ST Sustitution v =7 — T
/ f(r)dr + / f(v —F/T'ﬁw
= T)dT + / v)dv Periodizitat
[ st [ s L,

— /OTf(T)dT ]— _ S

A —7/5
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. . P o~
Periodische Fortsetzungen. i = -

Definition: Eine Funktion g(t), t € [0, T] bzw. t € [0, T/2] 148t sich zu einer
T-periodischen Funktion f : R — R wie folgt fortsetzen. 1

e Direkte Fortsetzung.

f(t) .= g(t — kT) firkT <t<(k+1T ////K

T T

e Gerade Fortsetzung. Sei g(t) auf [0, T/2] gegeben. Dann setze

—~—_—
2k — 1 2k + 1
f(t) := g(t — kT) fuir <T>T§t< ( 2+ )T,
wobei g zunichst an der y-Achse gespiegelt wird: . |
T S \/__ R
g(t):==g(—t),  fir —5 <t<O0. o3

2

T ‘ :
g(t) .= —g(—t), flir — 5 <t<0O. A

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 168
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Fourier-Reihen und trigonometrische Polynome.

Definition:
e FEine Reihe der Form
ao - : :
f(t) = > +Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] mit ay, by € R (oder C)
k=1
heisst Fourier-Reihe (oder trigonometrische Reihe). Dabei sei

27

= — > 0.
T
e Die zugehorigen Partialsummen
ao — : :
f(t) = 7—|—Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] mit ay, by € R (oder C)

k=1

der Fourier-Reihe f(t) heiBen trigonometrische Polynome vom Grad n.

\/(Ohdvfjvn%? T e welcda Q ? ()h Welchor  Norm ¢ ]
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe.

e Es gilt die Eulersche Formel
g X =ceS X)) KIS (=)

{ e'™ = cos(x) + isin(x) fur alle x € R,

-1 X . .
c = CC = 5(5‘) -_\ S ﬂ(‘?‘\

womit

1, . : ]
cos(x) = = (e”‘ + e_”‘) und  sin(x) = =

5 <eix L e—ix)

—

e Damit lassen sich die trigonometrischen Polynome wie folgt darstellen.

falt) = S0+ ) [axcos(kwt) + bysin(kewt)] ||
k=1 _
n o / =
ao dx / qx —ik ik o~ ik
S M Gl s B Gl “’t)]
k=1 L=
_ G +i _ak@ikwt+ ay + iby e—ikwt]
o okz] " —— -
XOL Y;,( 7_,[,(

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 170



UH
o KAPITEL 12: FOURIER-ANALYSIS TUHH

Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe.

e Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als
fn(t) = Z yie et firte R

mit den Koeffizienten

1 | . 1

Yo = 5 0o, Yk = 5 (ax —iby), Yok = z(ak + iby),

I —

womit gilt
ap = 2vo, Ak = Yk + Y-k, bx = ilyk —v—«x).

e Fiir die Darstellung der Fourier-Reihe bekommt man somit

w (oo
I T ikwt ikwt _ 1ikwt .
f(t) = n|I_I’)nOO Z Yxe = Z Yxe = Zyke fir t € R.
\_____/,

Wichtige Frage: Konvergiert die Fourier-Reihe (punktweise oder gleichmaBig)?
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Orthonormalitat der Basisfunktionen.

Satz: Die Funktionen et*®t k c¢ Z w = 27t/ T, bilden ein Orthonormalsystem

beziiglich des Skalarprodukts

Thw €
17T 2 ON S
(u,v) == T Jo u(t)v(t) dt. we Z b
— 'l At (
—c N > =9
Beweis: Einerseits < c[,L(HE , g'i\ku'c >=A
T T
<eikwt) eikwt> _ lJ e—ikwteikwt dt = lJ 1dt = 1)
T)o ——— T ), ~ 4 T
. e = — 1 \ = £ (T-°)
andererseits - = T _ 4
T t=T
ikwt ilwt\y l i(l—k)wt o 1 i(l—k)wt .
(e ,elt vt = e dt = - e =0
fiir k £ L. o
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten.

Satz: Konvergiert die Fourier-Reihe
n .
{(1‘:): lim . (t) :nlinoo Z ykelkwt
k—_

=—n
auf [0, T] gleichmaBig gegen eine Funktion f, so ist f stetig und es gilt:

1 (' .
Yk = = J f(t)e_lkwt dt flir k € Z.
T Jo
Beweis: Da f,, stetig und gleichmaBig gegen f konvergieren, ist f stetig.
Weiterhin:
T . T | | T ,
J f(t)e—lﬁwt dt = J Zykelkwte—lﬂwt dt ek _.‘IQ'—S{'.AE
0 0 ez Ve j‘: ¢ &
T / - = ‘6’(,\ SA St
— eikwte—iﬂwt dt = T N =
ka Jo Ye —y T

keZz L — w2
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TUHH

Orthonormalitat und Fourier-Koeffizienten in R.

T 0 : k#L
J cos(kwt) cos({wt) dt ¢ T/2 : k=L0+#0
0
T . k=£0=0
p
T 0 . k#L Aafy 2o
J sin(kwt) sin(fwt) dt < 7 \.\l—ta
0 T/2 @ k=040
\
T
J sin(kwt) cos(fwt) dt 0
0
2 r T
Ay T f(t) cos(kwt)dt firk >0
0
2 r T
by T f(t)sin(kwt)dt firk>0
0
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F)/a/_? ﬁ/ Wc/CA¢ [ L(onn b FO arer Kol o
12.2 Fourier-Reihen Jﬂ['{”"¢YW? \/(ovwwbw%?

Definition: \_// \\ /Q

/ \

e Eine Funktion f: [a,b] — C heifit stiickweise stetig bzw. stiickweise

stetig differenzierbar, falls f(t) bis auf endlich viele Stellen auf [a, b]
stetig bzw. stetig differenzierbar ist und in diesen Ausnahmepunkten die
einseitigen Grenzwerte von f(t) bzw. f'(t) existieren.

e Flir eine stiickweise stetige Funktion f: [0, T] — C werden die

Fourier-Koeffizienten von f(t) definiert durch

1 (" .
Y= J f(t)e kvt dt flirk € Z
0

Dabei ist w = 27t/ T die Kreisfrequenz. []
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Bemerkung: Mit den (komplexen) Fourier-Koeffizienten vy bekommt man die

(reellen) Fourier-Koeffizienten e‘i]"”\‘!‘_,_ cms (Wwt) +
2 (T IS\“(\"N%)
ax = T f(t) cos(kwt) dt fur k >0
JO
7 (T
b = T f(t) sin(kwt) dt fur k > 0
JO
Definition: Die mit den Fourier-Koeffizienten gebildete Reihe
Fe(t) = Z viettet = 70 + Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=—0o0 k=1
heit die Fourier-Reihe von f(t). []

Bemerkung: Bei der obigen Definition verwendet man die direkte Fortsetzung
der Funktion f: [0, T] — C zu einer T-periodischen Funktion. Notation:

f(t) ~ Z yre et

k=—o0
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Analog: h ungerade und T-periodisch:
T

T 3 - 7 —+
/0 h(t) dt = /_I h(t)dt =0. = T,
2
-/,
f gerade:
2 [T 2 A+
ay = — f(t) cos(kwt)dt = — - L -$ . cos (W i)
T ), " -t
5‘-—( « érx o

T
by = = / £(t) sin(kwt)dt = O
T 0 —

f ungerade:

o [T
ar = / f(t) cos(kwt)dt = O
T Jo -
An N

B

/2

g ' \..:"k é\
bk = %/ f(t) sin(kwt) dt = :L_‘{- S £ s (W )

0 Q

_‘bc_(q-}_%




UH
o KAPITEL 12: FOURIER-ANALYSIS TUHH

Satz: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T-periodische Funktion. Dann gilt:

4 T/2

f(t) gerade — ay = TJ f(t) cos(kwt)dt wund by =0
0

4 (1/2
f(t) ungerade — a, =0 und by = TJ f(t) sin(kwt) dt.
0

Beweis: Beispielsweise gilt fiir f gerade (argumentiere fiir f ungerade analog):

b, = % JOT f(t) sin(kwt) dt = % LT f(—1) sin(kwT) dt

= —EJ’O f(t) sin(kwTt) dt = —
.

.
71 J f(t) sin(kwT) dT = —Dx.

rT/2 2 0 T/2
f(t) cos(kwt) dt = = J f(t) cos(kwt) dt + J f(t) cos(kwt) dt
~T/2 T 1) 2 0

=N

T/2 T/2
J f(t) cos(kwt) dt] :

T/2
J f(—71) cos(kwT) dt + J
0

0 0

=N

f(t) cos(kwt) dt] = $ [
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion. q"_%‘”"’b_n

Betrachte die Sdgezahnfunktion S(-t) S(H444n)
0 . furt=0odert=21t _ (4 zn))
VT ) - fro<t<2 T
57T — : T < LTt
P
Die Sdgezahnfunktion ist ungerade, also gilt (mit w = 1) _ =
2 (Mm—t 1
ax =0 und bk:—J n sin(kt) dt = —
T)y 2 k

S(t) ~sin(t) + > 3

Approximation der Sagezahnfunktion durch 10. Partialsumme

10

S1o(t) = Z sinl(ckt).
k=1
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Abbildung 2: Sagezahnfunktion, abgebrochene Fourierreihe fiir n=1,2,4,10

Sagezahnfunktion (rt)/2 auf ]0,21{

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Sagezahnfunktion (r-t)/2 auf ]0,2n{

Sagezanmfunkion (-2 auf 0.2

ab
Fourietehe abgedrochen bein=10
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Beispiel: Die Rechteckschwingung.

Betrachte die Rechteckschwingung

2

0 : firt=0,t=modert=2m
/\\

R(t):=< 1 : firO<t<m
-1 ﬁerC<t<27LQ, — —

\

Die Funktion ist ungerade, also gilt:

ax = 0

2 (™. 0 : fiir k gerade;
b = —J sin(kt) dt =

TJo k4—7[ fiir k ungerade.

Die Fourier-Reihe von R(t) lautet daher

4 (sin(t) L sin(3t)  sin(5t) +) |

R~ 27 3 5
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f(x) =1 auf [0, 2] ungerade, 4-periodisch fortgesetzt —>

S —

154 . . . . . . . ] S E—
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Abbildung 1: abgeschnittene Fourierreihen fiir f n=1, 7, 39
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—_— w 2 QA A

Noch ein Beispiel. |

Betrachte f(t) = t?, —mt < t < 7 mit direkter 27-periodischer Fortsetzung.

4_5\ L= O\

2

: : [ .
Die Fortsetzung ist gerade, damit folgt

2 (™ o n
ax = — J t? cos(kt) dt = !
T Jo
Damit bekommt man die Fourier-Reihe
4cos(t) 4 cos(2t)
f(t) ~ —
(t) @ e

’T/Z Ov’/)_ |:|

————— \ e
A /

O\u:i? gg)r(H c,:»SUU*JE> - S_L'LQ:S (LA:)QH'
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