Kapitel 8. Integration

8.3. Der Hauptsatz und Anwendungen

Definition: Seien F,f : [a, b] — R Funktionen mit F'(x) = f(x),
a < x < b. Dann heit F(x) Stammfunktion von f(x).

Bemerkung:

@ Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so sind alle Funktionen der
Form

I:_(x) = F(x)+c
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).

@ Sind Fi(x) und F(x) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion

F1(x) — Fa(x)
konstant.
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Hauptsatz der Integral— und Differentialrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:
a) Die Funktion

F(x):= /X f(t)dt

ist eine Stammfunktion von f(x).

b) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

/b F(t) dt = F(b) — F(a)

Beweisideen:

a) Zeige, dass gilt:

‘%(F(X—I—h)—F(X))—f(X) — 0 fir h — 0.

b) Folgt direkt aus a) mittels

Flx) = /X F(t)dt + C.
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Beweis von a).

Wir zeigen, dass F'(x) = f(x) gilt.
Sei h # 0 so, dass x,x + h € [a, b]. Dann gilt

(F(x+h) = F(x)) = f(x)

) % (/ax—i-h @ dt/xf(t) dt) 3 % 7hf(x) dt

a X

> =

x+h
S ARGGRIOT

< sup{|f(t) —f(x)| : |t—x| < hundt € [a,b]}
— 0 (h — 0),

mit der (gleichmaBigen) Stetigkeit von f auf [a, b].
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Beweis von b).

Mit Teil a) gilt
F(x):/ f(t)dt+ C

fiir eine Konstante C. Daraus folgt
b
F(b) — / F(£) dt + C
a

Fla) = /af(t)dt—l—C:O+C:C

und somit

F(b) — F(a) = /b F(t) dt
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Bemerkungen.

@ Teil a) des Hauptsatzes gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen.

An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur
einseitig differenzierbar mit

F'(x7)= lim f(t) F'(x*) = lim f(t)

t—x— t—xt

@ Eine Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man auch das
unbestimmte Integral von f(x) und man schreibt

Fe / F(x)dx

Die Funktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beispiele zur Integration.

Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante.

1
/x” dx = mx”“ + C fiir n #£ —1
1 .
/;dx = In|x|+C firx #0
/sinxdx = —cosx+ C

/cosxdx = sinx+C

1
/ dx = arctanx+C

1 1
/1_X2dX = §|n
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1+ x
1—x

+C




Weitere Beispiele zur Integration.

1
/e"xdx = geaX+C fira#0
1 .
/bxdx = m)bx—i—C firb>0,x>0

/Inxdx = x(Inx=1)+C firx > 0
/Iogbxdx - ﬁ(lnx—l)—kC fiir b> 0,x > 0
/sinhxdx = coshx+ C

/coshxdx = sinhx+C

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 83 / 102

Wichtige Integrationsregeln.

Satz (Linearitdt): Sind f, g : [a, b] — R stiickweise stetig, so gilt

/(af(x)-Fﬁg(X))dx:oz/f(x)dx—kﬁ/g(x)dx

fir alle o, B € R.

Satz (Partielle Integration): Sind u, v : [a, b] — R stetig differenzierbar, so gilt

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — / u'(x)v(x) dx

fiir unbestimmte Integrale, womit fiir bestimmte Integrale folgt

b b
/ u(x)v'(x) dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / u'(x)v(x) dx

Beweis: folgt direkt aus Produktregel der Differentiation.
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Die Substitutionsregel.

Satz: Ist h: [a, b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig
mit Stammfunktion F(x), so gilt:

/ammmnmzﬂmm

Fiir bestimmte Integrale erhilt man somit

b h(b)
/ Fh(E)H () dt = /h() £(x) dx
= F(h(b)) — F(h(a))

Beweis: folgt direkt aus der Kettenregel der Differentiation:

d /
S (F(h(t))) = f(h(t) - H'(t)
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Beispiele.

e Linearitat:
/(28X3—|—12X2 —2x+3)dx=7x*+4x> = x* +3x+ C

@ Partielle Integration:

/xexdx:xex—/exdx:(x—1)eX—i—C

@ Partielle Integration:

/Inxdx = /1-|nde:x-|nx—/x-1dx
X

= x(lnx—-1)4+C
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Ein weiteres Beispiel zur partiellen Integration.

/sinzxdx = /sinx-sinxdx

= sinx(—cosx)—l—/cos2xdx

= —sinxcosx + /(1 — sin® x) dx

= 2/sin2xdx = —sinxcosx + x+ C
. 1 |
= sin“xdx = E(x—smxcosx)—l—C
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Ein Beispiel zur Substitutionsregel.

Substituiere x = h(t) = acost in

/_a V1-—(x/a)?dx = / V1 —cos? t(—asint)dt
denn
dx = —asin(t)dt, h(0)=a, h(r)=—a

Somit gilt

/_aamdx = Lom(—asi””dt

v
= a/ sin’ t dt
0

= a(t —sintcost)
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Ein weiteres Beispiel zur Substitutionsregel.

Substitutiere x = h(t) = t2, d.h. t = y/x fiir x > 0 in

/e\/)_(dx:/et2tdt

denn es gilt
H(t) =2t
Daraus folgt
/e\/;dx = /et2tdt
= 2(t—1e'+C

= 2(v/x—-1)eV*+ C
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Bemerkung.

@ Nicht jedes Integral 1aBt sich explizit “losen”, d.h.
@ nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache” Stammfunktion bzw.

@ manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition von
elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele:
t

Si(x) := /Sl%dt (Integralsinus)
0

erf(x) = —/ ~tdt  (Fehlerfunktion)
\/_O

E(x, k) = /(1—k2sin2t)i%dt (Elliptische Integrale)
0
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Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R stetig, p: [a, b] — R integrierbar und p(x) > 0 fiir
a < x < b. Dann existiert ein £ € [a, b] mit

b b
[ Feaptx) e = £() [ b ox
Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > 0 folgt:

min(F[a, b]) - p(x) < F(x)p(x) < max([a, b]) - p(x)
Integration iber [a, b] liefert:

b b b
min(f]|a, b])-/p(x) dx < /f(x)p(x) dx < max(f|a, b])-/p(x) dx

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fiir den Spezialfall p(x) = 1 gibt es ein £ € [a, b] mit

b
/ F(x) dx = F(€) - (b— a)
Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) — F(a) = F'(§)(b - a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), so folgt Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F(x):

F'(&) = fiir ein & € [a, b].
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Der Satz von Taylor.

Man erhilt die Taylor—Entwicklung einer Funktion f € C"*! um xp durch n—fache
partielle Integration:

f(x)— f(x) = /Xf’(t)dt:/x(x—t)of’(t)dt

X0 X0

= (x—x0)f(x0) + /X(x — ) (1) dt

X0

— Zf( (XO)(X x0)* + /(x f(”+1)(t)

k=1

Daraus bekommt man die Lagrange—Restgliedformel aus dem Mittelwertsatz:

/(x )" F( T (t) dt =

(n+1)(€)( XO)”Jrl fiir ein £ € [xo, X].

(+1)
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Kapitel 8. Integration

8.4. Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen R(x) mit

R(x) = ﬁ, wobei  p(x) = Z axk, q(x) = Z bix”
9(x) k=0 k=0

Methode: Partialbruch—Zerlegung von rationalen Funktion R(x).

Ansatz:
a1 Q2 ijk.
R(x) = pi(x)+ [ / e ]
Z (x — ) (><—><j)2 (x = x;)k
vj1X + 01 Vjki X + ‘5J'kj
+ ot _
; %1 [ [(x — 2 + B! [(x — 2)% + b1
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Erlauterungen.

@ Ohne Einschrankung: p(x) und g(x) keine gemeinsamen Nullstellen.

@ Das Polynom p;(x) tritt nur auf, falls
deg p > deg q

In diesem Fall berechnet man p;(x) mit Polynomdivision, und es gilt

p2(x)

q(x)

—R(X)—px) = p(x) = pi(x) - q(x) + pa(x)

mit deg(p2) < deg(q).
@ Das Nennerpolynom g(x) besitze

o die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;;

o die komplexen Nullstellen z; = a; 4 ib; mit Vielfachheit k;

und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;
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Ansatz der Partialbruchzerlegung.

R(x) = x)+2[ ot 02 ++Lk]

(%) (xR (x = x)"

Yi1x + 01 VKX + djk;
+ to ot ,
j ;ﬂ [ [(x = 2))* + B! [(x — @))% + b]"

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden miissen:

k:

ajy, J=1...,m,I=1,...k;

i,  J=m+l...,m, =1k
(‘)‘_,'/7 j:nl—l—l,...,ng,/:l,...,kj

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet, die rechte Seite
wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel.

Wir betrachten die rationale Funktion

1—x
R(x) = ———
(x) x2(x?+ 1)
@ Ansatz:

1 ) Y1X + 01
R = —4 =4+ —"—

(*) X + x2 + x2+1

= 1-x = x(x*+1Dag+ (x*+ Dag + x*(y1x + 61)

@ Ausmultiplizieren:
1—x = (a1 +7)x> + (a2 + 61)x° + a1x +
@ Koeffizientenvergleich:
ar+711 =0, ax+46 =0, ag=-1, ap=1

@ Partialbruchzerlegung:

1 1 x—1
R(x)=—=+ =+ =
X X x 41
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

e Typ |: Polynome:

S S
Z k 4o _ Z Ck  k+1
/ CiX dx = k—_l_]_X + C

e Typ ll: Inverse Potenzen:

In|x — xo| + C fir /=1

/ dx B
(x — xo)! N 1 . 1 fir [ — 2
T (X_XO)/_1—|—C ir/ =2,3,...
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

e Typ llI: Inverse Quadrate:

1
I = | ———— dx fir/
/ /(x2—|—1)’ x firl eN

o Fiir | = 1 gilt

1
I = =
1 /x2 1 dx = arctan(x) + C

e Fiir / > 1 kann man /; wie folgt rekursiv berechnen.

1 X
/|, = 2Ny — ———r— fur/ =2.3,...
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Herleitung der Rekursion.
@ Substitution: Setze u = x*> + 1 in
2X du 1 1
7 dx = - =
/(X2+1)/ X u! 1-—1/ u’—1+C
1 1
1= et
@ Partielle Integration:
1 t2+1 X 2X
- /(x2+1)'—1 ey ™ /2 (@1 T
- ~ Lt
T 21— NGe+ 1)t 2 —p T
Somit:
=2 (3= 2) = fiir | = 2,3
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IV:

cx +d c 2(x — a)
CEDET Y B e S R C "”/ [ — +b21'

@ Erstes Integral:

2(x — a) B du
/[(x a)2 + b2] dx = .

In|(x —a)? + b?| + C firl =1
= 1 1
1—1 [(x—a)?+ b?)]

+C furl=2,3,...

@ /weites Integral:

dx 1 dt wp_X—2
— mi = .
(x—az+p 1) (@11) b
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 101 / 102

Beispiel.

Betrachten erneut die rationale Funktion

1—x
R(x) = x2(x? +1)
1 1 x—1

Somit bekommt man

/R(X)dx = —/%+ /—dx—/xzdj_l

1 1
— _|n|X|__+§|n(x2—|—1)—arctanx—|—C
bs
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