Klassische Polynom—Interpolation.

Bestimme ein Polynom (hdchstens) n—ten Grades

pn(x) = ap + a1x + ax? 4+ ...+ apx",

das die gegebenen Daten interpoliert, d.h. p(x;) =f;, 0 < i < n.

Erster Losungsansatz:

Die Interpolationsbedingungen ergeben ein lineares Gleichungssystem

2
ap + aixo + ax2xg +...+anX6’ = 1
2 n __
ap +aixy +axxy +...+anXxy = fi
2 no _ f
ap + aixp +axx, +...+apx, = TIp
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Vandermonde—Matrix.
Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems
"1 xp X2 x4 ]
0 0 “ e 0 _ —_ _ -
ao fo
1 xg x2 x{'
1 %4 - A ai f1
a f,
2 n | n i | n i
1 x, Xx; e
kurz
V.a=1f
heiBt Vandermonde—Matrix.
Satz:
Fiir die Determinante der Vandermonde—Matrix V = V/(xg, x1, ..., x») gilt
det V(xo,...,Xxn) = H (xj — xi)
0<i<j<n
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 44 / 64



Existenz und Eindeutigkeit der Interpolation.

Folgerung: Falls die Stiitzstellen xp, ..., x, paarweise verschieden sind,

ist die Vandermonde—Matrix V regular.

Satz: Zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen
X ={x0,x1,-.-,Xn} CR

und Funktionswerten
fo,f,....,f[HeR

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p, vom Hochstgrad n mit

pn(x;) = f; furalle0 <i<n

SO

Aber: Wir berechnen die Losung auf Grund der Komplexitat nicht iiber

das lineare System V -a = f.
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Kapitel 7. Interpolation
7.2. Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton
Langrange—Darstellung.
Definieren Lagrange—Polynome
L) (x = %0) - (x = xjo1) - (x = xg41) - - (X — xn)
J
(x5 —x0) - (5 — x-1) - (% — Xj41) -+ .. (55 — Xn)
n
X — Xj .
= ] (x=xi) fiir 0 < j < n.
i=0,i#j (% = xi)
Dann ist L; ein Polynom vom Grad n, und es gilt
1 7=y ; ..
Li(xi) = 0 . it fir0 <i,j <n.
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Losung mit der Lagrange—Darstellung.

Die Interpolationsaufgabe
pn(x;) = f; furalle0<i<n

wird geldst durch das (eindeutige) Polynom p,(x)
pn(x) = folo(x) + ... + faln(x) = [ | fiLi(x)
i=0

Die obige Darstellung von p, heiBt Lagrange—Darstellung.

Beispiel: Wir betrachten die Daten

X ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
filofof4]1s
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Beispiel zur Lagrange—Darstellung.
Wir betrachten die Daten
Xj ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
filojof4]1s
Dann sieht die zugehorige Lagrange—Basis wie folgt aus.
x—1)(x—2)(x—3 x—0)(x—2)(x—3
g — D= (= 0)(x = 2)(x—3)
(0—-1)(0—-2)(0—-3) (1-0)(1—-2)(1-3)
x—0)(x—1)(x—3 x—0)(x —1)(x—2
Lo — OG-8 (0 1(x—2)
(2-0)(2-1)(2-3) (3—-0)(3-1)(3—2)
Das interpolierende kubische Polynom p3; besitzt die Darstellungen
pa(x) = 4-Ly(x)+ 18- L3(x)
_ 2 x(x —1)(x —3) 18 x(x —1)(x —2)
2 6
— 32
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Interpolation in der Newton—Darstellung.

Betrachte die Newton—Basis
i—1
wilx)=]J(x-x) firo<i<n.
j=0

Dann gibt es eindeutige Newton—Koeffizienten ¢g, ¢1, ..., ¢, € R mit
n
pr(x) = D cwi(x)
i=0

= cgt+alx—x)+...+c(x—x0)...(x—Xxp-1)

Die obige Darstellung von p, heiBt Newton—Darstellung.
Beachte: Es gilt

Pn(Xo) = 0
pa(x1) = c+calx—x)
pa(x2) = co+ci(xe —x0) + c2(x2 — x0)(x2 — x1)
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 49 / 64
Berechnung der Newton—Koeffizienten.
Beachte: Aus den Interpolationsbedingungen folgt
!
pa(x0) = c=1f = c="
! f — fo
pr(x1) = ao+talxi—x)=L = o=
X1 — X0
pn(xn) = co+ci(xn—x0)+ ...+ cn(xn—x0)(Xn — x1) - .. (Xp — Xp—1)
I
= f
mit
C fn — c;wi(x
,, w,,(x,,< z,, )
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Folgerungen aus der Newton—Darstellung.

@ Zur Berechnung von ¢; ben&tigt man nur die ersten (j + 1) Daten
(x0,f0) - - - (XJ'> 75)
Notation:
¢j = f[xo,x1, ..., Xj—1, Xj] firj=0,1,...,n
@ Nimmt man ein Datum (x,4+1, for1) hinzu, so gilt:

Pr+1(x) = pn(x) + cnrrwn+1(x)

mit
B fn—i—l - pn(Xn—i-l)
Cn+1 =
Wn+1 (Xn—|—1 )
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Die Methode der dividierten Differenzen.

Satz: Die Koeffizienten
¢j = f[x0, X1, .., Xj—1, %] fuirj=0,1,...,n

des interpolierenden Newton—Polynoms

pn(x) = ciwi(x)
i=0

sind gegeben durch die dividierten Differenzen
fixil =

f[XI'—I—l? s 7Xi+k] T f[Xi7 s 7Xi+k—1]
Xitk — Xi

f[Xi7 Xi41y--- 7Xi—|—k] —
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Effiziente Berechnung der dividierten Differenzen.

Rekursives Berechnungsschema der dividierten Differenzen fiir n = 3.

x | fxi] i xiva] X, Xivn, Xiv2]  FXi, Xiv1, Xig2, Xig3]
Xo | fo

X1 f fx0, x1]

x2 | b fx1, xo] f[xo0, x1, x2]

x3 | f3 f[x2, x3] fx1, x2, x3] f[xo0, x1, X2, X3]

Zum Beispiel:

fx1] — fxo] _hi—1f

f[XO, Xl] =
X1 — Xo X1 — Xo
¢  flxe,xe] = flx,x] 1 h—fh Hh—#f
[X17 X2, X3] — — -
X3 — X1 X3 — X1 X3 — X2 X2 — X1
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Der Interpolationsfehler.

Fiir das Interpolationspolynom gilt
e(x) = f(x)— pn(x)
= f(x)— [pn+1(x) — chr1wnr1(x)]
= f[x0,---yXn, X] wnt1(x)

Satz: Sei f € C""!([a, b]). Dann gibt es ein £ € [a, b] mit

f[X07 S aXn—i-l] - ( ! f(n+1)(£)

n+1)!
Folgerung: Fiir den Interpolationsfehler gilt die Abschatzung

1
1f(x) — pa(x)] < m gg‘[gﬁ] |f(n+1)(f)| - |wnt1(x)]
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Tschebyscheff-Knoten.

Beachte: Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom

n

wn+1(x) = H(X — X;)

i=0
Optimierungsproblem: Bestimme die Knoten xp, x1, ..., X, so dass
n
max H(X — X;)
X0,---,Xn€[a,b] |7 0
1=

minimal auf [a, b] ist.

Losung: Fiir das Intervall [—1, 1] sind die Tschebyscheff~Knoten optimal

2j+1 L
xj:cos(2n+27r) firj=0,1,...,n
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Kapitel 7. Interpolation

7.3. Spline—Interpolation

Sei A, eine Unterteilung des Intervalls [a, b]:
A,  a=x<x1<--<XxXp_1<X,=0Db

mit Teilintervallen [xj_1,x;], j=1,...,n.
Definition: Eine Funktion S : [a, b] — R heiBt kubischer Spline, falls
@ S c(C?(a,b]), d.h. S ist zweimal stetig differenzierbar auf [a, b],

@ S ist auf jedem Teilintervall [xj_1, xj], 1 <j < n ein kubisches Polynom:
SO g = 5i(x) = aj + bi(x = x-1) + G(x = xj-1)* + dj(x — xj-1)°
Ziel: Interpolation der Daten (x;, f;), 0 < j < n mit kubischen Spline S, so dass

S(xj)=1f fur0<j<n.
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Interpolation mit kubischen Splines.

Beobachtung:
Ein kubischer Spline besitzt 4n Parameter, die wie folgt bestimmt werden.

@ Interpolationseigenschaft:
si(xi—1) = fi1 und sj(x;) =f; fiuralle 1 <j <n,
@ Stetigkeit der Ableitung:
si(x7) = sj1(x)) firallel <j<n-1,
@ Stetigkeit der zweiten Ableitung:

s7(xj) = s/, 1(x)  firallel <j<n-—1.

Dies sind insgesamt (4n — 2) Gleichungen fiir 4n Parameter.

Resultat: Es fehlen noch zwei Bedingungen!
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Zwei weitere Nebenbedingungen.

Definition: Ein kubischer Spline heiBt
@ natiirlicher Spline, falls S”(a) = S”(b) =0,
e periodischer Spline, falls S()(a) = S()(b), i =0,1,2,
@ allgemeiner Spline, falls S’(a) = f’(a), S'(b) = f'(b).

Beachte: Jede drei obigen Bedingungen liefert zwei weitere Gleichungen.

Satz: Unter allen interpolierenden C?>~Funktionen minimiert der natiirliche
kubische Spline das Funktional

b

)= [ ()

a

Bemerkung: Das Funktional / miBt die Kriimmung von y approximativ.
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Berechnung des natiirlichen kubischen Splines.

Sei S auf dem Teilintervall [x;_1, xj] gegeben durch

si(x) = aj + bj(x — xj—1) + ¢i(x — xj—1)* + dj(x — xj_1)°

so gilt

aj = fi-1
fi—fi_1 2M;_1 + M;

b — J J . J J h:

J h_j 6 J
M;_

G = J2 L

d = Mj — Mj_1

6h;

wobei h; = x; — xj_1 flir 1 <j <n.

Die Momente M; = 5§”(x;) l6sen ein lineares System mit Tridiagonalmatrix.
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Herleitung des Splines mit Momentenmethode.

Der gewahlte Ansatz
M; :=S"(x;), fir0<;j<n,

heiBt Momentenmethode: s/’(x) ist eine Gerade mit

M—j— M,

S{/(X) = Mj_1 +
hj

J

(x =x-1)  mit b = x; — X1

Zweifache Integration iiber Intervall [xj_1, x] liefert

M; — M;_,

2h_, (X_)(j_l)2

si(x) = B+ Mia(x—x-1)+

Mj_l
2

Mj — Mj_l
6h;

si(x) = A+ Bj(x—x-1)+ (x = xj-1)* + (x = xj-1)°

mit den Integrationskonstanten A;, B;.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 60 / 64



Losung der Bedingungsgleichungen.

Aus den Interpolationsbedingungen sj(xj_1) = fj_1 und s;(x;) = f; folgt direkt

fiefiy1 h
: h.J - - gJ(MjJr?Mj—l) (1)
J

Aj = )5'_1 und Bj =

mit der Stetigkeit von S’ bei x;, 1 < j < n, d.h. s(x;) = s/, ;(x;) weiterhin

Mj + Mj—l

B.
J+ 2

hj:Bj_H ﬁirlgjgn—l. (2)

Einsetzen von (1) in (2) ergibt schlieBlich n — 1 lineare Gleichungen

fioi1—f fi—fi_
thj—l + 2(/7] + hj+1)Mj + hj+1Mj+1 =6 ( Jj+1 J Y J 1)
hj—i—l hj
1 <j<n-—1, fir die n — 1 unbekannten Momente My, ..., M,_1.

Beachte: Die Momente My = 0 und M,, = 0 sind bereits bekannt.
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Tridiagonalsystem fiir die Momente.

Das hergeleitete (n — 1) x (n — 1) lineare System hat die Form

[ 2k h \(Ml\(;ll\

h2 2/(2 h3 M2
hn—-2 2kn.—2 hn—1 /V/r;—z
\ hn—l 2kn—l ) \ Mn—l / \ dn—l )

mithj:xj—xj_l,lgjgn, kj:hj—i—hj+1,1§j§n—1, und

fioa—f f—fi
d=611—~ 4 I firl<j<n-—1,
hj+1 hj

sowie den Randwerten My = M,, = 0.
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AbschlieBende Bemerkungen zu Splines.

@ Der natiirliche kubische Spline kann effizient berechnet werden, namlich
durch Losen des Tridiagonalsystems in nur O(n) Schritten.

@ Ein interpolierender Spline vermeidet (unerwiinschte) Oszillationen.

@ Fiir f € C* gilt die asymptotische Fehlerabschitzung
f(x) = S(x)| = O(h*), h—0

wobei h = MaXi<;j<n hj.

@ Verwendet man einen vollstindigen Spline mit Randbedingungen
S'(a) =f'(a) und S'(b) = f'(b)

so erhalt man ein Tridiagonalsystem, das effizient gelost werden kann.
@ Verwendet man periodische Splines, so erhalt man kein Tridiagonalsystem.

Die Lésung kann dennoch effizient in O(n) Schritten berechnet werden.
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Kapitel 8. Integration

8.1. Das bestimmte Integral

Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion auf einem Kompaktum
[a, b] C R.

Definition: Eine Menge der Form
Z={a=xp<x1<---<xp=Db}

nennt man eine Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].

Die Feinheit der Zerlegung ist dabei

121l = max (x — xi-1)

Man bezeichnet mit Z bzw. Z][a, b] die Menge aller Zerlegungen von [a, b].
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