Analysis I, WS20/21, 2.03.2021 (Behrens), A

Aufgabe 1: (3 Punkte)

3n+1

- 1
Man beweise fiir alle n € IN durch vollstandige Induktion Z 3k = 5 7
k=0
Losung:

Beweis iiber vollstandige Induktion:

0

n=0: » 3" = p_1-3 1
- N S22
k=0
n+1 n 3n+1 1
n—>n—|—1 Z?)k = Z3k_’_3n+127_§+3n+1
k=0 k=0

1 1 3 1 1
— nt+l [ = 1) =2 = nt+l 7 _ — __ _ =
3 (2+) 2= T Ty

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Man berechne die folgenden Grenzwerte

) Jim o
Y B 75 _gn

b) 1 2% 4+ 42% + 5 + 2
1m .
e—s—1 3 — 22 —5r —3

Losung:

a) (2 Punkte)
Aus der Konvergenz geometrischer Folgen (¢"), .y mit |g| < 1 erhilt man

i o" I o" 1 1 1
im ———— = lim — - = —
n—oo 7.5l —3n  noeo Hn 7.5—(3/5)r  T7-5 35

b) (2 Punkte)
Aus der Regel von de I'Hospital fiir den Fall “%” erhalt man

. o3+ 4 +50+2 8 . 32P+8+5 9 . 6r+8 —6+8 1
lim = lim ———— = lim = S —

ao—1 g3 — 32 —H5r—3  ao-1322—22—5 a—-16x—2 —6-2 4




Analysis I, WS20/21, 2.03.2021 (Behrens), A 2

Aufgabe 3: (5 Punkte)

e’ r <1

a) Gegeben sei die Funktion f mit f(z) :{ (r+aP, 1<
€T a)”, X .

Man bestimme a € IR, sodass f in xy = 1 stetig wird. Ist f in zp = 1 auch
differenzierbar (Begriindung)?

b) Man berechne die erste Ableitung der folgenden Funktionen

Losung:

a) (2 Punkte)
Stetigkeit im Punkt xop =1

(a+1)* = lim (x +a)® = lim f(x);f(l):elze = a= e—1.

r—1+4 r—14

f ist im Punkt xzq = 1 nicht differenzierbar, denn

3¢*3 = lim 3(z 4+ Ve —1)* = lim f'(z) # lim f'(z) = lim e =e.
T—1+ T—1—

r—1+4+ rz—1—

b) (3 Punkte)

(i) f'(x) = (In(z) cos(x)) = 1 cos(z) — In(z) sin(x)

T
< z? >'_2x(m3—1)—x2-3x2 -2z — ot

(if) g(x) =

3 —1 (23 —1)2 - (23 —1)2

1 ' ! cos(z) — ig
(iii) A'(z)= ( — —i—sm(a:)) = L

1
2 ﬁ + SiH(SU)
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Aufgabe 4: (4 Punkte)
Fir die durch

fa) = Vo=

gegebene Funktion f bestimme man den maximalen Definitionsbereich D, priife, ob
f symmetrisch ist, gebe das Monotonieverhalten von f in D an und klassifiziere alle
Extremwerte.

Losung:

Definitionsbereich: 9 —2? >0 = D =[-3, 3]

Symmetrie: f ist gerade, denn f(—z) = /9 — (—2)2 = V9 — 22 = f(x)

>0 fir -3<z<0 = fstreng monoton wachsend
fl(r) = ———=< =0 fur =0
2
<0 fir 0<z<3 = fstreng monoton fallend

Damit sind o = —3 und x5 = 3 strenge lokale Minima und z; = 0 ist strenges lokales
Maximum. Minima und Maximum sind sogar globale Extremwerte.
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Aufgabe 5: (4 Punkte)

Betrachten Sie die Funktion
1 1
flz) = 5&:4 + gsc?’ +x —4,

sowie einen Entwicklungspunkt zy = 0.

a) Schreiben Sie das Taylorpolynom 73(x) bis zum Grad 3 auf.
b) Berechnen Sie das Restglied R3(x) in der Form nach Lagrange.

¢) Wie verhilt sich das Taylorpolynom, wenn Sie es bis zum Grad 4 entwickeln und
welche Form hat dann das Restglied?

Losung:

a) (1 Punkt)

Zunachst berechne ich die Ableitungen von f:

flilz)y =22 +2"+1 = f(0)=1

f'(x)=62>+2r = f"(0)=0

@) =120+2 =  f"(0)=2
fBa)y=12 = fW0)=12

AuBerdem ist f(0) = —4. Damit ergibt sich

3 rk
2 1
G (x—20)f = —4+2+00%+ =2 = -2 40— 4

k! 3! 3

k=0

b) (1 Punkt)
Das Restglied nach Lagrange kann allgemein geschrieben werden:
(n+1)
(n+1)!

R3(z) berechnet sich also zu

(0 12 1
U x>x4: gt S

4! 4] 2

Rg(x) =

¢) (2 Punkte)
Das Taylorpolynom Ty (z) berechnet sich zu
1 0 2 5 12 1 1
Ty(z) = -4+ =z + —2° + = ! Tt —4=
1(z) + 1|x+2‘x —|—3|x ot =g gt e f(x)
Fiir das Restglied bendtigen wir f®)(x). Nun ist aber f®)(z) = 0, daher gilt



