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Haufungspunkte und Grenzwerte von Funktionen
Definition:

Gegeben sei eine Teilmenge D der reellen Zahlen, also D C IR.

a) Fir xp € R und § > 0 heifit

Us(xg) :={z € Rljlz—zo| < 6} ={z € Rlzg—06 < & < x9+0} =]zo—3, 29+0|

0-Umgebung von z.
~—— 0——>+—0—
T
0§ ’ w0t 6

b) gy € D heifit innerer Punkt von D, falls es eine
d-Umgebung von xg gibt, fir die Us(zg) C D gilt.

c) D heiBit offen, falls D nur aus inneren Punkten besteht,
d.h. fir alle x € D gibt es eine 0-Umgebung von x mit

U5(£I?) CcD.
d) ¢y € R heift Haufungspunkt einer Menge D,
falls es fiir jede §-Umgebung Us(xg) von xg

mindestens einen Punkt & # xy mit & € Us(xg) N D gibt.

e) Man bezeichne mit D" die Menge der inneren Punkte
und mit D’ die Menge der Haufungspunkte von D.

f) ¢ heifit Randpunkt von D, falls g € (D U D')\ D" gilt.

g) D heifit abgeschlossen, falls D' C D gilt.
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Definition:

Gegeben seien eine Funktion f : D C IR — IR und ein
Haufungspunkt xy von D.

a) Fir f existiert der Grenzwert in xy,
wenn zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert,
so dass fur alle x € D mit x # g und |z — x| < § gilt

f(z) —yo| <e.

Man sagt dann,
dass f(z) gegen den Grenzwert y, konvergiert,
wenn x gegen x strebt und schreibt dafiir auch

lim f(z)=yo oder f(x)— yo fir x — x.
T—X(

b) Verlangt man in der obigen Definition
x < xg bzw. xg < x statt x # g, so heifdt
Yo linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert
der Funktion f in zy und man schreibt

yo = lim f(z) = ifm f(x) bzw.

T—T)— x,/ 1
= i = i .
yo= lim f () Jlim f(x)

¢) Man spricht von uneigentlicher Konvergenz, wenn
auch

ro) = 400 bzw. g = —oo und/oder

Yo = +00 bzw. yy = —o0 zugelassen sind.
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Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

Satz:
Fir die Funktionen f,g: D C IR — IR
und einen Haufungspunkt xy von D

existieren fir + — xy die Grenzwerte lim f(x) und lim g(x).
T—X() T—X(

Dann gelten die folgenden Rechenregeln

) ( ( = T
b) h_>m (f(x) —g(x)) = h_>m f(x) — h_>m T),
¢) im (c- f(z)) =c- lm f(z),
) i (f(a) - gle)) = ;ggo (@) lim g(x),
fla lim f
lim (—) I_mo falls lim g(z) # 0 gilt,
x—mo gj lgrxlog T—1(
f) f(x) < g(zr)= lim f(x) < lim g(z).

T—X( T—X(

Im Definitionsbereich D von f und g lassen sich die Rechenregeln
auch tibertragen auf

r— To+, T—r0—, Tr—>00 und T — —00.
Rechnen mit oo bei den Funktionsgrenzwerten:
a) zulissig ist:
0000 =00, —00-00=—00, ootoco=00, —— =0
b) nicht erklart ist:

00 0
-0, —-o00-0, oc0—00, —, —, =
00 0



Analysis I, K.Rothe (©), WiSe 2020/21, Hérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16) 5

Aufgabe 13:

a) Man bestimme fiir folgende Mengen die Menge aller
Haufungspunkte M’ und aller inneren Punkte M, und
klare, ob die Menge abgeschlossen oder offen ist.

(i) M, = (]—3,5]ﬂ]2,8])u{an€]R|an—%, nE]N}

=35 n]2,8 =123
N M1=]2,5]U{an€IR\an:%,n€]N}

= M{={0}U[2,5] und MY} =]2,5],

M ist weder offen noch abgeschlossen

1
(11) M, = {O}U[3,4]U{aneﬂ%]an:1+%,nE]N}

1
My = {O}U[3,4}U{aneﬂ%]an—1+%,n€ﬂ\l}

= M,={1}U[3,4] und MY =]3,4],

M ist weder offen noch abgeschlossen
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o= {(5)em

O<y<kﬂ<1}

-1 0.5 0.5 1

Bild 13 a) Menge M;

a={(3)er

Oéyékdél},
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b) Man berechne die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren

(i) lim cosxtanz,
x—7/2

SIn &

lim coszxtanx = lim cosx- = lim sinz =1
x—7/2 T—7/2 COS T x—7/2

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Bild 13 b) (i) f(x)=cosxtanz =sinx
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1
(i) lim —

r—=14+ /x — 1 )

Der folgende Grenzwert existiert nur uneigentlich:

r Tz +1

1m = 00
r—=1+ /1 — 1

Y

8,

7,

6,

5,

4,

3,

2,

1,
2 3 4 5 %

r+1

Bild 13 b) (ii) f(z)=
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(iii) lim (2 — cosh x 4 sinh z)
T—O0

Variante 1:
lim (2 — cosh z + sinh z)
T—00
S Pl e agle e

= lim(2—e") =2

T—r00

25+

20k
1.5(

1.0+

o5l

Bild 13 b) (iii) f(z) =2 — coshx +sinhz

Variante 2:

lim (2 — cosh x + sinh x)
T—O0

— i (2 ~ (coshz — sinhz)(cosh x + sinh x))

cosh x + sinh x

, cosh® z — sinh? z
= lim {2 —

T—00 cosh & + sinh x

T—00

1
= 1 2 — =2
amtoo ( cosh z + sinh :U)



Analysis I, K.Rothe (©), WiSe 2020/21, Hérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16) 10

Zahlenfolgen

Definition:

Unter einer reellen Zahlenfolge (a,), .y versteht man eine
Abbildung (Funktion) der Form

N — R
n — a,.

Berechnung von Folgen:

a) direkte Berechnung tiber den Index n, z.B.:  a, = :

. a )
b) rekursive Berechnung, z.B.:  a,.1 = ?n, mit a; ;=1

Definition:
Eine reelle Zahlenfolge heifst Nullfolge,

falls fiir alle (insbesondere beliebig kleine) € > 0

ein N(eg) € IN existiert, so dass gilt

la,| < e, fiiralle n> N(e).

Die Folge konvergiert oder strebt dann

gegen den Grenzwert Null und man schreibt dafiir auch

lim a, =0 oder a, — 0 fir n — oo.
n—oo
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e-Umgebung um a: |a, —a|<e¢ & a—e<a,<a+e¢

ap as as T AN (e) aaN(s)HT as a4 a
a— € a—+¢

e-Umgebung von a:  U.(a)

Definition:

Eine reelle Zahlenfolge konvergiert

gegen den Grenzwert a € IR,

wenn (a, —a), N cine Nullfolge ist,

d.h. falls fiir alle (insbesondere beliebig kleine) & > 0
ein N(g) € IN existiert, so dass gilt

la, —a| <e, firalle n> N(e).
Man schreibt dafuir auch

lim a, =a oder a, — a fur n — oo.
n—oo

divergente Folge: (a,) [y konvergiert nicht

uneigentlich konvergente Folge:

(spezielle Form der Divergenz)

lim a, =00 oder lim a, =—00
n—oo n—oo
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Rechenregeln fiir Grenzwerte von Zahlenfolgen

Satz:
Fiir konvergente Zahlenfolgen (a,,) .y und (by), N

mit lim a, = a und lim b, = b gilt:
n—oo n—oo

a) lim (a, +b,) =a+b,

n—oo

b) lim (a, —b,) = a — b,

n—oo

¢) lim (¢-a,) = c-a, fir eine Konstante ¢ € R,
n—oo

d) lim (a,-b,) =a-b,

n—o0

e) lim (?) — % fallsb £ 0und fir alle n € N b, # 0

Nn—00 n b

gilt,

f) lim (a,)* = o, fiir eine Konstante k& € IN,

n—oo

Rechnen mit oo:
a) zuldssig ist:
0000 =00, —00:00=—00, 00+00 =00, j:—:O
b) nicht erklart ist:

-0, —o0-0, o0o—o00, , ——

313
|
g
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Elementare Zahlenfolgen mit Grenzwerten

+oo ; keZ"

a) lim n" = 1 ; k=0
n—00 o
0 ; kel

b) geometrische Folge mit ¢ € IR

"

+oo ;5 g>1
1 cg=1
lim ¢" = <
e 0 C—l<g<le]q <1
\ divergent ; ¢ < —1

c) Exponentialfunktionsfolge:
mit x € IR und e = 2.71828182845904...

lim (1+£> = e’

n—00 n

d) lim /n =1,

n—o0

e) lim /c=1 fiir eine Konstante ¢ > 0.

n—oo
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Konvergenzkriterium fiir reelle Zahlenfolgen

beschrankte Folge:

Es gibt reelle Konstanten A, B, so dass fir alle n € IN gilt
A<a, <B.

A wird als untere und B als obere Schranke
der Folge bezeichnet.

nach oben bzw. unten beschrankte Folge:
Gilt nur a,, < B bzw. A < a,,

so heifit die Folge nach oben bzw. nach unten beschrankt.

monotone Folge: es gilt fiir alle n € IN:

a, < ap11 (monoton wachsend)
a, > a,+1 (monoton fallend)

Satz: (Monotoniekriterium)

Jede monoton wachsende und nach oben beschrankte
reelle Zahlenfolge (a,), .y konvergiert. Der Grenzwert ist dann
das Supremum der Folge, d.h. die kleinste obere Schranke

lim a, =sup{a,|n € N}.

n—oo

Entsprechend konvergiert jede monoton fallende und nach
unten beschrankte reelle Zahlenfolge gegen das Infimum
der Folge, d.h. gegen die grofite untere Schranke

lim a, = inf{a, |n € IN}.

n—oo
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Aufgabe 14:

Man untersuche die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und
bestimme gegebenenfalls die Grenzwerte

n—00 n—oo \ 2n2 — n —

32+ 1\
a) liman—lim< s 7)

2 2 3
_ (n_ 3+1/n )

n—soo \n? 2—1/n—"T/n?

. 3+ 1/n? ’
= lim
n—oo \2 — 1/n — 7/n?

3+1/n2 \°  [/3\° 27
= ( lim — (2] ==
n—o0 2 — 1/n —7/n? 2 8

b) lim b, = lim vn? +2n — v/n? — 2n

n—o0 n—oo

2 Mm — 2_2
:hmn+n (n n)

n—=00 \/n2 4+ 2n 4+ v/n? — 2n

= hm—
n—00 1+2/n+ 1—-2/n

4 4
= lim = —
n—oo \/14+2/n++/1—2/n 2



Analysis I, K.Rothe (©), WiSe 2020/21, Hérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16) 16

, VN2 +2—+V4n? +3
¢) lim ¢, = lim

n—oo n—oo n

vn2+2  V4dn? 43

= lim
n—>00 n n
= lim \/1+2/n?>—\/4+3/n*>= -1
n—0o0
. _oomtl e 3n
A) fin = I S

B 3 2(2/3)" + 1
oo 30 34 (2/3)n

223+
~nnos 3+ (2/3)"

2:-0+1

1
3+0 3
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Man untersuche die folgenden rekursiv definierten Folgen
auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenzwert:

Die ersten Folgenglieder lauten

2
€1 = O, €y — 1, €3 — § = 0666,

7 20 61
= —=0.777... = — = 0.740... = — = 0.753...
€4 9 0 777 , €5 27 0 7 0 , €6 31 0 753

Falls (e,,), .\ konvergiert, so sei e := 7}1_{210 e, der Grenzwert.

Aus der Rekursion erhalt man:

. . en e 3
e = lim e,;1 = lim (1—§>:1—— = e:Z.

n—00 n—00 3

Zum Nachweis der Konvergenz von (e,), (N

zeige €, — e = €, — 1 ist eine Nullfolge

3 | e, 3 en+1 1 3
en —_ — = —_—— = = | —— — = | —— en——
oy 3 4 3 4 3 4

1 3 11 3
e S N [ e Sl
3 4] 3 3 1
o 3| 1”3%)00

- \3) (M7 \3) s
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f2+38
6 )

f>f1:37 fn-l-l:

. . 2438
Wenn (f,), N gegen f konvergiert, so gilt f = i

Man erhalt

0=f>—6f+8=(f-2)(f—-4) & f=2Vf=4

Die ersten Folgenglieder lauten:

17
=3 ﬁ:E:Z%M
577 706177
_ 2967 _ —2.52...
I3 216 o I 279936

Durch vollstandige Induktion zeigt man f,, > 2:
n=1: fi=32>2

fat8_2+8
6 — 6

2

n_>n+1 fn_|_1:
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Weiter zeigt man durch vollstandige Induktion f,+1 < f,

n=1: fZZESflzg

n—n+1:
0< for1 < fr = fi, < f?

2 2
6 - 06

= fn—|—2 — = fn—f—l'

Also fallt f,, monoton, ist nach unten beschrankt

und damit dann konvergent gegen f = 2.

g)g1=1 gn1=2g,+1,

Wenn (g,,), [N gegen g konvergiert, so ergibt die Rekursion

g=29g+1 = g=-1.

Aus g1 = 1 und g,41 = 2¢,, + 1 folgt Induktion g, > 0.

Damit kann g,, nicht konvergieren.
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Stetige Funktionen

Definition:

Gegeben seien eine Funktion f : D C IR — IR und ein
Haufungspunkt xo € D.

a) f heifit linksseitig stetig in z(, wenn gilt

lim f(x) = f(zo)

b) f heiit rechtsseitig stetig in xy, wenn gilt

Jim flz) = f(xo).

c) f heifit stetig in xj, wenn gilt

lim f(z)= lim f(z)= lim f(x)= f(xg).

x /% ANy T

d) Ist D eine offene Menge, dann heifit f stetig auf D,
wenn f fir alle x € D stetig ist.
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Bemerkungen:

a) fist in g € D genau dann stetig,
wenn fiir alle Folgen (z,)py C D mit

T, — ) & o= lim z, gilt
n—o0

lim f(zn) = f(zo) = f(lim z,),

n—oo n—oo

d.h. die Grenzwertbildung lim und f konnen vertauscht
n—oo

werden.

b) Die elementaren Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich
stetig:
Polynome, gebrochen rationale Funktionen, Exponential-
funktionen, trigonometrische Funktionen, Hyperbelfunktio-
nen mit den zugehorigen Umkehrfunktionen.

¢) Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten elementarer
Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich stetig.

Zwischenwertsatz:
Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — IR und ¢ € IR
mit f(a) < ¢ < f(b) oder f(a) > ¢ > f(b)

gibt es (mindestens) ein xy € Ja, b mit f(xy) = c.

Spezialfall:

c=0= fla)- f(b) <0 = f(xg) =0,
d.h. f besitzt eine Nullstelle in ]a, b|.
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Aufgabe 15:

a) Fiir die Funktionen mit den folgenden Abbildungsvorschrif-
ten zeichne man die Funktionsgraphen und

berechne in z links- und/oder rechtsseitige Grenzwerte und

tiberpriife damit, ob Stetigkeit oder stetige Erganzbarkeit in
xo vorliegt oder sich eine Unstetigkeit in zy beheben lasst.

(1)
£U2 X

ii;%fl(ﬂ?) = i%(332+ ) =0"+1=1# f1(0) =2

lim fi(2) = lim(a®+1) = 02+ 1= 1# £1(0) =2

f1 ist unstetig in g = 0.
Die Unstetigkeit in xyp = 0 lasst sich durch Wahl von
f1(0) = 1 beheben.

I . . . . I . . . . . . . . I . . . . I
-2 -1 1 2

Bild 15 a) (i) fi(x)
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(ii)

:161;111 falz) = 3161%1”1113 =3 = fo(1)

}Ci\mlfz(x) = }Ci\ml@x =e =ec# fo(l)=3

fo besitzt in £y = 1 eine Sprungstelle,
ist dort also unstetig.

/) <

L L L 1 L L L L 1 L L L L 1
1 2 3 a

Bild 15 a) (ii) fo(2)
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(iii)
B x? —2r — 15
N Tr—9

f?)(x) y Lo = 3
f3 besitzt in £y = 5 eine Definitionsliicke.
Durch Linearfaktorzerlegung des Zahlers erhalt man

:x2—2x—15: (x +3)(z —5)

f3lz) xr—5 r—9D
. (3 —-5) B B
A fle) =g T S g et = =s
3)(x — 5
i fy(w) = i EEIETO) s s
=5+ r—b+ r— 0 r—5+

Mit der Wahl von f3(5) = 8 lasst sich f3 in xg = 5 stetig
erganzen.

Bild 15 a) (iii) f;(z)
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(iv)
2/, v < 7/2=x

falz) = { sin T/2 <

lim fy(z)= lim 2zx/m=1=f, (g)

T—T)2— T—T[2—
lim  fy(x)= lim sinx =sin(r/2) =1
r—7/2+ r—T /24

fy ist stetig in g = 7/2.

Bild 15 a) (iv) fi(z)
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b) Fiir die Funktion g mit

> —a , v<1
g(ﬂi‘)—{

mxr , 1<z

bestimme man, falls dies moglich ist, a € IR,

so dass f in xp = 1 stetig wird.

Fir die Stetigkeit von g in ¢y = 1 muss

iifrrig(:v):}cifml(ﬁ—a):12—a;g(1):1n120

gelten. Man erhalt damit a = 1.

) K

Bild 15 b) g(z) mita =1
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Aufgabe 16:

Fir die Funktion f : IR — IR mit der Abbildungsvorschrift
113 5! 113
N B
f(:c)—a:+44:c 5% 55 %

berechne man mit Hilfe des Intervallhalbierungsverfahrens

+ 1

Naherungen z fiir alle Nullstellen 2* bis auf einen absoluten Feh-
ler von |2 — x*| < 0.001.

Losung:

Da f stetig ist, ergeben sich nach dem Zwischenwertsatz Null-
stellen in folgenden Intervallen:

f(=3)-f(—=2) = (5.568181...)-(—3.272727...) = —18.223140... < 0

= zj€[-3,—2

f(=2)-f(—=1) = (—3.272727...)-(2.068181...) = —6.768595... < 0

= xye[-2,—1]

FO)- f(1) =1 (—3.068181...) = —3.068181... < 0
= a3 €[0,1]
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f)-f2)

= x; €[1,2]

(—3.068181...) - (17.272727...) = —52.995867... < 0

N
o
1

—10oL

Bild 16 f(x)

113 , 5, 113
f(x) = x4+ﬂx3—§x2—§x+l = (2% —2)(z+11/4)(x—2/11)

Nach Konstruktion lauten die Nullstellen:

11
xT::—:f::—QVB,xéz-—V§::—1AL£H“W

2
vy = =0.181818...., z] = V2 =1.41421...



Analysis I, K.Rothe (©), WiSe 2020/21, Hérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16) 29

Ein Matlab-Programm zur Nullstellenberechnung mit Bisektion:

function x = bisektion(a,b,eps,funkt)

T
To
To
T
To
To
T
T
To
T
T
To
To

Berechnet eine Nullstelle mit Hilfe
des Bisektionsverfahrens

Input: a<b mit funkt(a)<O0
und funkt(b)>0 (oder umgekehrt)
|b-al<eps  Genauigkeit
funkt  Funktion deren Nullstelle gesucht ist
muss als 1nline Funktion definiert sein,
z.B.: funkt=inline(’ (x"2-2)*(x-2/11)*(x+11/4)’,°’x’)

Output: X Nullstellennaherung
format long
if (funkt (a) *funkt (b) >=0)
[a b funkt(a) funkt(b)]
else
while(abs(b-a)>=eps)
x = (a+b)/2;
[a x b abs(b-a); funkt(a) funkt(x) funkt(b) eps]
if (funkt (x)==0)
break
end
if (funkt (a) *funkt (x)<0)
b=x;
else
a=x;
end
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end
end

>> funkt=inline(’ (x"2-2)*(x-2/11)*(x+11/4)’,’x’)
>> bisektion(-3.0,-2.0,0.001, funkt)

ans =
-3.0000000 -2.5000000 -2.0000000 1.0000000
5.5681818 -2.8494318 -3.2727272 0.0010000

ans =
-3.0000000 -2.75000000 -2.500000 0.5000000
5.5681818 O -2.849431  0.0010000
ans = -2.750000000000000
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>> funkt=inline(’ (x"2-2)*(x-2/11)*(x+11/4)’,°x’)

>> bisektion(-2.0,-1.0,0.001,funkt)

ans =
-2.000000000000
-3.272727272727
ans =
-1.500000000000
-0.525568181818
ans =
-1.500000000000
-0.525568181818
ans =
-1.500000000000
-0.525568181818
ans =
-1.437500000000
-0.141136863014
ans =
-1.437500000000
-0.141136863014
ans =
-1.421875000000
-0.046279674226
ans =
-1.421875000000
-0.046279674226
ans =
-1.417968750000
-0.022663626587
ans =
-1.416015625000
-0.010871108585

ans =

.500000000000
.525568181818

.250000000000
.939630681818

.375000000000
.234130859375

.437500000000
.141136863014

.406250000000
.047930890863

.421875000000
.046279674226

.414062500000
.000910887325

.417968750000
.022663626587

.416015625000
.010871108585

.415039062500
.004978786721

-1.415039062500000

.000000000000
.068181818181

.000000000000
.068181818181

.250000000000
.939630681818

.375000000000
.234130859375

.375000000000
.234130859375

.406250000000
.047930890863

.406250000000
.047930890863

.414062500000
.000910887325

.414062500000
.000910887325

.414062500000
.000910887325

.00000000000
0.00100000000

.50000000000
.00100000000

.25000000000
.00100000000

.12500000000
.00100000000

.06250000000
.00100000000

.03125000000
.00100000000

.01562500000
.00100000000

.00781250000
.00100000000

.00390625000
.00100000000

.00195312500
.00100000000
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>> funkt=inline(’ (x"2-2)*(x-2/11)*(x+11/4)’,°x’)
>> bisektion(0.0,1.0,0.001, funkt)

0
1.00000000000
ans =
0
1.00000000000
ans =
0
1.00000000000
ans =
0.12500000000
0.32415216619
ans =
0.12500000000
0.32415216619
ans =
0.15625000000
0.14680090817
ans =
0.17187500000
0.05724722146
ans =
0.17968750000
0.01228291710
ans =
0.17968750000
0.01228291710
ans =
0.18164062500
0.00102389145

ans =

0.500000000000
-1.809659090909

0.250000000000
-0.396306818181

0.125000000000
0.324152166193

0.187500000000
-0.032793912020

0.156250000000
0.146800908175

0.171875000000
0.057247221469

0.179687500000
0.012282917106

0.183593750000
-0.010242020309

0.181640625000
0.001023891459

0.182617187500
-0.004608212867

0.182617187500000

.000000000000
.068181818181

.500000000000
.809659090909

.250000000000
.396306818181

.250000000000
.396306818181

.187500000000
.032793912020

.187500000000
.032793912020

.187500000000
.032793912020

.187500000000
.032793912020

.183593750000
.010242020309

.183593750000
.010242020309

.000000000000
0.001000000000

.500000000000
.001000000000

.250000000000
.001000000000

.125000000000
.001000000000

.062500000000
.001000000000

.031250000000
.001000000000

.015625000000
.001000000000

.007812500000
.001000000000

.003906250000
.001000000000

.001953125000
.001000000000
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>> funkt=inline(’ (x"2-2)*(x-2/11)*(x+11/4)’,°x’)
>> bisektion(1.0,2.0,0.001, funkt)

ans =
1.00000000000
-3.06818181818
ans =
1.00000000000
-3.06818181818
ans =
1.25000000000
-1.86931818181
ans =
1.37500000000
-0.53833007812
ans =
1.37500000000
-0.53833007812
ans =
1.40625000000
-0.11430471593
ans =
1.40625000000
-0.11430471593
ans =
1.41406250000
-0.00219226052
ans =
1.41406250000
-0.00219226052
ans =
1.41406250000
-0.00219226052

ans =

1

.500000000000

1.400568181818

.250000000000
.869318181818

.375000000000
.538330078125

.437500000000
.349175193093

.406250000000
.114304715936

.421875000000
.112409477884

.414062500000
.002192260528

.417968750000

0.054795976961

.416015625000

0.026223884423

1

.415039062500
0.

011996341497

1.415039062500000

.000000000000
17.

272727272727

.500000000000
.400568181818

1.500000000000

.400568181818

.500000000000
.400568181818

.437500000000

0.349175193093

.437500000000
.349175193093

.421875000000

0.112409477884

.421875000000

0.112409477384

.417968750000

0.054795976961

.416015625000

0.026223884423

.000000000000
0.001000000000

.500000000000
.001000000000

.250000000000
.001000000000

.125000000000
.001000000000

.062500000000
.001000000000

.031250000000
.001000000000

.015625000000
.001000000000

.007812500000
.001000000000

.003906250000
.001000000000

.001953125000
.001000000000



