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Informationen zur Lehrveranstaltung Analysis I.

1 Vorlesung: (wöchentlich)
Dienstag, 13:15–14:45 Uhr, Audimax I, BU, BVT, EUT, LUM, MB,
MTB/MEC, SB, VT
Donnerstag, 11:30–13.00 Uhr, Audimax II, AIW, ET, IN/IIW

2 Hörsaalübung: (14–täglich)
Montag, 14:45–16:15 Uhr, Audimax I
Dienstag, 9:45–11:15 Uhr, Audimax I

3 Übungsgruppen: (14–täglich)
Im Wechsel mit der Linearen Algebra I, Beginn diese Woche

4 Internetseiten:
www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/index.html

5 Textbuch:
R. Ansorge, H. J. Oberle: Mathematik für Ingenieure, Band 1,
3. Auflage, Wiley–VCH, Berlin, 2000.
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Inhalte der Vorlesung Analysis I.

1 Aussagen, Logik und Mengen.

2 Zahlensysteme, Relationen und Funktionen.

3 Folgen, Reihen und Konvergenz.

4 Vektorräume und Normen.

5 Stetige und gleichmäßig stetige Funktionen.

6 Differenzierbarkeit und Differentiationsregeln.

7 Mittelwertsätze, lokale Extrema, Satz von Taylor.

8 Regel von de l’Hospital, Kurvendiskussion.

9 Iterationsmethoden und Banachscher Fixpunktsatz.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis I für Ingenieure 3 / 188

Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.1. Aussagen

Beispiele für Aussagen (mathematische und nicht–mathematische)

• heute ist Donnerstag • heute scheint die Sonne
• 16 ist eine Quadratzahl • 5 ist eine gerade Zahl

Kennzeichnende Eigenschaft mathematischer Aussagen:

Aussagen sind entscheidbar wahr oder falsch.

Wahrheitswerte: Sei A eine Aussage. Dann kann man A einen
eindeutigen Wahrheitswert w(A) zuordnen:

Ist die Aussage A falsch, so setzen wir w(A) = 0

Ist die Aussage A wahr, so setzen wir w(A) = 1
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1.1. Aussagen

Verknüpfung von Aussagen:

¬A : Negation
A ∧ B : Konjunktion A ∨ B : Disjunktion
A⇒ B : Implikation A⇔ B : Äquivalenz

Wahrheitswertetafeln:

w(A) w(B) w(¬A) w(A ∧ B) w(A ∨ B) w(A⇒ B) w(A⇔ B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Beachte:
Eine Implikation ist immer wahr, wenn die Prämisse falsch ist.

Also gilt: A⇒ B ⇔ ¬A ∨ B
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1.1. Aussagen

Definition:

1 Eine Verknüpfung von Aussagen, die für sämtliche Kombinationen von
Wahrheitswerten stets eine wahre Aussage ergibt, heißt Tautologie.

2 Eine Verknüpfung von Aussagen, die für sämtliche Kombinationen
von Wahrheitswerten stets eine falsche Aussage ergibt, heißt
Kontradiktion.

Beispiel:

Die folgenden Verknüpfungen sind Tautologien.

1 (
(A⇒ B) ∧ ¬B

)
⇒ ¬A

2

¬(A ∨ B)⇔ (¬A) ∧ (¬B)

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis I für Ingenieure 6 / 188



Beispiel I für eine Tautologie.

Die Verknüpfung (
(A⇒ B) ∧ ¬B

)
⇒ ¬A

ist eine Tautologie.

w(A) w(B) w(A⇒ B) w(¬B) w((A⇒ B) ∧ ¬B)
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

w(A) w(B) w((A⇒ B) ∧ ¬B) w(¬A) w((A⇒ B) ∧ ¬B ⇒ ¬A)
1 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
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Beispiel II für eine Tautologie.

Die Verknüpfung
¬(A ∨ B)⇔ (¬A) ∧ (¬B)

ist eine Tautologie.

Wahrheitswertetafel.

w(A) w(B) w(¬(A ∨ B)) w(¬A ∧ ¬B) w(¬(A ∨ B)⇔ ¬A ∧ ¬B)

1 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1
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Definition und Beispiele für Aussageformen.

Definition:
Ein Aussage, die von Variablen abhängt, heißt Aussageform.

Beispiele für Aussageformen.

1 x ist eine gerade Zahl.

2 x ist größer als y .

3 x ist größer als y und y ist größer als z

Wahrheitswerte erhält man nur durch Einsetzen von Variablen

Beispiel:
Wir definieren eine Aussageform als

A(x , y) :⇔ x2 + y2 < 4

1 A(1/2, 1) ist wahr, d.h. w(A(1/2, 1) = 1,

2 A(−3, 2) ist falsch, d.h. w(A(−3, 2)) = 0.
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Quantoren.

Mathematische Aussagen werden häufig durch Kombination von
Aussageformen mit Quantoren formuliert. Es gibt zwei Grundquantoren:

∀ Allquantor ∃ Existenzquantor

sowie den Quantor

∃1 Existenz mit Eindeutigkeit

Sei A(x) eine Aussageform. Wir definieren neue Aussagen wie folgt.

1 ∀ x : A(x), d.h. für alle x gilt A(x).

2 ∃ x : A(x), d.h. es gibt mindestens ein x , für das A(x) gilt.

3 ∃1 x : A(x), d.h. es gibt genau ein x , für das A(x) gilt.
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Negation von Quantoren.

Die Wahrheitswerte der Aussagen werden entsprechend definiert.

w(∀ x : A(x)) = 1 ⇔ für alle x ist w(A(x)) = 1.

w(∃ x : A(x)) = 1 ⇔ es gibt mindestens ein x mit w(A(x)) = 1.

w(∃1 x : A(x)) = 1 ⇔ es gibt genau ein x mit w(A(x)) = 1.

Negation von Quantoren:

¬
(
∀ x : A(x)

)
⇔ ∃ x :

(
¬A(x)

)
¬
(
∃ x : A(x)

)
⇔ ∀ x :

(
¬A(x)

)
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Ein Beispiel und Aufgaben zum Einsatz von Quantoren.

Beispiel und Aufgaben:

1 Eine Funktion f : D → R heißt stetig im Punkt x0 ∈ D :⇔

∀ ε > 0 : ∃ δ > 0 : ∀ x ∈ D :

|x − x0| < δ ⇒ |f (x)− f (x0)| < ε(
(ε, δ)–Definition der Stetigkeit

)
2 Man verneine die Aussage

∀ x ∈ R : ∀ ε > 0 : ∃ n ∈ N : x − ε < n < x + ε

3 Negation des Stetigkeitsbegriffs

¬
(
∀ ε > 0 : ∃ δ > 0 : ∀ x ∈ D :

|x − x0| < δ ⇒ |f (x)− f (x0)| < ε
)
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Mathematische Sätze und Beweistechniken.

Standardform eines Satzes: aus A folgt B, also

A ⇒ B für Aussagen A,B,

wobei A Voraussetzung (Prämisse) und B Behauptung (Konklusion) heißt.

Mögliche Beweistechniken:

1 Direkter Beweis (Kettenschluss)

A = A0 ⇒ A1 ⇒ A2 ⇒ · · · ⇒ An = B

2 Indirekter Beweis (Kontraposition, Widerspruch)

A⇒ B ⇔ ¬B ⇒ ¬A

ist eine Tautologie.
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Exemplarisches Beispiel für einen Beweis.

Satz:

Eine natürliche Zahl n ∈ N ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat n2

gerade ist, d.h. für n ∈ N gilt die Äquivalenz

n gerade ⇐⇒ n2 gerade.

Beweis:

Wir führen den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Zeige die Implikation

n gerade =⇒ n2 gerade.

2. Schritt: Zeige die Implikation

n2 gerade =⇒ n gerade.
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Beweis: n gerade ⇐⇒ n2 gerade.

1. Schritt: Direkter Beweis.

Sei n gerade. Dann ∃k ∈ N : n = 2k

n = 2k ⇒ n2 = 4k2 = 2(2k2) ⇒ n2 gerade

2. Schritt: Indirekter Beweis. (Zeige ¬B ⇒ ¬A statt A⇒ B)

Sei n2 gerade. Angenommen n ist ungerade. Dann ∃k ∈ N : n = 2k − 1

n = 2k − 1 =⇒ n2 = (2k − 1)2 = 4k2 − 4k + 1 = 2(2k2 − 2k) + 1

=⇒ n2 ist ungerade

Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass n2 gerade ist.
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Die Zahl
√

2 ist irrational.

Satz:
Die Zahl

√
2 ist irrational, d.h.

√
2 lässt sich nicht als Bruch

√
2 = n/m

mit natürlichen Zahlen n,m ∈ N darstellen.

Beweis: (durch Widerspruch)
Annahme: es gibt teilerfremde n,m ∈ N mit

√
2 = n/m.

Dann gilt

2m2 = n2 ⇒ n2 gerade⇒ n gerade⇒ ∃ k ∈ N : n = 2k

Einsetzen in 2m2 = n2 ergibt

2m2 = n2 = (2k)2 = 4k2 ⇒ m2 = 2k2 ⇒ m2 gerade⇒ m gerade

Widerspruch zur Annahme, dass n und m teilerfremd sind.

Die Annahme
√

2 =
n

m
ist also falsch ⇒

√
2 ist irrational!
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Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.2. Mengen

Definition:
Eine Menge ist eine Kollektion von paarweise verschiedenen Objekten. Die
einzelnen Objekte werden Elemente der Menge genannt.

Beispiele für Mengen.

1 N = {1, 2, 3, . . .} Menge der natürlichen Zahlen.

2 N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} Menge der nicht–negativen ganzen Zahlen.

3 Menge der Primzahlen.

Notationen: Sei M eine Menge.

a ∈ M ⇐⇒ a ist ein Element der Menge M

a /∈ M ⇐⇒ ¬ (a ∈ M)
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1.2. Mengen

Definition von Mengen.

1 Aufzählung der Elemente M := {1, 2, 3, 4}.
2 Charakterisierende Eigenschaft der Menge, M := {x ∈ Ω |A(x)}.

Bedeutung der verwendeten Symbole.

:= “wird definiert durch”
A(x) Aussageform, definiert für Elemente aus dem Grundbereich Ω

Teilmengen von Mengen.

M ⊂ N ⇐⇒ ∀ x : (x ∈ M ⇒ x ∈ N)

Gleichheit von Mengen.

M = N ⇐⇒ ∀ x : (x ∈ M ⇔ x ∈ N)

Leere Menge. Menge, die kein Element enthält. Bezeichnung: ∅
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Ordnungseigenschaften und Verknüpfung von Mengen.

Ordnungseigenschaften.

1 M ⊂ M

2 M ⊂ N ∧ N ⊂ M ⇒ M = N

3 M ⊂ N ∧ N ⊂ P ⇒ M ⊂ P

Verknüpfung von Mengen.

M ∪ N := {x | x ∈ M ∨ x ∈ N} (Vereinigung)

M ∩ N := {x | x ∈ M ∧ x ∈ N} (Durchschnitt)

M \ N := {x | x ∈ M ∧ x /∈ N} (Differenz)

M × N := {(a, b) | a ∈ M ∧ b ∈ N} (Cartesisches Produkt)

P(M) := {X |X ⊂ M} (Potenzmenge)
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Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.

Gilt M ∩ N = ∅, so nennt man M und N disjunkt.

Verknüpfung von endlich viele Mengen

n⋃
k=1

Ak = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An

= {a | ∃ i ∈ {1, . . . , n} : a ∈ Ai}
n⋂

k=1

Ak = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An

= {a | ∀ i ∈ {1, . . . , n} : a ∈ Ai}
n∏

k=1

Ak = A1 × A2 × · · · × An

= {(a1, . . . , an) | ∀ i ∈ {1, . . . , n} : ai ∈ Ai}
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Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.

Für geordnete Paare bzw. n–Tupel gilt:

(a1, a2) = (b1, b2) ⇐⇒ a1 = b1 ∧ a2 = b2

(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn) ⇐⇒ ∀ i ∈ {1, . . . , n} : xi = yi

Wichtige Cartesische Produkte:

die Euklidische Ebene

R2 = R× R = {(x , y) | x , y ∈ R}

der dreidimensionale Euklidische Raum

R3 = R× R× R = {(x , y , z) | x , y , z ∈ R}

der n–dimensionale Euklidische Raum

Rn = R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n–fach

= {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R}
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Einige Beispiele für Mengen im Rn.

Kreisscheibe mit Radius r = 1.

A := {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}

Zwei Streifen in der Euklidischen Ebene.

B := {(x , y) ∈ R2 | 5 ≤ x2 + 1 ≤ 17}

Beachte:

5 ≤ x2 + 1 ≤ 17 ⇔ 4 ≤ x2 ≤ 16 ⇔ −4 ≤ x ≤ −2 ∨ 2 ≤ x ≤ 4

und somit gilt

B := {(x , y) ∈ R2 | − 4 ≤ x ≤ −2 ∨ 2 ≤ x ≤ 4}
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Einige Beispiele für Mengen im Rn.

Intervalle in R. Seien a, b ∈ R mit a < b.

[a, b] := {x | a ≤ x ≤ b} abgeschlossenes Intervall

(a, b) := {x | a < x < b} offenes Intervall

[a, b) := {x | a ≤ x < b} halboffenes Intervall

(a, b] := {x | a < x ≤ b} halboffenes Intervall

Querschnitt eines T–Trägers.

M := M1 ∪M2

M1 :=
[
−α

2
,
α

2

]
× [−γ, 0]

M2 :=
[
−
(α

2
+ β

)
,
(α

2
+ β

)]
× [0, δ]
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Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.3. Funktionen

Definition:
Seien M und N Mengen. Unter einer Funktion (oder einer Abbildung) von
M nach N verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element x ∈ M genau
ein Element y ∈ N zuordnet. Die Zuordnung x 7→ y ist also eindeutig.

Notationen und Bezeichnungen.

f : M → N, y = f (x) bzw. x 7→ f (x) für alle x ∈ M. Somit gilt:

f : M → N ⇐⇒ ∀ x ∈ M : ∃1 y ∈ N : y = f (x)

M nennt man Definitionsbereich (oder Urbildbereich) von f.

N nennt man Zielmenge (oder Bildbereich) von f.

Die Menge
graph(f) = {(x, f(x)) | x ∈ M} ⊂ M×N

heißt Graph der Funktion f .
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1.3. Funktionen

Sei f : M → N eine Funktion.

1 Zu A ⊂ M heißt die Menge

f (A) = {f (a) ∈ N | a ∈ M} ⊂ N

das Bild von A unter der Funktion f .

2 Zu B ⊂ N heißt die Menge

f −1(B) = {a ∈ M | f (a) ∈ B} ⊂ M

das Urbild von B unter der Funktion f .

Für vorgegebene Mengen M und N und eine Funktion f : M → N
definieren wir nun die Begriffe

surjektive, injektive und bijektive Funktionen.
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition:

Sei f : M → N eine Funktion von M nach N.

Die Funktion f heißt surjektiv, falls die Gleichung y = f (x) für alle y ∈ N
mindestens eine Lösung x ∈ M besitzt, d.h.

∀ y ∈ N : ∃ x ∈ M : y = f (x)

Weiterhin heißt f injektiv, falls die Gleichung y = f (x) für y ∈ N
höchstens eine Lösung x ∈ M besitzt, d.h.

∀ x1, x2 ∈ M : (f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2)

Schließlich heißt die Funktion f bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Ein paar Beispiele auf der Folie ...
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Bemerkungen.

1 Eine injektive Funktion f : M → N lässt sich invertieren, denn zu
jedem y ∈ f (M) existiert genau ein x ∈ M mit y = f (x).

2 Für eine injektive Funktion f : M → N wird deren Umkehrfunktion
f −1 : f (M)→ M definiert durch

f −1(y) = x für y ∈ f (M), wobei f (x) = y .

3 Falls f : M → N bijektiv ist, so gilt

f (M) = N und f −1(N) = M

4 Die Umkehrfunktion einer reellwertigen injektiven Funktion einer
reellen Variablen erhält man durch Spiegelung an der Diagonalen.

Ein paar Beispiele auf der Folie ...
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f : M → N und g : N → P Funktionen. Dann ist die
Komposition g ◦ f von f und g eine Funktion definiert

g ◦ f : M → P, (g ◦ f )(x) = g(f (x)) für x ∈ M

Wir erhalten also die Hintereinanderschaltung

M
f→ N

g→ P bzw. M
g◦f−→ P

Eigenschaften von Kompositionen.

1 Assoziativität. Es gilt

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f

2 Kompositionen sind in der Regel nicht kommutativ, d.h.

g ◦ f 6= f ◦ g
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Beispiel: Kompositionen sind in der Regel nicht
kommutativ.

Wir betrachten die beiden reellwertigen Funktionen f , g : R→ R,

f (x) = x2 + 2x

g(x) = x + 1

die auf ganz R definiert sind.

Dann folgt

(g ◦ f )(x) = g(x2 + 2x) = x2 + 2x + 1 = (x + 1)2

(f ◦ g)(x) = f (x + 1) = (x + 1)2 + 2(x + 1) = x2 + 4x + 3

und somit gilt g ◦ f 6= f ◦ g .
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Die symmetrische Gruppe S(M).

Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heißt die Menge

S(M) = {f : M → M | f bijektiv}

die symmetrische Gruppe der Menge M.

Insbesondere ist die Identität idM : M → M, definiert durch idM(x) = x
für alle x ∈ M, ein Element von S(M).

Die symmetrische Gruppe S(M) erfüllt die Gruppenaxiome.

G1) h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f (Assoziativgesetz)

G2) f ◦ idM = idM ◦ f = f (neutrales Element)

G3) f ◦ f −1 = f −1 ◦ f = idM (inverses Element)

Dabei bezeichnet f −1 die Umkehrfunktion von f .
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Elementare reelle Funktionen I.

Affin–lineare Funktionen.

f (x) = a1x + a0, a0, a1 ∈ R

Polynome.

f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x + a0

mit a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0.

Die Exponentialfunktion f (x) = ax zur Basis a ∈ R, a > 0.

Spezialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch

e =
∞∑
n=0

1

n!
= 2.7182818284590452353 . . .

Es gilt die Funktionalgleichung

ax+y = ax · ay für alle x , y ∈ R
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Elementare reelle Funktionen II.

Der Logarithmus: Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

f (x) = loga x : (0,∞)→ R, a > 0, a 6= 1

Spezialfall: Basis e ergibt den natürlichen Logarithmus.

ln(x) = log(x) = loge(x)

Trigonometrische Funktionen.
Darstellung am Einheitskreis

1

cos

tan
sin

ϕ

ϕ
= cos ϕ

x

y

P

ϕ sin ϕ

ϕ
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen I.

Wir definieren die trigonometrischen Funktionen über das Bogenmaß.

sin, cos : [0, 2π)→ [−1, 1]

Für alle ϕ ∈ [0, 2π) gilt

sin2 ϕ+ cos2 ϕ = 1

Periodizität: Für alle ϕ ∈ R gilt

sin(ϕ) = sin(ϕ+ 2π)

cos(ϕ) = cos(ϕ+ 2π)

somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert.

sin, cos : R→ [−1, 1]
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen II.

Symmetrie: Für alle ϕ ∈ [0, 2π) gilt

sin(−ϕ) = − sin(ϕ), cos(−ϕ) = cos(ϕ)

Wertetafel.

ϕ 0 π/6 π/4 π/3 π/2

sinϕ 0 1/2
√

2/2
√

3/2 1

cosϕ 1
√

3/2
√

2/2 1/2 0

Additionstheoreme.

Für alle α, β ∈ R gilt:

cos(α + β) = cosα cosβ − sinα sinβ

sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sinβ
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Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.1. Natürliche Zahlen

Die Menge
N = {1, 2, 3, . . . }

der natürlichen Zahlen wird formal durch die Peano–Axiome definiert:

(A1) 1 ∈ N
(A2) n ∈ N ⇒ (n + 1) ∈ N
(A3) n 6= m ⇒ (n + 1) 6= (m + 1)

(A4) n ∈ N ⇒ (n + 1) 6= 1

(A5) FürA ⊂ N gilt das Vollständigkeitsaxiom gilt :

1 ∈ A ∧ (∀n : [n ∈ A⇒ (n + 1) ∈ A]) ⇒ A = N

Bemerkung: Die Nachfolgeabbildung n→ (n + 1) ist eine injektiv.
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2.1. Natürliche Zahlen

Beweisprinzip der vollständigen Induktion.

Dabei ist die Gültigkeit einer Aussage A(n) für alle n ∈ N zu beweisen,
d.h. es ist zu zeigen

∀ n ∈ N : A(n)

wobei A(n) eine Aussageform ist, die von n ∈ N abhängt.

Beweisschritte der vollständigen Induktion.

(I1) Induktionsanfang: n = 1, d.h. zeige A(1).

(I2) Induktionsannahme: Es gelte A(n).

(I3) Induktionsschluss: n→ n + 1

Zeige die Implikation A(n)⇒ A(n + 1).

Sind (I1)-(I3) durchführbar, so gilt die Aussage A(n) für alle n ∈ N.
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Beispiel 1 zur vollständigen Induktion I.

Bestimme die Anzahl tn der Teilmengen einer Menge mit n Elementen,

An = {a1, a2, . . . , an}

Vorgehen: Betrachte zunächst kleine n ∈ N, z.B. n = 1, 2, 3.

1 n = 1:
Die Menge A1 = {a1} besitzt die Teilmengen ∅, {a1}, d.h. t1 = 2.

2 n = 2:
Die Menge A2 = {a1, a2} besitzt die vier Teilmengen

∅, {a1}, {a2}, {a1, a2}

und somit gilt t2 = 4.

3 n = 3: Die Menge A3 = {a1, a2, a3} besitzt t3 = 8 Teilmengen.

Vermutung: Es gilt tn = 2n für alle n ∈ N.
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Beispiel 1 zur vollständigen Induktion II.

Satz: Eine n–elementige Menge A = {a1, . . . , an} besitzt 2n Teilmengen.

Beweis: durch vollständige Induktion über n.

Induktionsanfang (n = 1): Es gilt t1 = 2 = 21.

Induktionsannahme: Es gelte tn = 2n für n ∈ N.

Induktionsschluss (n→ n + 1):

Zu zeigen: An+1 = {a1, . . . , an, an+1} hat 2n+1 Teilmengen.

Schreibe P(An+1) = K1 ∪ K2 für die Potenzmenge von An+1, wobei

T ∈ K1 ⇐⇒ an+1 /∈ T

T ∈ K2 ⇐⇒ an+1 ∈ T

Nach Induktionsannahme besitzen K1 und K2 genau tn = 2n Elemente.

Weiterhin gilt nach Konstruktion K1 ∩ K2 = ∅.
Somit hat P(An+1) insgesamt tn+1 = tn + tn = 2n + 2n = 2n+1 Elemente.
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Beispiel 2 zur vollständigen Induktion I.

Bestimme die Anzahl pn der verschiedenen Anordnungen (Permutationen)
für die Elemente einer n–elementigen Menge An = {1, 2, . . . , n}

Vorgehen: Betrachte zunächst kleine n ∈ N, z.B. n = 1, 2, 3.

1 n = 1:
Das Element in A1 = {1} besitzt nur eine Anordnung (1), d.h. p1 = 1.

2 n = 2: Für die Elemente in A2 = {1, 2} gibt es zwei Anordnungen

(1, 2), (2, 1).

Somit gilt p2 = 2.

3 n = 3: Für die Elemente in A3 = {1, 2, 3} gibt es sechs Anordnungen

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Somit gilt p3 = 6.

Vermutung: Es gilt pn = n! = 1 · 2 · . . . · n für alle n ∈ N.
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Beispiel 2 zur vollständigen Induktion II.

Satz: Es gibt pn = n! Permutationen für das n–Tupel (1, 2, . . . , n).

Beweis: durch vollständige Induktion über n.

Induktionsanfang (n = 1): Es gilt p1 = 1.

Induktionsannahme: Es gelte pn = n! für n ∈ N.

Induktionsschluss (n→ n + 1):

Es gibt nach Induktionsannahme je n! Permutationen für die (n + 1)–Tupel

(i1, i2, . . . , in−1, in, n + 1),
(i1, i2, . . . , in−1, n + 1, in),

...
(i1, n + 1, i2, . . . , in−1, in),
(n + 1, i1, i2, . . . , in−1, in)


i1, . . . , in︸ ︷︷ ︸

paarweise verschieden

∈ {1, . . . , n}

und somit gilt pn+1 = n! + . . .+ n!︸ ︷︷ ︸
(n+1)−fach

= (n + 1) · n! = (n + 1)!.
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Beispiel 2 zur vollständigen Induktion III.

Folgerung: Eine n–elementige Menge {a1, . . . , an} besitzt genau(
n
m

)
=

n!

m! (n −m)!
, für n,m ∈ N0 : 0 ≤ m ≤ n

m–elementige Teilmengen. Dabei setzt man 0! = 1.

Klassisches Beispiel: Zahlenlotto. Es gibt(
49
6

)
=

49!

6! 43!
=

49 · 48 · 47 · 46 · 45 · 44

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
= 13983816

Möglichkeiten, aus einer 49–elementigen Menge eine 6–elementige
Teilmenge auszuwählen.
Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, beim (klassischen)
Zahlenlotto ”6 aus 49” die 6 richtigen Zahlen zu tippen, beträgt

1(
49
6

) =
1

13983816
= 0.00000007151123842018516 . . .
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Einschub: Summen, Produkte und Potenzen I.

Definition:

Allgemeine Summen und Produkte.

n∑
k=m

bk := bm + bm+1 + · · ·+ bn (falls m ≤ n)

n∑
k=m

bk := 0 (falls m > n, leere Summe)

n∏
k=m

bk := bm · bm+1 · . . . · bn (falls m ≤ n)

n∏
k=m

bk := 1 (falls m > n, leeres Produkt)
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Einschub: Summen, Produkte und Potenzen II.

Definition:

Potenzen.

an :=


n∏

k=1

a : für n ≥ 0

1/(a−n) : für n < 0

Potenzgesetze.

an · am = an+m

(an)m = an·m
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Binomialkoeffizienten und deren Eigenschaften I.

Definition:

Die (natürlichen) Zahlen

(
n
m

)
nennt man Binomialkoeffizienten.

Satz:

a) Für n,m ∈ N, 0 < m ≤ n, gilt die Rekursionsformel(
n + 1
m

)
=

(
n
m

)
+

(
n

m − 1

)
wobei (

n
0

)
=

(
n
n

)
= 1

b) Für n ∈ N0 und a, b ∈ R gilt der Binomische Lehrsatz

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
ak bn−k
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Binomialkoeffizienten und deren Eigenschaften II.

Beweis zu Teil a): Es gilt (n,m ∈ N, 0 < m ≤ n)(
n
m

)
+

(
n

m − 1

)
=

n!

m! (n −m)!
+

n!

(m − 1)! (n −m + 1)!

=
n! (n −m + 1) + n!m

m! (n + 1−m)!

=
n! (n + 1−m + m)

m! (n + 1−m)!

=
(n + 1)!

m! (n + 1−m)!

=

(
n + 1
m

)
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Beweis: Binomischer Lehrsatz I.

Beweis zu Teil b): durch vollständige Induktion über n.

Induktionsanfang (n = 0): Es gilt

(a + b)0 =

(
0
0

)
a0b0 = 1

Induktionsannahme: Für n ≥ 0 gelte

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
ak bn−k

Induktionsschluss (n→ n + 1):

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n

= (a + b)
n∑

k=0

(
n
k

)
ak bn−k
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Beweis: Binomischer Lehrsatz II.

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n = (a + b)
n∑

k=0

(
n
k

)
ak bn−k

=
n∑

k=0

(
n
k

)
ak+1bn−k +

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn+1−k

=
n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
ajbn+1−j +

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn+1−k

=
(
n
0

)
a0bn+1 +

n∑
k=1

[(
n
k

)
+
(

n
k − 1

)]
akbn+1−k +

(
n
n

)
an+1b0

=
(
n + 1
0

)
a0bn+1 +

n∑
k=1

(
n + 1
k

)
akbn+1−k +

(
n + 1
n + 1

)
an+1b0

=
n+1∑
k=0

(
n + 1
k

)
akbn+1−k
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Rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten.

Pascalsches Dreieck

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Beispiel:

(a + b)5 = 1 · a0b5 + 5 · a1b4 + 10 · a2b3 + 10 · a3b2 + 5 · a4b1 + 1 · a5b0

= a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5
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Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.2. Primzahlen

Definition: Eine natürliche Zahl m ∈ N heißt Teiler von n ∈ N, falls ein
k ∈ N existiert mit

n = k ·m

Man schreibt dann auch m|n.

Jede Zahl besitzt offensichtlich die beiden Teiler 1 und n, denn es gilt stets

n = n · 1 = 1 · n

Existiert für n > 1 kein weiterer Teiler, so nennt man n eine Primzahl.
Die ersten Primzahlen lauten

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, . . .

Bemerkung: Es gibt unendliche viele Primzahlen.
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Hauptsatz der Zahlentheorie.

Satz: Jede natürliche Zahl n ∈ N läßt sich als Produkt von
Primzahlpotenzen schreiben,

n = pr11 · p
r2
2 · . . . · p

rk
k

wobei pj Primzahl und rj ∈ N0 für 1 ≤ j ≤ k .

Beweis: durch Induktion über n.

Induktionsanfang (n = 1): Es gilt 1 = 20.

Induktionsannahme: Alle k ≤ n besitzen Primfaktorzerlegung.

Induktionsschluss (n→ n + 1):

Fall 1: Sei n + 1 eine Primzahl. Dann gilt n + 1 = (n + 1)1.

Fall 2: Sei n + 1 keine Primzahl. Dann gibt es k ,m ≤ n mit n + 1 = k ·m.

Somit besitzt n + 1 eine Primfaktorzerlegung, da k und m je eine besitzen.
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Der ggT und das kgV.

Definition: Seien n,m ∈ N zwei natürliche Zahlen. Dann heißt

ggT(n,m) := max{k | k teilt n und m}

der größte gemeinsame Teiler (ggT) von n und m. Weiterhin heißt

kgV(n,m) := min{k | n und m teilen k}

das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von n und m.

Beobachtung: Für

n = pr11 · p
r2
2 · . . . · p

rk
k und m = ps11 · p

s2
2 · . . . · p

sk
k

mit Primfaktoren p1, . . . , pk und Exponenten r1, . . . , rk , s1, . . . , sk ≥ 0 gilt

ggT(n,m) = p
min(r1,s1)
1 · pmin(r2,s2)

2 · . . . · pmin(rk ,sk )
k

kgV(n,m) = p
max(r1,s1)
1 · pmax(r2,s2)

2 · . . . · pmax(rk ,sk )
k
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Beispiel zu ggT und kgV.

Beispiel: Für

n = 525 = 20 · 31 · 52 · 71

m = 180 = 22 · 32 · 51 · 70

gilt

ggT(525, 180) = 20 · 31 · 51 · 70 = 15

kgV(525, 180) = 22 · 32 · 52 · 71 = 6300

und
n ·m = 525 · 180 = 15 · 6300 = ggT · kgV

Beobachtung: Für alle n,m ∈ N gilt

n ·m = ggT(n,m) · kgV(n,m)
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Der Euklidische Algorithmus.

Für n,m ∈ N läßt sich der ggT mit dem Verfahren der iterierten Division
bestimmen.

Vorüberlegung: Zu n,m ∈ N, n ≥ m, existieren eindeutige q, r ∈ N0 mit

n = q ·m + r , wobei 0 ≤ r < m.

(Euklidischer) Algorithmus:

INPUT: n,m ∈ N mit n ≥ m.

Setze r0 = n, r1 = m und j = 1;

REPEAT
rj−1 = qj · rj + rj+1, wobei 0 ≤ rj+1 < rj ;
Setze j = j + 1;

UNTIL (rj+1 = 0)

OUTPUT: rj = ggT (n,m).
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Beispiel zum Algorithmus und Z–Kombination.

Beispiel: Für n = 3054 und m = 1002 liefert der Euklidische Algorithmus:

3054 = 3 · 1002 + 48
1002 = 20 · 48 + 42

48 = 1 · 42 + 6

42 = 7 · 6 + 0

=⇒ ggT(3054,1002) = 6, kgV(3054,1002) = 3054 · 1002/6 = 510018.

Z–Kombination des ggT(n,m) von n und m.

6 = 48− 1 · 42 = 48− 1 · (1002− 20 · 48) = 21 · 48− 1002

= 21 · (3054− 3 · 1002)− 1002 = 21 · 3054− 64 · 1002

Die Z–Kombination von n = 3054 und m = 1002 ist gegeben durch

ggT(3054, 1002) = 6 = 21 · 3054− 64 · 1002
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Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.3. Reelle Zahlen

Erweiterung des Zahlenbereichs der natürlichen Zahlen

Ganze Zahlen

Z := {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } = −N ∪ {0} ∪ N.

Rationale Zahlen

Q :=
{ m

n
| m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Beachte:
√

2 /∈ Q.

Aber: Die Zahl
√

2 läßt sich beliebig genau durch eine rationale Zahl aus
Q approximieren, d.h. zu jedem ε > 0 gibt es ein q ∈ Q mit

|
√

2− q| < ε
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Axiomensystem für die reellen Zahlen.

(I) Regeln der Addition ((R,+) ist eine Abelsche Gruppe):

(a) x + (y + z) = (x + y) + z

(b) x + y = y + x

(c) x + 0 = 0 + x = x

(d) x + (−x) = (−x) + x = 0

(II) Regeln der Multiplikation ((R \ {0}, ·) Abelsche Gruppe):

(a) x · (y · z) = (x · y) · z
(b) x · y = y · x
(c) x · 1 = 1 · x = x

(d) x ·
(
1
x

)
=

(
1
x

)
· x = 1 (x 6= 0)

(III) Distributivgesetz (Regeln (I)–(III): Körperaxiome):

x · (y + z) = x · y + x · z
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Weitere Axiome für die reellen Zahlen.

(IV) Ordnungseigenschaften

(a) x ≤ y ∨ y ≤ x

(b) x ≤ x

(c) (x ≤ y ∧ y ≤ x) ⇒ x = y

(d) (x ≤ y ∧ y ≤ z) ⇒ x ≤ z

(e) x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z

(f) (x ≤ y ∧ z ≥ 0) ⇒ x · z ≤ y · z

(V) Vollständigkeitsaxiom (Dedekind, 1872)

Sei R = L ∪ R zerlegt in nichtleere Mengen mit ∀ x ∈ L, y ∈ R : x < y .
Dann gibt es genau eine Schnittzahl s ∈ R mit

∀ x ∈ L, y ∈ R : (x ≤ s ≤ y)
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Eine Bemerkung und Rechnen mit Ungleichungen.

Bemerkung: Die Menge der rationalen Zahlen Q erfüllt nicht das
Vollständigkeitsaxiom (V). Denn für

L := {x ∈ Q | x2 < 2 ∨ x < 0}

R := {x ∈ Q | x2 > 2 ∧ x > 0}

gibt es keine Schnittzahl. Diese wäre x =
√

2 /∈ Q.

Weitere Regeln beim Rechnen mit Ungleichungen (mit den Axiomen (IV))

(1) x ≤ y ⇒ −x ≥ −y
(2) (x ≤ y ∧ z ≤ 0) ⇒ x · z ≥ y · z
(3) x2 ≥ 0

(4) (x ≤ y ∧ u ≤ v) ⇒ x + u ≤ y + v

(5) (0 ≤ x ≤ y ∧ 0 ≤ u ≤ v) ⇒ x · u ≤ y · v
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Der Betrag einer reellen Zahl.

Definition: Zu a ∈ R heißt

|a| :=

{
a falls a ≥ 0
−a falls a < 0

der Betrag von a. Zu a, b ∈ R heißt |a− b| der (nichtnegative) Abstand
der Zahlen a und b.

Eigenschaften:

(1) |a| ≥ 0

(2) |a| = 0 ⇒ a = 0

(3) |ab| = |a| |b|
(4) |a + b| ≤ |a|+ |b| (Dreiecksungleichung)

(5) Uε(a) := {x ∈ R | |x − a| < ε} (ε > 0)

= (a− ε, a + ε) (ε–Umgebung von a)

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis I für Ingenieure 59 / 188

Obere und untere Schranke, Supremum und Infimum.

Definition: Sei M ⊂ R eine Teilmenge von R.

1) Die Zahl x ∈ R heißt obere Schranke von M, falls gilt:

∀w ∈ M : w ≤ x

Analog definiert man den Begriff untere Schranke von M.

2) Die Menge M heißt nach oben (bzw. nach unten) beschränkt, falls es
eine obere (bzw. untere) Schranke von M gibt.

3) Die Zahl s ∈ R heißt Supremum von M, mit Notation

s = sup
x∈M

M = sup(M),

falls s die kleinste obere Schranke von M ist, d.h.

• s ist eine obere Schranke von M
• für jede beliebige obere Schranke x von M gilt: s ≤ x

Analog definiert man den Begriff Infimum von M.
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Beispiele zu Supremum und Infimum.

Beispiel: Betrachte das Intervall I = [1, 2) = {x ∈ R | 1 ≤ x < 2}
Dann ist

jede Zahl x ≥ 2 eine obere Schranke von I ,

jede Zahl x ≤ 1 eine untere Schranke von I .

Also gilt
sup [1, 2) = 2 inf [1, 2) = 1

Beispiel: Betrachte die Menge M ⊂ R definiert durch

M :=

{
x ∈ R | x =

1

n
+

1

n + 1
, n ∈ N

}
=

{
3

2
,

5

6
,

7

12
,

9

20
,

11

30
, . . .

}
Dann gilt

supM =
3

2
inf M = 0
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Zur Existenz eines Supremums und Infimums.

Satz: Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschränkte Menge M ⊂ R
besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Beweis: Mit Hilfe des Vollständigkeitsaxioms.

Folgerungen:

1) Die Menge N der natürlichen Zahlen ist nicht nach oben beschränkt.

2) Für alle x ∈ R gilt:

x > 0 ⇒ ∃ n ∈ N : 0 <
1

n
< x

3) Zwischen zwei reellen Zahlen x < y gibt es immer (unendlich viele)
rationale Zahlen.
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1. Normierte Vektorräume

Definition:

Sei V ein Vektorraum (oder linearer Raum) über (dem Körper) R.

Eine Abbildung ‖ · ‖ : V → [0,∞) heißt Norm auf V , falls die folgenden
Eigenschaften erfüllt sind.

N1) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0 (Definitheit).

N2) ‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖ für alle λ ∈ R, v ∈ V (Homogenität).

N3) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ für alle v ,w ∈ V (Dreiecksungleichung).

V zusammen mit ‖ · ‖ heißt dann normierter Vektorraum.
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Beispiele für normierte Vektorräume.

R mit der Betragsfunktion | · | ist ein normierter Vektorraum.

Für n ≥ 1 ist der Rn, zusammen mit der p–Norm, p ∈ N,

‖x‖p =

 n∑
j=1

|xj |p
1/p

für x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn,

ein normierter Vektorraum.

Spezialfall: Für p = 2 bekommt man die Euklidische Norm

‖x‖2 =

√√√√ n∑
j=1

x2j für x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn.

Weiterhin (p =∞): Die Maximumnorm

‖x‖∞ = max
1≤j≤n

|xj | für x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn.
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.2. Folgen

Definition: Sei V ein normierter Vektorraum mit Norm ‖ · ‖. Eine Folge
ist eine Abbildung N→ V , n 7→ an, kurz (an)n∈N oder (an)n≥1.

Beispiele für Folgen.

Reelle Folgen (Folgen reeller Zahlen), d.h. V = R, z.B. ist

an =
1

n
für n ∈ N

eine reelle Folge.

Komplexe Folgen (Folgen komplexer Zahlen), d.h. V = C, z.B. ist

an = in für n ∈ N

eine komplexe Folge.
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3.2. Folgen

Weitere Beispiele für Folgen.

Vektorenfolgen (Folgen von Vektoren), d.h. V = Rd oder V = Cd ,
z.B. ist

an =

(
1

n
, n,

1

n2

)
für n ∈ N und d = 3

eine Folge reeller Vektoren.

Funktionenfolgen (Folgen von Funktionen), etwa V = C[a, b], z.B. ist
für [a, b] = [0, 1] die Folge

fn(x) = xn für x ∈ [0, 1] und n ∈ N

eine Funktionenfolge.

Bemerkung: Wir bezeichnen mit C[a, b] die Menge der stetigen
reellwertigen Funktionen f : [a, b]→ R, a, b ∈ R.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis I für Ingenieure 66 / 188



3.2. Folgen

Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum V N, für den die
Addition und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)n∈N + (bn)n∈N := (an + bn)n∈N

λ(an)n∈N := (λan)n∈N

Rekursion und Iteration.

Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch

an+1 := Φ(n, an) für n ∈ N

wobei Φ : N× V → V

eine bestimmte Iterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f : [a, b]→ R.

Voraussetzung: f (a) · f (b) < 0.

Iteration: Definiere zwei Folgen (un)n∈N0 und (vn)n∈N0 rekursiv mit
den Startwerten (u0, v0) = (a, b) und der Iterationsvorschrift.

FOR n = 1, 2, . . .

x := (un−1 + vn−1)/2;

IF f (x) = 0 THEN RETURN

IF (f (x) · f (vn−1) < 0) THEN

un := x ; vn := vn−1;

ELSE

un := un−1; vn := x ;

OUTPUT: x mit f (x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel zum Bisektionsverfahren.

Betrachte die Funktion f (x) = x2 − 2 auf dem Intervall [1, 2].

Die gesuchte Nullstelle liegt bei x =
√

2 = 1.4142 13562 . . .

n un vn
0 1.0000 00000 2.0000 00000
1 1.0000 00000 1.5000 00000
2 1.2500 00000 1.5000 00000
3 1.3750 00000 1.5000 00000
...

...
...

10 1.4140 62500 1.4150 39063
20 1.4142 13181 1.4142 14134
30 1.4142 13562 1.4142 13562
...

...
...

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton–Verfahren.

Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion
f : [a, b]→ R.

Verwende die Newton–Iteration:

xn+1 := xn −
f (xn)

f ′(xn)
für f ′(xn) 6= 0

mit Startwert x0.

Das Verfahren konvergiert, falls x0 nahe bei einer Nullstelle von f liegt.

Beispiel: Für f (x) = x2 − 2 und x0 = 1 erhält man

n 0 1 2 3 4 . . .

xn 1.0000 1.5000 1.41667 1.4142 15686 1.4142 13562 . . .

Erinnerung: f (
√

2) = 0, d.h.
√

2 = 1.4142 13562 . . . ist Nullstelle von f .
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Konvergenz von Folgen.

Definition:
Sei (an)n∈N eine Folge in einem normierten Vektorraum V . Dann heißt

(anj )j∈N für nj ∈ N mit 1 ≤ n1 < n2 < . . . Teilfolge von (an)n∈N.

die Folge (an)n∈N beschränkt, falls es ein C > 0 gibt mit

∀ n ∈ N : ‖an‖ ≤ C

die Folge (an)n∈N konvergent mit Grenzwert (Limes) a ∈ V , falls

∀ ε > 0 : ∃N = N(ε) ∈ N : ∀ n ≥ N : ‖an − a‖ < ε

Eine nicht–konvergente Folge heißt divergent.

die Folge (an)n∈N Cauchy–Folge, falls

∀ ε > 0 : ∃N = N(ε) ∈ N : ∀ n,m ≥ N : ‖an − am‖ < ε
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Konvergenz von Folgen.

Satz: Sei (an)n∈N eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:

a) (an) konvergent ⇒ (an) beschränkt;

b) (an) konvergent ⇒ (an) Cauchy–Folge;

c) Falls (an) konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

Beweis von a): Sei (an) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt für
vorgegebenes ε > 0 die Abschätzung

‖an‖ = ‖an − a + a‖ ≤ ‖an − a‖+ ‖a‖ < ε+ ‖a‖ für alle n ≥ N(ε)

Damit ist die Folge (an) beschränkt mit der Konstanten

C := max{‖a1‖, ‖a2‖, . . . , ‖aN−1‖, ‖a‖+ ε}

Also
∀ n ∈ N : ‖an‖ ≤ C
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Konvergenz von Folgen.

Beweis von b): Sei (an) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt für
vorgegebenes ε > 0 die Abschätzung

‖an − am‖ = ‖an − a + a− am‖
≤ ‖an − a‖+ ‖am − a‖ < ε

2
+
ε

2
= ε

für alle n,m ≥ N = N(ε/2).

Beweis von c): Sei (an) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und
a, a 6= a. Dann gelten für ε > 0 die Abschätzungen

‖an − a‖ < ε für alle n ≥ N(ε)

‖an − a‖ < ε für alle n ≥ N(ε)

Somit folgt für n ≥ max{N(ε),Nε)} die Ungleichung

‖a− a‖ = ‖a− an + an − a‖ ≤ ‖an − a‖+ ‖an − a‖ < 2ε

Da dies für jedes ε > 0 gilt, folgt a = a im Widerspruch zu a 6= a.
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Bemerkungen zur Konvergenz von Folgen.

Notation: Für eine konvergente Folge (an) mit Grenzwert schreiben wir

lim
n→∞

an = a oder an → a (n→∞)

Uneigentliche Konvergenz . . .

. . . bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert ±∞.

Für reelle Folgen definieren wir zusätzlich

lim
n→∞

an =∞ ⇐⇒ ∀C > 0 : ∃N ∈ N : ∀ n ≥ N : an > C

lim
n→∞

an = −∞ ⇐⇒ ∀C > 0 : ∃N ∈ N : ∀ n ≥ N : an < −C
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Vollständige Räume bzw. Banachräume, Hilberträume.

Bemerkung.

Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil b),

(an) Cauchyfolge =⇒ (an) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Räumen, nämlich in

vollständigen Räumen bzw. Banachräumen.

Einen vollständigen Euklidischen Vektorraum nennt man auch

Hilbertraum.

Beispiele:

für vollständige Räume: (R, | · |), (C, | · |), (Rn, ‖ · ‖), (C[a, b], ‖ · ‖∞);

für einen nicht vollständigen Raum: (C[a, b], ‖ · ‖2).
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Rechnen mit konvergenten Folgen.

Satz: Seien (an) und (bn) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die
beiden Folgen (an + bn) und (λan) für λ ∈ R (bzw. λ ∈ C), wobei gilt

a) lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn,

b) lim
n→∞

(λan) = λ lim
n→∞

an

Beweis: Sei a = lim
n→∞

an und b = lim
n→∞

bn.

a) Für n ≥ max{N1(ε/2),N2(ε/2)} gilt

‖(an + bn)− (a + b)‖ ≤ ‖an − a‖+ ‖bn − b‖ < ε

2
+
ε

2
= ε

b) Sei λ 6= 0. Dann gilt für n ≥ N1(ε/|λ|) die Abschätzung

‖λan − λa‖ = |λ| · ‖an − a‖ < |λ| ε
|λ|

= ε

Der Fall λ = 0 ist trivial.
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Die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge.

Definition: Sei (an) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

a) Die Folge (an) heißt (mindestens) linear konvergent, falls eine
Konstante 0 < C < 1 und ein Index N ∈ N existiert mit:

∀ n ≥ N : ‖an+1 − a‖ ≤ C‖an − a‖

b) Die Folge (an) heißt (mindestens) superlinear konvergent, falls es eine
nicht–negative Nullfolge Cn ≥ 0 mit lim

n→∞
Cn = 0 gibt, so dass

∀ n ∈ N : ‖an+1 − a‖ ≤ Cn‖an − a‖

c) Die Folge (an) heißt konvergent mit der Ordnung (mindestens) p > 1,
falls es eine nicht–negative Konstante C ≥ 0 gibt, so dass

∀ n ∈ N : ‖an+1 − a‖ ≤ C‖an − a‖p
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.3. Konvergenzkriterien für reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (an)n∈N heißt

monoton wachsend ⇐⇒ ∀ n < m : an ≤ am

streng monoton wachsend ⇐⇒ ∀ n < m : an < am

nach oben beschränkt ⇐⇒ ∃C ∈ R : ∀n : an ≤ C

Analog definiert man die Begriffe

monoton fallend ⇐⇒ ∀ n < m : an ≥ am

streng monoton fallend ⇐⇒ ∀ n < m : an > am

nach unten beschränkt ⇐⇒ ∃C ∈ R : ∀n : an ≥ C
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3.3 Konvergenzkriterien für reelle Folgen

Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschränkte reelle Folge
(an)n∈N ist konvergent mit Grenzwert

lim
n→∞

an = sup{an | n ∈ N}

Beweis: Sei (an)n∈N nach oben beschränkt. Dann gilt

s := sup{an | n ∈ N} <∞

Sei nun ε > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N(ε) mit

s − ε < aN ≤ s

Die Folge (an)n∈N ist monoton wachsend, also folgt

s − ε < aN ≤ an ≤ s ∀ n ≥ N

d.h.
|s − an| < ε ∀ n ≥ N(ε)
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Folgerung: Prinzip der Intervallschachtelung.

Sei (an)n∈N eine monoton wachsende reelle Folge und (bn)n∈N eine
monoton fallende reelle Folge mit

an ≤ bn für alle n ∈ N (Intervallschachtelung)

Dann sind beide Folgen konvergent. Gilt weiterhin

lim
n→∞

(an − bn) = 0

so haben (an)n∈N und (bn)n∈N denselben Grenzwert, d.h. es gibt ein ξ ∈ R
mit

ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

Weiterhin gelten in diesem Fall die Fehlerabschätzungen

|an − ξ| ≤ |bn − an| |bn − ξ| ≤ |bn − an|
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Beispiel: Prinzip der Intervallschachtelung.

Definiere für 0 < a < b zwei Folgen (an) und (bn) rekursiv durch

a0 := a b0 := b

an+1 :=
√
anbn bn+1 :=

an + bn
2

Die Folgen (an) und (bn) bilden eine Intervallschachtelung, und es gilt

(bn+1 − an+1) ≤ 1

2
(bn − an)

Der gemeinsame Grenzwert von (an) und (bn)

agm(a, b) := lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

heißt arithmetisch–geometrisches Mittel von a und b.
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Bernoullische Ungleichung und die geometrische Folge.

Es gilt
∀ x ≥ −1, n ∈ N : (1 + x)n ≥ 1 + nx

wobei Gleichheit nur bei n = 1 oder x = 0 gilt.

Die Geometrische Folge.
Sei (an)n∈N relle Folge mit an = qn für q ∈ R. Dann gilt

q > 1 : lim
n→∞

qn = +∞ (qn = (1 + (q − 1))n ≥ 1 + n(q − 1))

q = 1 : lim
n→∞

qn = 1

0 < q < 1 : lim
n→∞

qn = 0
(
qn = 1

(1+(1/q−1))n ≤
1

1+n(1/q−1)

)
−1 < q ≤ 0 : lim

n→∞
qn = 0 (|qn| = |q|n)

q = −1 : (qn) beschränkt, aber nicht konvergent (qn ∈ {−1, 1})

q < −1 : (qn) divergent, kein uneigentlicher Grenzwert
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Weitere Rechenregeln für konvergente Folgen.

Satz: Seien (an)n∈N und (bn)n∈N konvergente reelle Folgen. Dann gilt

a) lim
n→∞

(anbn) = ( lim
n→∞

an) · ( lim
n→∞

bn)

b) ∀ n : bn 6= 0 ∧ lim
n→∞

bn 6= 0 ⇒ lim
n→∞

(
an
bn

)
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn

c) ∀ n : an ≥ 0 ∧ m ∈ N ⇒ lim
n→∞

m
√
an = m

√
lim
n→∞

an

Beweis zu a): Für hinreichend große n gilt

|anbn − ab| = |anbn − anb + anb − ab|

≤ |an| · |bn − b|+ |b| · |an − a|

≤ Ca · |bn − b|+ |b| · |an − a| < (Ca + |b|)ε

Für b) und c) siehe Textbuch von Ansorge/Oberle.
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Beispiele für die Rechenregeln konvergenter Folgen.

Gegeben sei die Folge (an)n∈N mit

an :=
√
n2 + 5n + 1− n

Es gilt

(n2 + 5n + 1)− n2 = (
√
n2 + 5n + 1− n) (

√
n2 + 5n + 1 + n)

woraus folgt

an =
(n2 + 5n + 1)− n2√

n2 + 5n + 1 + n
=

5 +
1

n√
1 +

5

n
+

1

n2
+ 1

und somit

lim
n→∞

an =
5 + 0√

1 + 0 + 1
=

5

2

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis I für Ingenieure 84 / 188



Beispiele für die Rechenregeln konvergenter Folgen.

Gegeben sei die Folge (an)n∈N mit

an :=
(

1 +
p

n

)n
Kapitalverzinsung: Anfangskapital K0, Jahreszinssatz p

K1 = K0(1 + p) jährlich

K2 = K0

(
1 +

p

2

)2
halbjährlich

K4 = K0

(
1 +

p

4

)4
vierteljährlich

K10 = K0

(
1 +

p

10

)10
monatlich

K360 = K0

(
1 +

p

360

)360
täglich

Untersuche die Konvergenz der Folge (an), also

lim
n→∞

an = ?
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Beispiele für die Rechenregeln konvergenter Folgen.

Für p > 0 zeigt man, dass

a) die Folge (an)n∈N streng monoton wachsend ist,

an+1

an
> 1

b) die Folge (an)n∈N nach oben beschränkt ist,(
1 +

p

n

)n
≤ 4l (wobei l ∈ Nmit l ≥ p)

Damit konvergiert die Folge und für den Grenzwert erhält man

lim
n→∞

an = ep

Die Grenzwertformel gilt auch für negative p und als Spezialfall erhalten
wir die Eulersche Zahl,

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e = 2.7182 81828 . . .
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Der Vektorraum R ist vollständig, d.h. jede reelle Cauchyfolge ist
konvergent.

Zur Erinnerung:

Sei (an)n∈N eine Folge in einem normierten Vektorraum V . Dann heißt

die Folge (an)n∈N Cauchy–Folge, falls

∀ ε > 0 : ∃N = N(ε) ∈ N : ∀ n,m ≥ N : ‖an − am‖ < ε

Für den Beweis des Cauchyschen Konvergenzkriteriums benötigen wir

a) das Prinzip der Häufungspunkte von Folgen,

b) den Satz von Bolzano und Weierstraß.
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Häufungspunkte und Satz von Bolzano und Weierstraß.

Definition:
Sei (ank )k∈N eine konvergente Teilfolge der Folge (an)n∈N. Dann wird der
Grenzwert der Teilfolge (ank )k∈N als Häufungspunkt der Folge (an)n∈N
bezeichnet.

Beispiel: Sei (an)n∈N die komplexe Folge mit an = in. Dann besitzt (an)
die vier Häufungspunkte {i ,−i , 1,−1}.

Satz: (Satz von Bolzano und Weierstraß)
Jede reelle beschränkte Folge (an)n∈N besitzt eine konvergente Teilfolge,
d.h. die Folge (an)n∈N hat mindestens einen Häufungspunkt.

Beweisidee:
Verknüpfe das Bisektionsverfahren mit einer Intervallschachtelung:
Ist die Folge (an) beschränkt, so liegen alle Folgenglieder in einem
endlichen Intervall [A,B] und man kann rekursiv Teilintervalle [Ak ,Bk ]
definieren mit Ak ↗ und Bk ↘.
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Der Vektorraum R ist vollständig, d.h. jede reelle Cauchyfolge ist
konvergent.

Beweis: Zeige, dass jede Cauchyfolge beschränkt ist: für n und N = N(ε)
gilt

|an| = |an − aN + aN | ≤ |an − aN |+ |aN | < ε+ |aN |

Nach dem Satz von Bolzano und Weierstraß besitzt (an) einen
Häufungspunkt ξ. Dann gilt für m, nk ≥ N(ε/2)

|am − ξ| = |am − ank + ank − ξ|

≤ |am − ank |︸ ︷︷ ︸
Cauchyfolge

+ |ank − ξ|︸ ︷︷ ︸
Häufungspunkt

<
ε

2
+
ε

2
= ε

Notation:
lim inf an = kleinster Häufungspunkt, lim sup an = größter Häufungspunkt
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.4. Konvergenz in normierten Vektorräumen

Im letzten Abschnitt 3.3. haben wir uns mit Konvergenzkriterien für reelle
Folgen (an)n∈N beschäftigt.

Sei nun (V , ‖ · ‖) wieder allgemein ein normierter Vektorraum.

Wiederholung aus Abschnitt 3.2:

Definition:
Sei (an)n∈N eine Folge in einem normierten Vektorraum V . Dann heißt

die Folge (an)n∈N konvergent mit Grenzwert (Limes) a ∈ V , falls

∀ ε > 0 : ∃N = N(ε) ∈ N : ∀ n ≥ N : ‖an − a‖ < ε

Beispiel:
Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis I für Ingenieure 90 / 188



3.4. Konvergenz in normierten Vektorräumen

Beispiel:
Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

Für jedes n ≥ 2 liegt die Funktionenfolge (fn)n∈N definiert durch

fn(x) =


nx für x ∈ [0, 1n ]

2− nx für x ∈ ( 1n ,
2
n )

0 für x ∈ [ 2n , 1]

in C[0, 1], d.h. fn ∈ C[0, 1] für alle n ≥ 2.

Unsere Frage:
Konvergiert die Folge (fn)n∈N im normierten Vektorraum C[0, 1]?

Unsere Antwort:
Bei ∞–dimensionalen Räumen hängt die Konvergenz von der Norm ab!
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorräumen.

Satz: (Normäquivalenzsatz)
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und seien ‖ · ‖ und ‖ · ‖′ zwei
Normen auf V . Dann gibt es zwei Konstanten C ,C ′ > 0 mit

C‖v‖ ≤ ‖v‖′ ≤ C ′‖v‖ für alle v ∈ V

d.h. die beiden Normen ‖ · ‖ und ‖ · ‖′ sind äquivalent auf V .

Folgerung:

In endlichdimensionalen Vektorräumen ist die Konvergenz (und der
Grenzwert) einer Folge lediglich von dem jeweiligen Vektorraum abhängig,
aber nicht von der zugrundeliegenden Norm.

Eine Folge (an), die in einem endlichdimensionalen Vektorraum V
bezüglich einer Norm ‖ · ‖ in V gegen einen Grenzwert a ∈ V konvergiert,
konvergiert ebenso bezüglich jeder anderen Norm ‖ · ‖′ in V gegen a.
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Konvergenz von Folgen im Rn.

Satz: Eine Folge (xm) im Rn konvergiert genau dann, wenn alle n

Koordinatenfolgen (x
(m)
j )m∈N, j = 1, . . . , n konvergieren. Der Grenzwert

der Folge lässt sich komponentenweise berechnen.

Beweis: xm → x ist äquivalent zu

‖xm − x‖∞ → 0 ⇐⇒ ∀ 1 ≤ j ≤ n : |x (m)
j − xj | → 0 für m→∞

Beispiel: Für die Folge (xm), gegeben durch

xm =

(
1

m
, 1 + exp

(
1

m

)
,
m2 + 2m + 3

2m2 − 1

)T

∈ R3 für m ∈ N

gilt

lim
m→∞

xm =

(
0, 2,

1

2

)T
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorräumen.

In endlichdimensionalen Vektorräumen gilt daher auch

1 das Cauchysche Konvergenzkriterium

am → a (m→∞)

⇔ ∀ ε > 0 : ∃N = N(ε) : m, n ≥ N : ‖am − an‖ < ε

2 und der Satz von Bolzano, Weierstraß

Jede beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel: Für an := zn, z ∈ C gegeben, gilt

|z | > 1 ⇒ |an| = |z |n unbeschränkt ⇒ (an) divergent

|z | < 1 ⇒ |an| = |z |n → 0 (n→∞) ⇒ lim
n→∞

zn = 0
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.5. Konvergenzkriterien für Reihen

Definition: Sei (an)n∈N0 , an ∈ R (oder an ∈ C), eine reelle (komplexe)
Folge. Dann heißt die Folge (sn)n∈N0 , definiert durch

sn =
n∑

k=0

ak für n ∈ N0

eine reelle (oder komplexe) Reihe.

Die Folgenglieder sn der Reihe werden als Partialsummen bezeichnet.

Falls die Folge (sn) der Partialsummen gegen einen Grenzwert s
konvergiert, d.h. die Reihe konvergiert, so schreibt man

s =
∞∑
k=0

ak = lim
n→∞

n∑
k=0

ak

für den Grenzwert der Reihe (sn)n∈N0 .
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3.5. Konvergenzkriterien für Reihen

Satz: (Unmittelbare Konvergenzkriterien für Reihen)

a) Es gilt das Cauchysches Konvergenzkriterium

∞∑
k=0

ak konvergent ⇐⇒ ∀ ε > 0 : ∃N : m, n ≥ N :

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε

b) Es gilt die notwendige Bedingung

∞∑
k=0

ak konvergent =⇒ lim
k→∞

ak = 0

Beweis:

a) folgt unmittelbar aus dem Cauchy–Kriterium für Folgen.

b) folgt aus dem ersten Teil für den Spezialfall m = n.
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Weitere unmittelbare Konvergenzkriterien für Reihen.

Satz:

a) Seien
∑

ak ,
∑

bk konvergente Reihen. Dann konvergieren die Reihen∑
(ak + bk),

∑
(λak), und es gilt
∞∑
k=0

(ak + bk) =
∞∑
k=0

ak +
∞∑
k=0

bk

∞∑
k=0

(λak) = λ
∞∑
k=0

ak

b) Leibnizsches Kriterium: Eine alternierende Reihe der Form∑
(−1)kak , ak ≥ 0, deren (nicht–negativen) Folgenglieder (ak)k∈N0

eine monoton fallende Nullfolge bilden, konvergiert, und es gilt

2n−1∑
k=0

(−1)kak ≤
∞∑
k=0

(−1)kak ≤
2n∑
k=0

(−1)kak
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Beweis zum Leibnizschen Kriterium für Reihen.

Für die Reihen
un :=

2n−1∑
k=0

(−1)kak vn :=
2n∑
k=0

(−1)kak

gilt

un+1 = un + (a2n − a2n+1) ≥ un

vn+1 = vn − (a2n+1 − a2n+2) ≤ vn

vn = un + a2n ≥ un

vn − un = a2n → 0 (n→∞)

Somit bilden die Folgen (un), (vn) eine Intervallschachtelung, konvergieren
gegen einen gemeinsamen Grenzwert, und es gilt

un ≤
∞∑
k=0

(−1)kak ≤ vn
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Beispiele: die geometrische Reihe.

Beispiel: Für x , y ∈ C gilt

xm − ym = (x − y)
m∑
j=1

xm−jy j−1

Insbesondere mit x = 1, y = q 6= 1 und m = n + 1 gilt

sn =
n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q

für die Partialsummen der geometrischen Reihe
∑

qk . Daraus folgt, dass

die geometrische Reihe für |q| < 1 konvergiert mit Grenzwert

∞∑
k=0

qk =
1

1− q

die geometrische Reihe für |q| > 1 divergiert.
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Beispiele: die harmonische Reihe.

Beispiel: Die harmonische Reihe

∞∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

divergiert, denn es gilt

m∑
k=n

1

k
≥

m∑
k=n

1

m
=

1

m

m∑
k=n

1 =
m − n + 1

m
→ 1 (m→∞)

und somit ist das Cauchy–Kriterium

∞∑
k=0

ak konvergent ⇐⇒ ∀ ε > 0 : ∃N : m, n ≥ N :

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε

für ε < 1 verletzt.
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Beispiele: die alternierende harmonische Reihe.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

∞∑
k=0

(−1)k
1

k + 1
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

konvergiert nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium, und es gilt

∞∑
k=0

(−1)k
1

k + 1
= ln 2 = 0.69314 . . .

für den Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe.

Zur Erinnerung: Alternierende Reihen
∑

(−1)kak , ak ≥ 0, deren
(nicht–negativen) Folgenglieder eine monoton fallende Nullfolge bilden,
sind konvergent.
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Absolute Konvergenz von Reihen.

Definition: Eine Reihe
∑

ak heißt absolut konvergent, falls die Reihe
∞∑
k=0

|ak |

konvergiert.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe
∞∑
k=0

(−1)k
1

k + 1
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

ist nicht absolut konvergent, denn es gilt ak = (−1)k 1
k+1 und

∞∑
k=0

∣∣∣∣(−1)k
1

k + 1

∣∣∣∣ = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · =

∞∑
k=1

1

k

ist die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.
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Kriterien für absolute Konvergenz von Reihen.

Satz: Sei
∑

ak ein Reihe. Dann gelten die folgenden Konvergenzkriterien.

a)
∞∑
k=0

ak absolut konvergent ⇐⇒
(

n∑
k=0

|ak |
)

n≥0
beschränkt

b) Majorantenkriterium

|ak | ≤ bk ∧
∞∑
k=0

bk konvergent =⇒
∞∑
k=0

ak absolut konvergent

c) Quotientenkriterium Sei ak 6= 0 (∀ k ≥ k0)∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ ≤ q < 1 (∀ k ≥ k0) =⇒
∞∑
k=0

ak absolut konvergent

d) Wurzelkriterium

k
√
|ak | ≤ q < 1 (∀ k ≥ k0) =⇒

∞∑
k=0

ak absolut konvergent
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Kriterien für absolute Konvergenz von Reihen.

Beweis:

a): Die Folge (
∑n

k=0 |ak |)n≥0 ist monoton wachsend und daher genau
dann konvergent, wenn sie beschränkt ist.

b): Da |ak | ≤ bk gilt bk ≥ 0 für alle k .

Somit ist die Reihe
∑∞

k=0 bk sogar absolut konvergent.

Nach Teil a) ist die Folge (
∑n

k=0 bk)n≥0 beschränkt. Mit

n∑
k=0

|ak | ≤
n∑

k=0

bk ≤
∞∑
k=0

bk <∞

folgt, dass die Folge (
∑n

k=0 |ak |) beschränkt und somit nach a) absolut
konvergent ist.
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Kriterien für absolute Konvergenz von Reihen.

Beweis: (Fortsetzung)

c): Aus
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ ≤ q für alle k ≥ k0 folgt |ak | ≤ qk−k0 |ak0 | per Induktion.

Somit gilt
n∑

k=0

|ak | ≤
k0−1∑
k=0

|ak |+ |ak0 |
n−k0∑
j=0

qj

≤
k0−1∑
k=0

|ak |+ |ak0 |
1

1− q︸ ︷︷ ︸
Beschränktheitskonstante

für alle n.

Nach Teil a) ist
∑∞

k=0 ak dann auch absolut konvergent.
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Kriterien für absolute Konvergenz von Reihen.

Beweis: (Fortsetzung)

d): Aus k
√
|ak | ≤ q (k ≥ k0) folgt direkt |ak | ≤ qk für alle k ≥ k0 und

n∑
k=0

|ak | ≤
k0−1∑
k=0

|ak |+
qk0

1− q
=⇒

n∑
k=0

ak absolut konvergent

Bemerkung:

a) Das Quotienten– bzw. Wurzelkriterium ist erfüllt, falls gilt

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ < 1 bzw. lim
k→∞

k
√
|ak | < 1

b) Die Reihe
∑∞

k=0 ak ist dagegen divergent, falls gilt

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ > 1 bzw. lim
k→∞

k
√
|ak | > 1
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Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.

Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

∞∑
k=1

1

k(k + 1)

Es gilt
1

k
− 1

k + 1
=

k + 1− k

k(k + 1)
=

1

k(k + 1)

und daher
n∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n + 1
= 1− 1

n + 1

Daraus folgt die (absolute) Konvergenz der Reihe mit Grenzwert

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
= lim

n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= lim

n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1
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Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.

Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
∞∑
k=1

1

k r
(r ∈ N, r ≥ 2)

Nach dem letzten Beispiel gilt

n∑
k=1

1

k r
≤

n∑
k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2

< 1 +
n∑

k=2

1

k(k − 1)
= 1 +

n−1∑
k=1

1

k(k + 1)
< 2

Damit ist die Reihe (absolut) konvergent.
Einige Grenzwerte (ohne Beweis)∑ 1

k2
=
π2

6
,
∑ 1

k4
=
π4

90
,
∑ 1

k6
=

π6

945
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Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.

Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Exponentialreihe

∞∑
k=0

zk

k!
für z ∈ C

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt∣∣∣∣∣∣∣∣
zk+1

(k + 1)!

zk

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ zk+1 k!

zk (k + 1)!

∣∣∣∣ =
|z |

k + 1
→ 0 (k →∞)

Damit konvergiert die Reihe für alle z ∈ C (absolut).

Wir setzen

exp(z) :=
∞∑
k=0

zk

k!
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Der Umordnungssatz für Reihen.

Sei σ : N0 → N0 eine beliebige Bijektion (Permutation) auf N0.

Ziel: Vergleiche die beiden Reihen

∞∑
k=0

ak und
∞∑
k=0

aσk (σk = σ(k))

Satz:

Sei
∑∞

k=0 ak eine absolut konvergente Reihe, und sei σ : N0 → N0 eine
beliebige Permutation auf N0.
Dann ist die umgeordnete Reihe

∑∞
k=0 aσk ebenfalls absolut konvergent,

und die Grenzwerte der beiden Reihen stimmen überein, d.h. es gilt

∞∑
k=0

ak =
∞∑
k=0

aσk
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Multiplikation von Reihen.

Frage: Wie funktioniert das Ausmultiplizieren von Reihen?( ∞∑
k=0

ak

)( ∞∑
k=0

bk

)
=???

Produkt von endlichen Summen. Für endliche Summen gilt

(a0 + . . .+ am) · (b0 + . . .+ bn) =

(
m∑

k=0

ak

)(
n∑

k=0

bk

)
=

m∑
k=0

n∑
l=0

akbl

Frage: Gilt ( ∞∑
k=0

ak

)( ∞∑
l=0

bl

)
?
=

∞∑
k,l=0

akbl

Beachte: Jedes Indexpaar (k, l) ∈ N0 × N0 tritt genau einmal auf.
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Multiplikation von Reihen.

Satz: Die Reihen
∑∞

l=0 al und
∑∞

m=0 bm seien absolut konvergent.
Weiterhin sei σ : N0 → N0 × N0, k 7→ (σ1(k), σ2(k)) für k ∈ N0, eine
bijektive Abbildung. Dann ist die Reihe

∑∞
k=0 aσ1(k)bσ2(k) absolut

konvergent und es gilt

∞∑
k=0

aσ1(k)bσ2(k) =

( ∞∑
l=0

al

)( ∞∑
m=0

bm

)

Beweis: Für m ∈ N0 und für hinreichend großes N ∈ N0 gilt

m∑
k=0

|aσ1(k)bσ2(k)| ≤
N∑

k=0

N∑
l=0

|ak | |bl | ≤

( ∞∑
k=0

|ak |

)( ∞∑
l=0

|bl |

)
<∞

Somit ist die Reihe
∑∞

k=0 aσ1(k)bσ2(k) absolut konvergent, und ihr
Grenzwert ist nach dem Umordnungssatz unabhängig von der Permutation
σ = (σ1, σ2).
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Multiplikation von Reihen.

Zur Berechnung des Grenzwertes wählt man eine spezielle Reihenfolge

σ(k) 0 1 2 3 . . .

0 0 3 8 15 . . .
1 1 2 7 14 . . .
2 4 5 6 13 . . .
3 9 10 11 12 . . .
...

...
...

...
...

Für m = (n + 1)2 − 1, mit n ∈ N0, bekommt man
m∑

k=0

aσ1(k)bσ2(k) = (a0 + a1 + · · ·+ an)(b0 + b1 + · · ·+ bn)

und somit

lim
m→∞

m∑
k=0

aσ1(k)bσ2(k) = lim
n→∞

(
n∑

k=0

ak

)(
n∑

l=0

bl

)
=

( ∞∑
k=0

ak

)( ∞∑
l=0

bl

)
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Das Cauchy–Produkt von Reihen.

Weiterer Spezialfall: Nummerierung entlang der Diagonalen

σ(k) 0 1 2 3 . . .

0 0 2 5 9 . . .
1 1 4 8 13 . . .
2 3 7 12 18 . . .
3 6 11 17 24 . . .
...

...
...

...
...

Man erhält damit das Cauchy–Produkt der (absolut konvergenten) Reihen:( ∞∑
k=0

ak

)( ∞∑
l=0

bl

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)

= a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + . . .
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Anwendung des Cauchy–Produkts.

Für die Exponentialfunktion

exp(z) :=
∞∑
k=0

zk

k!
(z ∈ Z)

gilt die Funktionalgleichung: exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Begründung: Die obige Reihe exp(z), z ∈ C ist absolut konvergent.
Damit folgt

exp(z) exp(w) =

( ∞∑
k=0

zk

k!

)( ∞∑
l=0

w l

l!

)
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

zkwn−k

k!(n − k)!

=
∞∑
n=0

1

n!

(
n∑

k=0

(
n
k

)
zkwn−k

)

=
∞∑
n=0

1

n!
(z + w)n = exp(z + w)
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Kapitel 4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.1. Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

Im Folgenden betrachten wir für normierte Vektorräume V und W
Funktionen f : D →W mit Definitionsbereich D ⊂ V .

Definition:

Ein Punkt x0 ∈ V heißt Häufungspunkt von D, falls eine Folge
(xn)n∈N existiert mit

∀ n ∈ N : xn ∈ D, xn 6= x0 und lim
n→∞

xn = x0

D ′ bezeichnet die Menge aller Häufungspunkte von D.

D = D ∪ D ′ bezeichnet den topologischen Abschluss von D.

Die Menge D heißt abgeschlossen, falls D ′ ⊂ D, also D = D gilt.
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