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Informationen zur Lehrveranstaltung Analysis .

© Vorlesung: (wochentlich)
Dienstag, 13:15-14:45 Uhr, Audimax |, BU, BVT, EUT, LUM, MB,
MTB/MEC, SB, VT
Donnerstag, 11:30-13.00 Uhr, Audimax II, AIW, ET, IN/IIW

@ Horsaaliibung: (14-taglich)
Montag, 14:45-16:15 Uhr, Audimax |
Dienstag, 9:45-11:15 Uhr, Audimax |

© Ubungsgruppen: (14-taglich)
Im Wechsel mit der Linearen Algebra |, Beginn diese Woche

Q Internetseiten:
www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/index.html

© Textbuch:
R. Ansorge, H. J. Oberle: Mathematik fiir Ingenieure, Band 1,
3. Auflage, Wiley—VCH, Berlin, 2000.
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Inhalte der Vorlesung Analysis |.

Aussagen, Logik und Mengen.

Zahlensysteme, Relationen und Funktionen.
Folgen, Reihen und Konvergenz.

Vektorraume und Normen.

Stetige und gleichmaBig stetige Funktionen.
Differenzierbarkeit und Differentiationsregeln.
Mittelwertsatze, lokale Extrema, Satz von Taylor.

Regel von de |I'Hospital, Kurvendiskussion.

© © 0 00 6 0 00

lterationsmethoden und Banachscher Fixpunktsatz.
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Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.1. Aussagen

Beispiele fiir Aussagen (mathematische und nicht—-mathematische)

e heute ist Donnerstag e heute scheint die Sonne
e 16 ist eine Quadratzahl e 5 ist eine gerade Zahl

Kennzeichnende Eigenschaft mathematischer Aussagen:
Aussagen sind entscheidbar wahr oder falsch.

Wahrheitswerte: Sei A eine Aussage. Dann kann man A einen
eindeutigen Wahrheitswert w(A) zuordnen:

Ist die Aussage A falsch, so setzen wir w(A) =0
1

Ist die Aussage A wahr, so setzen wir w(A)
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1.1. Aussagen

Verkniipfung von Aussagen:

—A : Negation
AANB : Konjunktion AV B I_:_)isjunktion
A= B : Implikation A< B : Aquivalenz

Wahrheitswertetafeln:

w(A) w(B) | w(-A) w(AAB) w(AvB) w(A=B) w(A< B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1
Beachte:

Eine Implikation ist immer wahr, wenn die Pramisse falsch ist.

Also gilt: A= B & -AV B
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1.1. Aussagen

Definition:

© Eine Verkniipfung von Aussagen, die fiir samtliche Kombinationen von
Wahrheitswerten stets eine wahre Aussage ergibt, heiBt Tautologie.

© Eine Verkniipfung von Aussagen, die fiir samtliche Kombinationen
von Wahrheitswerten stets eine falsche Aussage ergibt, heiBt

Kontradiktion.
Beispiel:
Die folgenden Verkniipfungen sind Tautologien.
o
((A = B) /\ﬂB> = —A
(2

~(AV B) & (=A) A (=B)

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 6/188



Beispiel | fiir

eine Tautologie.

Die Verkniipfung

((A:> B)/\ﬁB> = -A

ist eine Tautologie.
w(A) w(B) | w(A= B) w(=B)| w((A= B)A-B)
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1
w(A) w(B) [w((A= B)A—B) w(-A) | w((A= B)A-B = —A)
1 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
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Beispiel |l fiir eine Tautologie.

Die Verkniipfung

ist eine Tautolog

—(AV B) & (-A) A (—B)

e.

Wahrheitswertetafel.

w(=(AV B)) w(=AA —B)

w(=(AV B) = A A —B)

w(A)
1
1
0
0

2
O = O |70
Oy
~

0

R O O O

0
0
1

—_ = R
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Definition und Beispiele fiir Aussageformen.

Definition:
Ein Aussage, die von Variablen abhangt, heit Aussageform.

Beispiele fiir Aussageformen.

© Xx ist eine gerade Zahl.
© Xx ist groBer als y.
© x ist groBer als y und y ist groBer als z

Wahrheitswerte erhilt man nur durch Einsetzen von Variablen

Beispiel:
Wir definieren eine Aussageform als

Alx,y) & x> +y? < 4

@ A(1/2,1) ist wahr, d.h. w(A(1/2,1) =1,
@ A(—3,2) ist falsch, d.h. w(A(-3,2)) =0.
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Quantoren.

Mathematische Aussagen werden haufig durch Kombination von
Aussageformen mit Quantoren formuliert. Es gibt zwei Grundquantoren:

vV Allquantor 4 Existenzquantor
sowie den Quantor
41 Existenz mit Eindeutigkeit

Sei A(x) eine Aussageform. Wir definieren neue Aussagen wie folgt.

Q Vx: A(x), d.h. fiir alle x gilt A(x).
@ Jx: A(x), d.h. es gibt mindestens ein x, fiir das A(x) gilt.
© i1 x: A(x), d.h. es gibt genau ein x, fiir das A(x) gilt.
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Negation von Quantoren.

Die Wahrheitswerte der Aussagen werden entsprechend definiert.
w(Vx:A(x))=1 < firalle x ist w(A(x)) = 1.
w(dx : A(x)) =1 < es gibt mindestens ein x mit w(A(x)) = 1.
w(d1 x: A(x)) =1 < es gibt genau ein x mit w(A(x)) = 1.

Negation von Quantoren:

—l(VX ; A(X)) & dxc <—|A(X))
—|(E|x ; A(x)) & Vx: <—|A(x))
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Ein Beispiel und Aufgaben zum Einsatz von Quantoren.

Beispiel und Aufgaben:
© Eine Funktion f : D — R heiBt stetig im Punkt xp € D &
Ve>0: d0>0: VxeD:
Ix—x|<d = |f(x)—"~f(x)<e
< (e, 0)—Definition der Stetigkeit )
© Man verneine die Aussage
VxeR: Ve>0: dneN: x—e<n<x+c¢

© Negation des Stetigkeitsbegriffs
—l(V5>O: 46 >0: Vxe D

x—x| <8 = |f(x)=f(x) < e)
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Mathematische Satze und Beweistechniken.

Standardform eines Satzes: aus A folgt B, also
A = B fiir Aussagen A, B,
wobei A Voraussetzung (Pramisse) und B Behauptung (Konklusion) heiBt.
Mogliche Beweistechniken:
© Direkter Beweis (Kettenschluss)
A=A=A =A=---=A,=8B
@ Indirekter Beweis (Kontraposition, Widerspruch)
A=B & -B=-A

ist eine Tautologie.
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Exemplarisches Beispiel fiir einen Beweis.

Satz:

Eine natiirliche Zahl n € N ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat n?
gerade ist, d.h. fiir n € N gilt die Aquivalenz

ngerade <=  n? gerade.

Beweis:
Wir fihren den Beweis in zwei Schritten.
1. Schritt: Zeige die Implikation

ngerade = n? gerade.
2. Schritt: Zeige die Implikation

n® gerade = n gerade.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 14 /188



Beweis: n gerade <= n? gerade.

1. Schritt: Direkter Beweis.
Sei n gerade. Dann dk € N : n =2k

n=2k = n®=4k*=2(2k*) = n” gerade

2. Schritt: Indirekter Beweis. (Zeige =B = —A statt A= B)
Sei n? gerade. Angenommen n ist ungerade. Dann 3k € N : n =2k — 1

n=2k—-1 = n*=2k—-1)?>=14k*>—4k+1=2(2k* - 2k)+1
— n? ist ungerade

Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass n? gerade ist.
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Die Zahl v/2 ist irrational.

Satz:

Die Zahl v/2 ist irrational, d.h. v/2 ldsst sich nicht als Bruch v/2 = n/m
mit natiirlichen Zahlen n, m € N darstellen.

Beweis: (durch Widerspruch)
Annahme: es gibt teilerfremde n,m € N mit v/2 = n/m.
Dann gilt

2m? = n? = n? gerade = n gerade = 3k € N : n = 2k
Einsetzen in 2m? = n? ergibt
2m?* = n® = (2k)? = 4k* = m* = 2k? = m? gerade = m gerade

Widerspruch zur Annahme, dass n und m teilerfremd sind.

) n . ; ) )
Die Annahme \/§ = — st also falsch = 2 ist irrationall
m
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Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.2. Mengen

Definition:
Eine Menge ist eine Kollektion von paarweise verschiedenen Objekten. Die
einzelnen Objekte werden Elemente der Menge genannt.

Beispiele fiir Mengen.
O N={1,23,...} Menge der natiirlichen Zahlen.
@ Ny =1{0,1,2,3,...} Menge der nicht—negativen ganzen Zahlen.
© Menge der Primzahlen.

Notationen: Sei M eine Menge.
aeM <= aist ein Element der Menge M
a¢g M <— —(ae M)
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1.2. Mengen

Definition von Mengen.
© Aufzdhlung der Elemente M := {1,2,3,4}.
@ Charakterisierende Eigenschaft der Menge, M := {x € Q| A(x)}.

Bedeutung der verwendeten Symbole.

= “wird definiert durch”
A(x) Aussageform, definiert fiir Elemente aus dem Grundbereich Q

Teilmengen von Mengen.
MCN <= Vx:(xeM=xeN)

Gleichheit von Mengen.
M=N <= Vx:(xeMs&xeN)

Leere Menge. Menge, die kein Element enthilt. Bezeichnung: ()
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Ordnungseigenschaften und Verkniipfung von Mengen.

Ordnungseigenschaften.

@ McM

@ McNANCM = M=N
©@ MCNANCP = MCP

Verkniipfung von Mengen.

MUN = {x|xeMvxeN} (Vereinigung)
MAN = {x|xe MAxeN} (Durchschnitt)
M\N = {x|xeMAx¢gN} (Differenz)
MxN := {(a,b)|]lae MAbe N} (Cartesisches Produkt)
P(M) = {X|XcC M} (Potenzmenge)
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Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.

e Gilt MN N = (), so nennt man M und N disjunkt.

@ Verkniipfung von endlich viele Mengen

@

A = AiUAU---UA,

-
I
-

= {a|Fie{l,...,n} : a€ A}

k = AiNAnN---NA,

IDE
>

-
I
-

= {a|lVie{l,...,n} : ac A}

S

Ak = A1><A2><---><An

-
I
=

= {(a1,...,ap)|Vie{l,....,n} : a; € A}}
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Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.

@ Fiir geordnete Paare bzw. n-Tupel gilt:

(31,32) = (bl, b2) < a;=b; N a=bo

(X]_’...,Xn):(yl,...,yn) e VIG{].,,”}XI:)/I

@ Wichtige Cartesische Produkte:
e die Euklidische Ebene

R*=R xR ={(x,y)|x,y € R}
e der dreidimensionale Euklidische Raum
RP=RxRxR={(x,y,2)|x,y,ze R}
e der n—dimensionale Euklidische Raum

R"=Rx- - xR={(xg,...,x) | xi € R}
N———
n—fach
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Einige Beispiele fiir Mengen im R".

@ Kreisscheibe mit Radius r = 1.
A={(x,y) e R?|x®> +y? <1}
@ Zwei Streifen in der Euklidischen Ebene.
B:={(x,y) eR?|5<x*+1<17}
Beachte:
5<x*+1<17 & 4<x*<16 & —4<x<-2V2<x<4
und somit gilt

B:i={(x,y) eR’| —4<x< -2V 2<x<4}
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Einige Beispiele fiir Mengen im R".

@ Intervalle in R.  Seien a,b € R mit a < b.

[a,b] = {x|a<x<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) = {x|a<x < b} offenes Intervall

[a,b) = {x]|a<x< b} halboffenes Intervall
(a,b] = {x|a<x < b} halboffenes Intervall

@ Querschnitt eines T-Tragers.

M = M UM,
[ O «
M]_ = _—E, §:| X [—’)/, 0]
[ « o
vy = |- (5+8).(5+8)] x[0,4]
i 2 2
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 23/188

Kapitel 1. Aussagen, Mengen und Funktionen

1.3. Funktionen

Definition:

Seien M und N Mengen. Unter einer Funktion (oder einer Abbildung) von
M nach N verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element x € M genau
ein Element y € N zuordnet. Die Zuordnung x — y ist also eindeutig.

Notationen und Bezeichnungen.
o f:M— N, y="f(x)bzw. x — f(x) fiir alle x € M. Somit gilt:

f:M—=>N << VxeM:JyelN : :y=fFf(x)
@ M nennt man Definitionsbereich (oder Urbildbereich) von f.

@ N nennt man Zielmenge (oder Bildbereich) von f.

@ Die Menge
graph(f) = {(x,f(x)) |[x e M} C M x N

heiBt Graph der Funktion f.
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1.3. Funktionen

Sei f : M — N eine Funktion.

Q@ Zu A C M heiBt die Menge
f(A)={f(a)e N|lae M} CN

das Bild von A unter der Funktion f.
© Zu B C N heiBt die Menge

fI(B)={acM|f(a)e BYC M
das Urbild von B unter der Funktion f.

Fiir vorgegebene Mengen M und N und eine Funktion f : M — N
definieren wir nun die Begriffe

surjektive, injektive und bijektive Funktionen.
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition:
Sei f : M — N eine Funktion von M nach N.

Die Funktion f heiBt surjektiv, falls die Gleichung y = f(x) fiir alle y € N
mindestens eine Losung x € M besitzt, d.h.

VyeN : IxeM : y="Ff(x)

Weiterhin heiBt f injektiv, falls die Gleichung y = f(x) fir y € N
hochstens eine Losung x € M besitzt, d.h.

Vxi,x0 € M 1 (f(x1) = f(x) = x1 = x2)

SchlieBlich heiBt die Funktion f bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Ein paar Beispiele auf der Folie ...
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Bemerkungen.

© Eine injektive Funktion f : M — N lasst sich invertieren, denn zu
jedem y € f(M) existiert genau ein x € M mit y = f(x).

© Fiir eine injektive Funktion f : M — N wird deren Umkehrfunktion
f=1: f(M) — M definiert durch

fl(y) =x firy € f(M), wobei f(x) =y.
© Falls f : M — N bijektiv ist, so gilt
f(M)=N und fYN)=M

© Die Umkehrfunktion einer reellwertigen injektiven Funktion einer
reellen Variablen erhdlt man durch Spiegelung an der Diagonalen.

Ein paar Beispiele auf der Folie ...
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f : M — N und g : N — P Funktionen. Dann ist die
Komposition g o f von f und g eine Funktion definiert

gof:M—= P, (gof)(x)=g(f(x)) firxeM
Wir erhalten also die Hintereinanderschaltung
MELENEP bzw. MELP

Eigenschaften von Kompositionen.
© Assoziativitat. Es gilt

ho(gof)=(hog)of
© Kompositionen sind in der Regel nicht kommutativ, d.h.

gof#fog
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Beispiel: Kompositionen sind in der Regel nicht
kommutativ.

Wir betrachten die beiden reellwertigen Funktionen f, g : R — R,
f(x) = x*+2x
glx) = x+1

die auf ganz R definiert sind.

Dann folgt
(gof)(x) = g(x*+2x)=x*+2x+1=(x+1)?
(fog)(x) = flx+1)=(x+1)2+2(x+1)=x>+4x+3

und somit gilt gof # f o g.
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Die symmetrische Gruppe S(M).

Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heiBt die Menge
S(M)=A{f: M — M| f bijektiv}

die symmetrische Gruppe der Menge M.

Insbesondere ist die Identitat idy, : M — M, definiert durch idy(x) = x
fir alle x € M, ein Element von S(M).

Die symmetrische Gruppe S(M) erfiillt die Gruppenaxiome.

Gl) ho(gof) = (hog)of (Assoziativgesetz)
G2) foidy = ddyof=f (neutrales Element)
G3) fof 1 = flof=idy (inverses Element)

Dabei bezeichnet f~1 die Umkehrfunktion von f.
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Elementare reelle Funktionen |.

o Affin—lineare Funktionen.
f(X) = aix+ ag, apg,a1 € R
@ Polynome.

1

f(x)=apx" 4+ ap_1x""" 4+ ...+ a1x + ag

mit ag, a1,...,an € R,a, # 0.
e Die Exponentialfunktion f(x) = a* zur Basis a € R,a > 0.

Spezialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch

0.9}

1
e = Z = 2.7182818284590452353 . . .
r n!

Es gilt die Funktionalgleichung

T =a%- 3 firallex,y €R
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Elementare reelle Funktionen Il.

@ Der Logarithmus: Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
f(x)=log,x:(0,00) >R, a>0,a#1
Spezialfall: Basis e ergibt den natiirlichen Logarithmus.
In(x) = log(x) = log.(x)
@ Trigonometrische Funktionen.
Darstellung am Einheitskreis

y

P
_ sing
sin¢ tan¢ = cos¢
¢
\ 1 X
_/

cos
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen |.

@ Wir definieren die trigonometrischen Funktionen iiber das BogenmaB.

e Fiir alle p € [0,27) gilt

@ Periodizitat: Fiir alle p € R gilt

sin, cos : [0,27) — [—1,1]

sin2g0—i—coszgo =1

sin(¢)
cos(¢)

sin(y + 2m)

cos(p + 2m)

somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert.

sin,cos : R — [—1,1]

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 33/188
Eigenschaften trigonometrischer Funktionen II.
e Symmetrie: Fiir alle ¢ € [0,27) gilt
sin(—¢) = —sin(p), cos(—¢) = cos(y)
@ Wertetafel.
© 7/6 | w/4 | w/3 | 7/2
sin 1/2 | V2/2|+3/2| 1
COS V3/2 | V2/2| 1/2 | 0
@ Additionstheoreme.
Fiir alle o, 8 € R gilt:
cos(aw + ) = cosacosf — sinasinf
sin(ct + 8) = sinacos + cosasin 3
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Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.1. Natiirliche Zahlen

Die Menge
N={1,2,3,...}

der natiirlichen Zahlen wird formal durch die Peano—Axiome definiert:

(Al) 1eN

(A2) neN= (n+1)eN

(A3) n#m = (n+1)# (m+1)

(Ad) neN= (n+1)#1

(Ab) Fiir A C Ngilt das Vollstandigkeitsaxiom gilt
le AN(Vn:[neA=(n+1)e€A]) = A=N

Bemerkung: Die Nachfolgeabbildung n — (n+ 1) ist eine injektiv.
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2.1. Naturliche Zahlen

Beweisprinzip der vollstandigen Induktion.

Dabei ist die Giiltigkeit einer Aussage A(n) fiir alle n € N zu beweisen,

d.h. es ist zu zeigen
VneN:A(n)

wobei A(n) eine Aussageform ist, die von n € N abhangt.
Beweisschritte der vollstandigen Induktion.

(I1) Induktionsanfang: n =1, d.h. zeige A(1).

(12) Induktionsannahme: Es gelte A(n).

(13) Induktionsschluss: n — n+1

Zeige die Implikation A(n) = A(n+1).
Sind (I11)-(13) durchfiihrbar, so gilt die Aussage A(n) fiir alle n € N.
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Beispiel 1 zur vollstandigen Induktion I.

Bestimme die Anzahl t, der Teilmengen einer Menge mit n Elementen,
An=1{a1,32,...,an}
Vorgehen: Betrachte zunachst kleine n € N, z.B. n=1,2, 3.
QO n=1:
Die Menge A; = {a;1} besitzt die Teilmengen ), {a1}, d.h. t; = 2.
Q@ n=2:
Die Menge Ay = {a1, a»} besitzt die vier Teilmengen

®7 {31}7 {32}7 {317 32}

und somit gilt tp, = 4.
© n = 3: Die Menge A3 = {a1, a», a3} besitzt t3 = 8 Teilmengen.
Vermutung: Es gilt t, = 2" fiir alle n € N.
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Beispiel 1 zur vollstandigen Induktion |I.

Satz: Eine n—elementige Menge A = {a1,...,a,} besitzt 2" Teilmengen.

Beweis: durch vollstandige Induktion iber n.
e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt t; =2 = 21
@ Induktionsannahme: Es gelte t, = 2" fiir n € N.
@ Induktionsschluss (n — n+1):
Zu zeigen: A, 1 = {a1,...,an, ans1} hat 2™ Teilmengen.
Schreibe P(An+1) = K1 U K3 fiir die Potenzmenge von A, 41, wobei
TeK <— an+1 % T
T eKy, «— ant1 € T
Nach Induktionsannahme besitzen K; und K5 genau t, = 2" Elemente.
Weiterhin gilt nach Konstruktion K1 N K> = ().
Somit hat P(A,11) insgesamt t,y1 = t, + t, = 2" + 2" = 2"*1 Elemente.
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Beispiel 2 zur vollstandigen Induktion I.

Bestimme die Anzahl p,, der verschiedenen Anordnungen (Permutationen)
fir die Elemente einer n—elementigen Menge A, = {1,2,...,n}

Vorgehen: Betrachte zunachst kleine n € N, z.B. n=1,2, 3.

Q n=1
Das Element in A; = {1} besitzt nur eine Anordnung (1), d.h. p; = 1.

@ n = 2: Fiir die Elemente in Ay = {1,2} gibt es zwei Anordnungen
(1,2),(2,1).
Somit gilt po = 2.
© n = 3: Fiir die Elemente in A3 = {1,2,3} gibt es sechs Anordnungen
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1).
Somit gilt p3 = 6.
Vermutung: Es gilt p, =nl=1-2-...-n firalle ne N.
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Beispiel 2 zur vollstandigen Induktion |I.

Satz: Es gibt p, = n! Permutationen fiir das n—Tupel (1,2,...,n).

Beweis: durch vollstandige Induktion iiber n.
@ Induktionsanfang (n = 1): Es gilt p1 = 1.
@ Induktionsannahme: Es gelte p, = n! fiir n € N.
@ Induktionsschluss (n — n+1):
Es gibt nach Induktionsannahme je n! Permutationen fiir die (n+ 1)—Tupel

( )

(il, Iy ...y dn_1,1In, N+ 1),
(Ila 12,...,In—1, N+ 17 In)7

g : > i,...,0n € {1,...,n}
(I]_, n -+ 1, 2,...,Ip—1, In)’ paarweise verschieden
\ (n+17i17i2v"°7in—17in) J

und somit gilt ppy1 =nl+...+nl=(n+1)-nl = (n+1).
(n—l—lsr—fach
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Beispiel 2 zur vollstandigen Induktion ll.

Folgerung: Eine n—elementige Menge {a1, ..., a,} besitzt genau
n n! .
= , firnmeNyg:0<m<n
m m! (n — m)!

m—elementige Teilmengen. Dabei setzt man 0! = 1.

Klassisches Beispiel: Zahlenlotto. Es gibt

| . . . . .
(49) 49! 49.48-47-46-45-44 13083816

6 )/ 6/431  1.2-3-4-5-6

Moglichkeiten, aus einer 49—elementigen Menge eine 6—elementige
Teilmenge auszuwahlen.

Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, beim (klassischen)
Zahlenlotto "6 aus 49" die 6 richtigen Zahlen zu tippen, betragt

1 1
= — (0.00000007151123842018516. ..
(469> 13983816
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Einschub: Summen, Produkte und Potenzen |.
Definition:
Allgemeine Summen und Produkte.
n
Y bi = bp+bpii+--+by (falls m<n)
k=m
n
Z by = 0 (falls m> n, leere Summe)
k=m
n
H by = bm-bmy1-... by, (falls m< n)
k=m
n
H by := 1 (falls m> n, leeres Produkt)
k=m
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Einschub: Summen, Produkte und Potenzen II.

Definition:
Potenzen.
n
I a : flirn>0
" — k=1
1/(a=") : firn<O0
Potenzgesetze.
an . am — an—l—m
(an)m — an m
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Binomialkoeffizienten und deren Eigenschaften I.

Definition:
Die (natiirlichen) Zahlen ( :7 ) nennt man Binomialkoeffizienten.
Satz:

a) Fir n,me N, 0 < m < n, gilt die Rekursionsformel

CARONEN
(2)-(2)-

b) Fiir n € Ny und a, b € R gilt der Binomische Lehrsatz

(a+b)”:2n:( Z) a* bk

k=0

wobeli
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Binomialkoeffizienten und deren Eigenschaften Il.

Beweis zu Teil a): Es gilt (n,m e N,0 < m < n)

(;)Jr(m,ll) N m!(nn!—m)!+(m—1)!(77!—m—|—1)!

nl(n—m+1)+n'm

m!(n+1— m)!
_ nl(n+1-m+m)
 ml(n+1-—m)!
B (n+1)!
 ml(n+1-—m)!
_ n+1
- m
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 45 /188

Beweis: Binomischer Lehrsatz |.

Beweis zu Teil b): durch vollstandige Induktion iiber n.
@ Induktionsanfang (n = 0): Es gilt

(a+b)°:(8>a°b°:1

@ Induktionsannahme: Fiir n > 0 gelte

(a+b)”:i( Z) ak bk

k=0
@ Induktionsschluss (n — n+1):
(a+b)"* = (a+b)(a+b)
_ . n k pn—k
= (a+b)2(k> a“ b

k=0
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Beweis: Binomischer Lehrsatz Il.

(a+ b)" = (a+ b)(a+ b)" = (a+b) : <Z> Sk pn—k

k=0
n

n
_ Z (Z)ak+1bn—k I <Z)akbn—|—1—k
k=0 k=0
n+1 n

= Z (;7y)abm 4+ 3 (7)ak bt

k=

( ) obn+1_|_z [( +( )} akprtl=k o (Z)a”“bo
— (n?,rl)aob”ﬂ%—z("Jkrl>akb”+1_k+ (Zii)anﬂbo

o

k=1
n+1
1 —
_ Z( ”‘){‘ )akbn+1 k
k=0
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Rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten.

Pascalsches Dreieck

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Beispiel:

(a+b)° = 1-°p°+5-a'b*+10-2°h>+10-2°b* +5-a*bt +1.2°H°

— 22+ 53%h+10a3b% + 10a%°63 + 5ab* + b°
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Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.2. Primzahlen

Definition: Eine natiirliche Zahl m € N heiBt Teiler von n € N, falls ein
k € N existiert mit
n=k-m

Man schreibt dann auch m|n.

Jede Zahl besitzt offensichtlich die beiden Teiler 1 und n, denn es gilt stets

n=n-1=1-n

Existiert fiir n > 1 kein weiterer Teiler, so nennt man n eine Primzahl.
Die ersten Primzahlen lauten

2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...
Bemerkung: Es gibt unendliche viele Primzahlen.
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Hauptsatz der Zahlentheorie.

Satz: Jede natiirliche Zahl n € N [3Bt sich als Produkt von
Primzahlpotenzen schreiben,

— n rn ri
n—pl 'p2 '...'pk

wobei p; Primzahl und r; € Ng fiir 1 < j < k.

Beweis: durch Induktion iiber n.
e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt 1 = 29,
@ Induktionsannahme: Alle k < n besitzen Primfaktorzerlegung.
@ Induktionsschluss (n — n+1):

Fall 1: Sei n+ 1 eine Primzahl. Dann gilt n+ 1 = (n+ 1)

Fall 2: Sei n+ 1 keine Primzahl. Dann gibt es k, m < nmit n4+1= k- m.

Somit besitzt n + 1 eine Primfaktorzerlegung, da k und m je eine besitzen.
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Der ggT und das kgV.

Definition: Seien n, m € N zwei natiirliche Zahlen. Dann heiBt
ggT(n, m) := max{k | k teilt n und m}

der groBte gemeinsame Teiler (ggT) von n und m. Weiterhin heiBt
kgV(n, m) := min{k | n und m teilen k}

das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von n und m.

Beobachtung: Fiir

r r r s s s
n=p'-pl-...-pS und m=pi'-p’-...-p*
mit Primfaktoren pl,..., px und Exponenten r, ..., re,s1,...,5 > 0 gilt
. min(ry,s1) min(r,sp) min(ry,sk)
ggT(n,m) = p; * Py S Py
. max(r1,s1) max(r,s2) max(rg,Sk)
kgV(n,m) = p - Py Py
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Beispiel zu ggT und kgV.

Beispiel: Fiir
n = 525=2°.3".52.7!

m = 180=22.32.51.70
gilt
ggT(525,180) = 2°.31.51.79 =15
kgV(525,180) = 2°2.3%.52.7! =6300

d
on n-m=525.180 = 15 - 6300 = ggT - kgV

Beobachtung: Fiir alle n,m € N gilt
n-m=ggT(n,m)-kgV(n, m)
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Der Euklidische Algorithmus.

Fiir n,m € N [aBt sich der ggT mit dem Verfahren der iterierten Division
bestimmen.

Voriiberlegung: Zu n,m € N, n > m, existieren eindeutige g, r € Ny mit

n=q-m+r, wobeiQ<r<m

(Euklidischer) Algorithmus:

INPUT: n,m & N mit n > m.
@ Setze y=n, p =mund j =1,
o REPEAT
® rj—1=qj- fj+ fi1, wobei 0 < rjp1 <15
o Setze j =/ + 1,

UNTIL (rj41 =0)
OUTPUT: r; = ggT(n, m).
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Beispiel zum Algorithmus und Z-Kombination.

Beispiel: Fiir n = 3054 und m = 1002 liefert der Euklidische Algorithmus:

3004 = 3 - 1002 4 48
1002 = 20 - 48 + 42
48 = 1 - 42 + 6
42 = 7 - 6] + O

— ggT(3054,1002) = 6, kgV/(3054,1002) = 3054 - 1002/6 = 510018.

Z—Kombination des ggT(n, m) von n und m.
6 = 48—-1-42=48—-1-(1002—20-48) =21-48 — 1002
= 21-(3054 —3-1002) — 1002 = 21 - 3054 — 64 - 1002

Die Z—-Kombination von n = 3054 und m = 1002 ist gegeben durch
ggT(3054,1002) = 6 = 21 - 3054 — 64 - 1002
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Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.3. Reelle Zahlen

Erweiterung des Zahlenbereichs der natiirlichen Zahlen

@ Ganze Zahlen

Z:=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = -NU {0} UN.

@ Rationale Zahlen
Q::{% | mez,neN}.

Beachte: V2 ¢ Q.

Aber: Die Zahl v/2 13Bt sich beliebig genau durch eine rationale Zahl aus
Q approximieren, d.h. zu jedem £ > 0 gibt es ein g € Q mit

V2—-gq|<e
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Axiomensystem fiir die reellen Zahlen.

(1) Regeln der Addition ((R, +) ist eine Abelsche Gruppe):

@) x++z2) = (x+y)+z
(b) x+y = y+x
(c) x+0 = 0+x = X
(d) x+(=x) = (=x)+x =0
(11)  Regeln der Multiplikation ((R \ {0}, ) Abelsche Gruppe):
(@) x-(y-2) = (x-y)z
(b) x-y = y-x
(c) x-1 = 1-x = X
@ x (1) = (Hox =1 (x20)
(111)  Distributivgesetz (Regeln (1)—(lI1): Korperaxiome):

x-(y+z)=x-y+x-z
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Weitere Axiome fiir die reellen Zahlen.

(1V) Ordnungseigenschaften

(a) x<yVy<x

(b) x<x

(c) (x<yANy<x)=x=y

(d (x<yAy<z)=x<z

(e) x<y = x+z<y+z

(f) (x<yAz>0) = x-z<y-z

(V) Volistandigkeitsaxiom (Dedekind, 1872)

Sei R = LU R zerlegt in nichtleere Mengen mit Vx e Ly e R: x <.
Dann gibt es genau eine Schnittzahl s € R mit

Vxel,yeR: (x<s<y)
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Eine Bemerkung und Rechnen mit Ungleichungen.

Bemerkung: Die Menge der rationalen Zahlen Q erfiillt nicht das
Vollstandigkeitsaxiom (V). Denn fiir

L = {xeQ|x*<2Vx<0}
R = {xcQ|x*>2A x>0}
gibt es keine Schnittzahl. Diese wire x = v/2 ¢ Q.

Weitere Regeln beim Rechnen mit Ungleichungen (mit den Axiomen (IV))

(1) x<y= -—x>-y

(2) (x<yAz<0)=x-z>y-z

3) x*>0

(4) (x<yAu<v)=x4+u<y+v

(5) (0<x<yA0<u<v)=x-u<y-v
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Der Betrag einer reellen Zahl.

Definition: Zu a € R heifit
3] = a fallsa>0
"] —a fallsa<0

der Betrag von a. Zu a, b € R heiBt |a — b| der (nichtnegative) Abstand
der Zahlen a und b.
Eigenschaften:
(1) fal =0
laj=0=a=0
|ab| = |a| [b]
|a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)
U-(a) = {x eR||x—a|<e} (¢>0)
=(a—¢,a+¢) (e-Umgebung von a)
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Obere und untere Schranke, Supremum und Infimum.

Definition: Sei M C R eine Teilmenge von R.
1) Die Zahl x € R heiBt obere Schranke von M, falls gilt:

VweM: w<x

Analog definiert man den Begriff untere Schranke von M.

2) Die Menge M heiBt nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls es
eine obere (bzw. untere) Schranke von M gibt.
3) Die Zahl s € R heiBt Supremum von M, mit Notation
s = sup M = sup(M),
xeM

falls s die kleinste obere Schranke von M ist, d.h.

e s ist eine obere Schranke von M
e fiir jede beliebige obere Schranke x von M gilt: s < x

Analog definiert man den Begriff Infimum von M.
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Beispiele zu Supremum und Infimum.

Beispiel: Betrachte das Intervall / =[1,2) = {x e R|1 < x < 2}
Dann ist

@ jede Zahl x > 2 eine obere Schranke von /,
@ jede Zahl x <1 eine untere Schranke von /.

Also gilt
sup[1,2) =2 inf[1,2) =1

Beispiel: Betrachte die Menge M C R definiert durch

1 1 35 7 9 11
M.—{X€R|X—;+m,HGN}—{E,E,E,%,%,...}

Dann gilt
supM = g inf M =0
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Zur Existenz eines Supremums und Infimums.

Satz: Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschriankte Menge M C R
besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Beweis: Mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms.

Folgerungen:

1) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt.
2) Fiir alle x € R gilt:

1
x>0 = dneN : O<;<x

3) Zwischen zwei reellen Zahlen x < y gibt es immer (unendlich viele)
rationale Zahlen.
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1. Normierte Vektorraume

Definition:

Sei V ein Vektorraum (oder linearer Raum) iiber (dem Korper) R.

Eine Abbildung || - || : V — [0, 00) heiBt Norm auf V/, falls die folgenden

Eigenschaften erfiillt sind.
N1) ||v]|=0 <= v =0 (Definitheit).

N2) [[A-v] = |A|l-|lv] firalle A€ R, ve V (Homogenitat).

N3) ||v + w|| < ||v|| + ||w]|| fiir alle v,w € V  (Dreiecksungleichung).

V' zusammen mit || - || heiBt dann normierter Vektorraum.
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Beispiele fiir normierte Vektorraume.

63,188

@ R mit der Betragsfunktion | - | ist ein normierter Vektorraum.
@ Fiir n > 1 ist der R", zusammen mit der p—Norm, p € N,
; 1/p
. T
Ix]|p = Z‘Xﬂp firx = (xq1,...,xp) €R"
j=1

ein normierter Vektorraum.

Spezialfall: Fiir p = 2 bekommt man die Euklidische Norm

fiir x = (x1,...,x,)" € R".

Weiterhin (p = c0): Die Maximumnorm

1X]| 00 = 1rl_1ja<xn x| fiir x = (x1,...,%,)" € R™.
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.2. Folgen

Definition: Sei V ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Eine Folge
ist eine Abbildung N — V., n > a,, kurz (an)nen oder (an)n>1.

Beispiele fiir Folgen.

@ Reelle Folgen (Folgen reeller Zahlen), d.h. V =R, z.B. ist

an = firne N

n
eine reelle Folge.

@ Komplexe Folgen (Folgen komplexer Zahlen), d.h. V = C, z.B. ist
an=1" firneN

eine komplexe Folge.
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3.2. Folgen

Weitere Beispiele fiir Folgen.

o Vektorenfolgen (Folgen von Vektoren), d.h. V = R9 oder V = CY,
z.B. ist

1 1
an = (—,n,—z) firne Nundd =3
n'n

eine Folge reeller Vektoren.

e Funktionenfolgen (Folgen von Funktionen), etwa V = CJa, b], z.B. ist
fir [a, b] = [0, 1] die Folge

fo(x) = x" firx €[0,1]und n € N
eine Funktionenfolge.

Bemerkung: Wir bezeichnen mit C[a, b] die Menge der stetigen
reellwertigen Funktionen f : [a,b] — R, a,b € R.
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3.2. Folgen

Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum VY, fiir den die
Addition und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)nen + (bn)nen = (an + bn)nen
Man)nen = (Aan)nen

Rekursion und lteration.

Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch

ant1 = P(n,a,) firneN

wobei d:NxV -V

eine bestimmte lterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

@ Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f : [a, b] — R.
e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.

e lteration: Definiere zwei Folgen (un)nen, und (Vn)nen, rekursiv mit
den Startwerten (ug, vo) = (a, b) und der Iterationsvorschrift.

FORn=1,2,...
X = (Up—1+ Va—1)/2;
IF (x) = 0 THEN RETURN
IF (F(x) - f(va_1) < 0) THEN
Up i=X; Vp = Vp_1;
ELSE
Up i= Up_1; Vn = X;

OUTPUT: x mit f(x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel zum Bisektionsverfahren.

Betrachte die Funktion f(x) = x? — 2 auf dem Intervall [1,2].
Die gesuchte Nullstelle liegt bei x = /2 = 1.4142 13562. . .

Un Vn
1.0000 00000 2.0000 00000
1.0000 00000 1.5000 00000
1.2500 00000 1.5000 00000
1.3750 00000 1.5000 00000

W N = Ol

10 | 1.4140 62500 1.4150 39063
20 | 1.4142 13181 1.4142 14134
30 | 1.4142 13562 1.4142 13562

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton—Verfahren.

Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion

f:[a, b] — R.

Verwende die Newton—lteration:
f(xn)

Xpn+1 - — Xp — m
n

fiir f'(xn) # 0

mit Startwert xp.

Das Verfahren konvergiert, falls xo nahe bei einer Nullstelle von f liegt.

Beispiel: Fiir f(x) = x> — 2 und xo = 1 erhilt man

n | 0 | 1| 2 | 3| 41...
Xn || 1.0000 | 1.5000 | 1.41667 | 1.4142 15686 | 1.4142 13562 | ...

Erinnerung: f(v/2) = 0, d.h. v/2 = 1.4142 13562... . ist Nullstelle von f.
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Konvergenz von Folgen.

Definition:
Sei (an)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum V. Dann heiBt

® (an)jen fiir nj € Nmit 1 < ny < np <... Teilfolge von (a,)nen.
e die Folge (a,)nen beschrankt, falls es ein C > 0 gibt mit
VneN : |la]| < C
@ die Folge (an)nen konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V/, falls
Ve>0:dN=N(E)eN:Vn>N: |la,—a|] <e¢
Eine nicht—konvergente Folge heiBt divergent.

e die Folge (a)nen Cauchy—Folge, falls
Ve>0:dN=N(E)eN :Vnm>N : |la,—anm| <e
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Konvergenz von Folgen.

Satz: Sei (a,)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:

a)
b)  (

c) Falls (a,) konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

(
an) konvergent = (a,) beschrankt;
an) konvergent = (a,) Cauchy—Folge;

Beweis von a): Sei (a,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes € > 0 die Abschatzung

lanll = llan — a+all < [lan — al| + [lall < e+ [lal] fir alle n > N(e)
Damit ist die Folge (a,) beschrankt mit der Konstanten

C == max{|lar]}, [|azll; .-, [lan—1ll; llall + €}

Also
VneN : |a)]| < C
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Konvergenz von Folgen.

Beweis von b): Sei (a,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

lan —am|| = llan—a+a—an|
£ €
< Nan—all +llam—all < 5 + 5 =
fir alle n,m > N = N(e/2).
Beweis von c): Sei (a,) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und
a, a # a. Dann gelten fiir ¢ > 0 die Abschatzungen

lan — a|| < e fiir alle n > N(g)
|a, —3|| < e fiir alle n > N(¢)

Somit folgt fiir n > max{N(¢), Ne)} die Ungleichung
la—all = lla—an+an—all < llan — al| + [lan — 3| < 2¢
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt a =3 im Widerspruch zu a # a.
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Bemerkungen zur Konvergenz von Folgen.

Notation: Fiir eine konvergente Folge (a,) mit Grenzwert schreiben wir

lim a, = a oder an—a (n— o)
n—o0

Uneigentliche Konvergenz ...
... bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert +oo.

Fiir reelle Folgen definieren wir zusatzlich

lim a, =00 <— VC>0:3INeN:Vn>N:a,>C

n—o0

im ap, = -0 <«—= VC>0: dINeN:Vn>N:a,<-C

n—o0
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Vollstandige Raume bzw. Banachraume, Hilbertraume.

Bemerkung.
Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil b),

(an) Cauchyfolge = (a,) konvergent
gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich in
vollstandigen Raumen bzw. Banachraumen.

Einen vollstandigen Euklidischen Vektorraum nennt man auch

Hilbertraum.
Beispiele:
o fiir vollstindige Riume: (R, |- |), (C,|- ) (R |- 1), (C[a, ], || - loo):
e fiir einen nicht vollstandigen Raum: (Cla, b], || - ||2)-
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Rechnen mit konvergenten Folgen.

Satz: Seien (a,) und (by,) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die
beiden Folgen (a, + b,) und (Aa,) fir A € R (bzw. A € C), wobei gilt

a) lim (a,+ by) = lim a,+ lim by,
n—o0 n—00 n—00
b) lim (Aa,) = A lim a,
n—oo n—o0
Beweis: Sei a = |lim a, und b= |im b,.
n—o0 n—oo

a) Fir n > max{Ni(e/2), Na(g/2)} gilt
[(an + ba) = (2 + B)I| < llan = all + [1bw = bl < 5 + 5

2~ ¢

b) Sei A # 0. Dann gilt fiir n > Ny(¢/|\|) die Abschatzung
£

=¢
Al

[Aan — Aall = [A[ - [lan — al] < |A|

Der Fall A = 0 ist trivial.
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Die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge.

Definition: Sei (a,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

a) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) linear konvergent, falls eine
Konstante 0 < C < 1 und ein Index N € N existiert mit:

vn>N: [lan —a| < Clla, — al

b) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) superlinear konvergent, falls es eine
nicht—negative Nullfolge C,, > 0 mit lim C, = 0 gibt, so dass

n—oo

VneN: |lapr1 — al| < Gillan — a||

c) Die Folge (a) heiBt konvergent mit der Ordnung (mindestens) p > 1,
falls es eine nicht—negative Konstante C > 0 gibt, so dass

VneN: |lap1 —a|l < Clla, — al|?
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.3. Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (a,)nen heiBt
monoton wachsend <— Vn<m: a, < anm
streng monoton wachsend <= Vn<m : a, < anm
nach oben beschrankt <— dCeR: Vn: a,<C
Analog definiert man die Begriffe
monoton fallend <— Vn<m: a,> an
streng monoton fallend <— Vn<m : a, > an

nach unten beschrankt «<— dCeR: Vn: a,>C
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3.3 Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen

Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Folge
(an)nen ist konvergent mit Grenzwert

lim a, = sup{a,|n e N}

n—o0

Beweis: Sei (a,)nen nach oben beschrankt. Dann gilt

s:=sup{an|neN} <0

Sei nun € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N(&) mit

s—e<any<s

Die Folge (an)nen ist monoton wachsend, also folgt

s—e<ay<a,<s Vn>N

d.h.
s —an| <e VY n>N(e)
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Folgerung: Prinzip der Intervallschachtelung.

Sei (an)nen eine monoton wachsende reelle Folge und (b,)nen eine
monoton fallende reelle Folge mit

ap < b, fiir allen € N (Intervallschachtelung)

Dann sind beide Folgen konvergent. Gilt weiterhin

lim (2, — by) =0

n—-00

so haben (a,)nen und (bp)ney denselben Grenzwert, d.h. es gibt ein £ € R
mit

= lim a,= lim b,
n—o0 n—o0

Weiterhin gelten in diesem Fall die Fehlerabschatzungen

|an —&| < |bn — an| |bn — &| < |by — an]

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 80 /188



Beispiel: Prinzip der Intervallschachtelung.

Definiere fiir 0 < a < b zwei Folgen (a,) und (b,) rekursiv durch

dg .— 4 bo = b

an + b,
2

dn+1 = anbn bn—l—l =

Die Folgen (a,) und (b,) bilden eine Intervallschachtelung, und es gilt

(bn+1 - an—|—1) < (bn — an)

N —

Der gemeinsame Grenzwert von (a,) und (b,)

agm(a, b) := n||_>moo an = n||_>moo b

heiBt arithmetisch—geometrisches Mittel von a und b.
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Bernoullische Ungleichung und die geometrische Folge.

Es gilt
Vx>-1, neN: (1+x)">1+ nx

wobei Gleichheit nur bei n =1 oder x = 0 gilt.

Die Geometrische Folge.
Sei (an)nen relle Folge mit a, = ¢" fiir g € R. Dann gilt

g>1 : limg"=+40c0 (¢"=(1+(g—1))"=1+n(q—1))
n—0o00

g=1 : Ilm qg"=1
n—o0

. : n __ n __ 1 1
0<g<1 : Jim g =0 ("= ey < mrae )
~1<qg<0 : limq"=0 (|q"|=[q]")
n—00
g=—1 : (q") beschrinkt, aber nicht konvergent (q" € {—1,1})
g<-—1 : (q") divergent, kein uneigentlicher Grenzwert
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Weitere Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Satz: Seien (a,)nen und (bp)nen konvergente reelle Folgen. Dann gilt

) i (anbu) = (im an) (im0

b, lim b,

lim a,
ﬂ) _ n—oo
n—o0

b)Vn:bn#O/\nll_Er;Obn#O = n||_>moo<

s AT
c)Vn:apn>0AmeN = nll_)n;o\/a_n /n||_>mooan
Beweis zu a): Fiir hinreichend groBe n gilt

lanb, — ab| = |anb, — anb+ a,b — ab|

IA

|an| - [bn — b 4 |b] - |an — 4|
< Cy-lby—bl+ || a0 — a] < (G, +[b]):
Fiir b) und c) siehe Textbuch von Ansorge/Oberle.
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Beispiele fiir die Rechenregeln konvergenter Folgen.

Gegeben sei die Folge (ap)nen mit

an:=\Vnm+5n+1—n

Es gilt

(" +5n+1)—n®=(Vn+5n+1—n)(Vn?+5n+1+n)

woraus folgt 1
; ~ (nP+5n+1)—n* 5+;
n = —
n2+5n+1+n 5 1
v 1+—+—2—|-1
n n
und somit
5+0 5

lim a, =

mooo " JIHO0+1 2
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Beispiele fiir die Rechenregeln konvergenter Folgen.

Gegeben sei die Folge (ap)nen mit

n
an = (1 + B)
n
Kapitalverzinsung: Anfangskapital Ky, Jahreszinssatz p
Ki = Ko(1+p) jahrlich
2
Ko = Ko (1 + g) halbjahrlich
4
Ki = K (1 n g) vierteljshrlich
10
Kio = Ko (1 + ﬁ) monatlich
10 360
p .
Kiso = Ko (1 + %> taglich
Untersuche die Konvergenz der Folge (a,), also
lim a, = 7
n—00
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Beispiele fiir die Rechenregeln konvergenter Folgen.

85,188

Fir p > 0 zeigt man, dass
a) die Folge (an)nen streng monoton wachsend ist,

ani1
o
an

b) die Folge (a,)neny nach oben beschrankt ist,

(1+B>" <4/ (wobeil € Nmit/ > p)
n

Damit konvergiert die Folge und fiir den Grenzwert erhdlt man

lim a, = ef
n—oo

Die Grenzwertformel gilt auch fiir negative p und als Spezialfall erhalten

wir die Eulersche Zahl,

1 n
lim (1 + —) = e =2.7182381828 ...
n

n—00
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Der Vektorraum R ist vollstandig, d.h. jede reelle Cauchyfolge ist
konvergent.

Zur Erinnerung:

Sei (ap)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum V. Dann heiBt

@ die Folge (a)nen Cauchy—Folge, falls
Ve>0: AN=N()eN: Vnm>N: |la,—anm| <e¢

Fiir den Beweis des Cauchyschen Konvergenzkriteriums bendtigen wir

a) das Prinzip der Haufungspunkte von Folgen,

b) den Satz von Bolzano und WeierstraB.
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Haufungspunkte und Satz von Bolzano und WeierstraB.

Definition:

Sei (an, )ken eine konvergente Teilfolge der Folge (an)nen. Dann wird der
Grenzwert der Teilfolge (an, )ken als Haufungspunkt der Folge (ap)nen
bezeichnet.

Beispiel: Sei (a,)ncn die komplexe Folge mit a, = i”. Dann besitzt (a,)
die vier Haufungspunkte {i, —i, 1, —1}.

Satz: (Satz von Bolzano und WeierstraR)
Jede reelle beschrankte Folge (a,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge,
d.h. die Folge (a,)neny hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweisidee:

Verkniipfe das Bisektionsverfahren mit einer Intervallschachtelung:

Ist die Folge (a,) beschrankt, so liegen alle Folgenglieder in einem
endlichen Intervall [A, B] und man kann rekursiv Teilintervalle [Ax, B]
definieren mit A, und By \..
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Der Vektorraum R ist vollstandig, d.h. jede reelle Cauchyfolge ist
konvergent.

Beweis: Zeige, dass jede Cauchyfolge beschrankt ist: fiir n und N = N(¢)
gilt

an| = |an — an + an| < |an — an| + |an| < & + |an]
Nach dem Satz von Bolzano und WeierstraB besitzt (a,) einen
Haufungspunkt £. Dann gilt fiir m, nx > N(e/2)

lam —&| = |am_ank+ank_€|
9 9
< ‘am_ank| + ‘ank_£| < §+§:6
———— —_——

Cauchyfolge Haufungspunkt

Notation:
liminf a,, = kleinster Haufungspunkt, limsup a, = groBter Haufungspunkt
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.4. Konvergenz in normierten Vektorraumen

Im letzten Abschnitt 3.3. haben wir uns mit Konvergenzkriterien fiir reelle
Folgen (a,)nen beschiftigt.

Sei nun (V|| - ||) wieder allgemein ein normierter Vektorraum.
Wiederholung aus Abschnitt 3.2:

Definition:
Sei (an)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum V. Dann heiBt

e die Folge (an)nen konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V/, falls

Ve>0:dN=N(EeN: :Vn>N: |a,— 3| <ce

Beispiel:
Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].
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3.4. Konvergenz in normierten Vektorraumen

Beispiel:
Betrachte den Vektorraum CJ[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

Fiir jedes n > 2 liegt die Funktionenfolge (f,)ncrn definiert durch

nx fiir x € [0, &
fo(x) =< 2—nx fiirxe(,2)
0 fiir x € [2,1]

in C[0, 1], d.h. f, € C[0, 1] fiir alle n > 2.

Unsere Frage:
Konvergiert die Folge (f,)neny im normierten Vektorraum C[0, 1]7

Unsere Antwort:
Bei oo—dimensionalen Raumen hangt die Konvergenz von der Norm ab!

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 91/188

Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Satz: (Normaquivalenzsatz)
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und seien || - || und || - || zwei
Normen auf V. Dann gibt es zwei Konstanten C, C’ > 0 mit

Cliv|| < ||vll' < C'||v|| fiiralle v € V
d.h. die beiden Normen || - || und || - ||" sind dquivalent auf V.

Folgerung:

In endlichdimensionalen Vektorraumen ist die Konvergenz (und der
Grenzwert) einer Folge lediglich von dem jeweiligen Vektorraum abhingig,
aber nicht von der zugrundeliegenden Norm.

Eine Folge (a,), die in einem endlichdimensionalen Vektorraum V
beziiglich einer Norm || - || in V gegen einen Grenzwert a € V konvergiert,
konvergiert ebenso beziiglich jeder anderen Norm || - ||" in V gegen a.
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Konvergenz von Folgen im R”".

Satz: Eine Folge (x,,) im R” konvergiert genau dann, wenn alle n

(m)

Koordinatenfolgen (xJ )meN, J = 1,...,n konvergieren. Der Grenzwert
der Folge lasst sich komponentenweise berechnen.

Beweis: x,,, — x ist dquivalent zu
[Xm — X|loo =0 <= V1<;j<n: |xj(m)—xj|%0 flir m — oo

Beispiel: Fiir die Folge (x,,), gegeben durch

1 1\ m?+2m+3\"
xm:(—,1+exp<—),m il m+> eR3 firmeN
m m

2m?2 — 1
gilt
T
: 1
lim x, =(0,2, =
m—00 2
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

In endlichdimensionalen Vektorraumen gilt daher auch

© das Cauchysche Konvergenzkriterium
am—a (m— o)
& Ve>0: AIN=N(): mn>N : |lap—a,]| <e
@ und der Satz von Bolzano, WeierstraB3
Jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Beispiel: Fiir a, := z", z € C gegeben, gilt

|z| >1 = |ap| = |z|" unbeschrankt = (a,) divergent

1zl <1 = Jan|=1z|]"=>0(n—=00) = lim z"=0

n—o0
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.5. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Definition: Sei (a,)nen,, an € R (oder a, € C), eine reelle (komplexe)
Folge. Dann heiBt die Folge (sn)nen,, definiert durch

n
sn:Zak fur n € Ny
k=0

eine reelle (oder komplexe) Reihe.
Die Folgenglieder s, der Reihe werden als Partialsummen bezeichnet.

Falls die Folge (s,) der Partialsummen gegen einen Grenzwert s
konvergiert, d.h. die Reihe konvergiert, so schreibt man

oo n
s = E ar = lim g ak
n—o0
fiir den Grenzwert der Reihe (sp)nen,-
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3.5. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Satz: (Unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen)

a) Es gilt das Cauchysches Konvergenzkriterium

m

D

k=n

0
Zak konvergent <— Ve>0: dN: mn>N <€

k=0

b) Es gilt die notwendige Bedingung

o0
g ax konvergent — lim axy =0
0 k—o0

Beweis:
a) folgt unmittelbar aus dem Cauchy—Kriterium fiir Folgen.

b) folgt aus dem ersten Teil fiir den Spezialfall m = n.
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Weitere unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Satz:

a) Seien > ak, > bk konvergente Reihen. Dann konvergieren die Reihen
> (ak + bk), > (Aak), und es gilt

D (a+b) = D a+ ) b
k=0 k=0 k=0
Z(Aak) = A Z dk
k= k=0

0

b) Leibnizsches Kriterium: Eine alternierende Reihe der Form
S (=1)%ak, ax > 0, deren (nicht—negativen) Folgenglieder (ax)xen,
eine monoton fallende Nullfolge bilden, konvergiert, und es gilt

2n—1 00 2n
E (—1)kak < (—1)kak < E (—1)kak
k=0 k=0 k=0
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Beweis zum Leibnizschen Kriterium fir Reihen.

Fiir die Reihen 2n—1 2n
; k } k
up =Y (=D¥a  vpi=) (—1)a
gilt
Upy1 = Up—+ (a2n - a2n—{—1) > Up
Vh+1 = Vnp — (a2n—|—1 - a2n+2) < vp
Vn = Up—+ax, > Up

Somit bilden die Folgen (up), (v,) eine Intervallschachtelung, konvergieren
gegen einen gemeinsamen Grenzwert, und es gilt

00
Unp < Z(_l)kak < Vn
k=0
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Beispiele: die geometrische Reihe.

Beispiel: Fiir x,y € C gilt
m
XT—y™ = (x—y) Yy x" Ty
j=1

Insbesondere mit x =1, y = q 7& 1und m=n+1gilt

fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe > g¥. Daraus folgt, dass

@ die geometrische Reihe fiir |q| < 1 konvergiert mit Grenzwert

e die geometrische Reihe fiir |g| > 1 divergiert.
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Beispiele: die harmonische Reihe.

Beispiel: Die harmonische Reihe

il—u TR
£ k 34 7

divergiert, denn es gilt

Em: i%:%i _mentl g s )

k:n k:n k:n

»Il—‘

und somit ist das Cauchy—Kriterium

Zakkonvergent <~ Ve>0: dN: mn>N : <€

k=0

k=n

fir € < 1 verletzt.
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Beispiele: die alternierende harmonische Reihe.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe
o0
1 1 1 1
S | |, [ R
Z( ) k+1 2 + 3 4 +
k=0
konvergiert nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium, und es gilt

> 1
—1)k—— =1n2=10.69314. ..
;)( )k+1 n2 = 0.693

fur den Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe.

Zur Erinnerung: Alternierende Reihen > (—1)¥ay, ax > 0, deren
(nicht—negativen) Folgenglieder eine monoton fallende Nullfolge bilden,
sind konvergent.
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Absolute Konvergenz von Reihen.

Definition: Eine Reihe ) a, heiBt absolut konvergent, falls die Reihe

O
> lal
k=0

konvergiert.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 1
- 1+ _ =
Z( )k+1 2+3 i
k=0
ist nicht absolut konvergent, denn es gilt a, = (—1)k k+r1 und
0.9} oo
1 1 1 1
B Y T e -
I A A R oY

ist die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.
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Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Satz: Sei ) ax ein Reihe. Dann gelten die folgenden Konvergenzkriterien.

o0 n
a) Y ax absolut konvergent <= (Z |ak\> beschrankt
k=0 k=0 n>0

b) Majorantenkriterium

o0 o0
lak| < bk A Z bx konvergent — Z a, absolut konvergent
k=0 k=0

c) Quotientenkriterium  Sei ax # 0 (Vk > ko)

oo
a
Hllcg<l (Vhk> k) = Zak absolut konvergent
I k=0

d) Wurzelkriterium

Viakl <g<1 (Vk> k) = Zak absolut konvergent
k=0
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Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Beweis:

a): Die Folge (D_/_g|ak|),q ist monoton wachsend und daher genau
dann konvergent, wenn sie beschrankt ist.

b): Da |ax| < by gilt by > 0 fiir alle k.
Somit ist die Reihe )72 ; bk sogar absolut konvergent.

Nach Teil a) ist die Folge (>_,_, bk) 1> beschrankt. Mit
n n oo
SITTED ST SIS
k=0 k=0 k=0

folgt, dass die Folge (D }_q|ak|) beschrankt und somit nach a) absolut
konvergent ist.
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Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Beweis: (Fortsetzung)

c): Aus | 2| < g fiir alle k > ko folgt |ax| < g*~*]ay,| per Induktion.
Somit gilt
n ko—1 n—ko
D lad < D lad +lal Y o
k=0 k=0 j=0
ko—1 1
< Y Jaul + ol
k=0 5
Beschrénktgtskonstante
fur alle n.

Nach Teil a) ist ) ;2 5 ax dann auch absolut konvergent.
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Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Beweis: (Fortsetzung)

d): Aus {/|ax| < g (k > ko) folgt direkt |ax| < g* fiir alle k > kg und

n k()—].

ko n
Z lak| < Z lak| + 1q_ . — Zak absolut konvergent
k=0 k=0 k=0
Bemerkung:

a) Das Quotienten— bzw. Wurzelkriterium ist erfiillt, falls gilt

dk+1
ak

[im
k—00

<1 bzw. lim {/lak] <1
k—o00

b) Die Reihe >}° ; ax ist dagegen divergent, falls gilt

dk+1
g

[im
k—o00

>1 bzw. lim {/|ak| > 1
k—o00
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Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.

Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

—~ 1
;k(k%—l)
Es gilt
1 1 k+1—k 1
k k+1 k(k+1) k(k+1)
und daher
5P SNPTE U S SRS S BP
kzlk(k—i—l) 2 2 3 n n+1 n+1

Daraus folgt die (absolute) Konvergenz der Reihe mit Grenzwert

= 1 i 1 1
i T —im (1= —1
k; k(k+1) anoo; k(k+ 1) nboc ( n+ 1)
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Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.
Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
(0. @)
F (r S N, r Z 2)
k=1
Nach dem letzten Beispiel gilt
n n n
1 1 1
Do S EElt)
k=1 k=1 k=2
n 1 n—1 1
< 1 — =1 — <2
+Zk(k—l) +Z/<(/<+1)
k=2 k=1
Damit ist die Reihe (absolut) konvergent.
Einige Grenzwerte (ohne Beweis)
1 2 1 m 1 °
2076 2oy 236 s
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Beispiele zur Konvergenzuntersuchung bei Reihen.

Beispiel: Wir untersuchen die Konvergenz der Exponentialreihe

oo

k

V4 .
E i fuirz € C
k=0

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

Zk+1

(k +1)! ZK+L Kl z|

AR ) _ e k

2 k| ke 0 ko)
k!

Damit konvergiert die Reihe fiir alle z € C (absolut).

Wir setzen
- _k
(2) >
explz = —
P Kl
k=0
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Der Umordnungssatz fiir Reihen.

Sei 0 : Ng — Ny eine beliebige Bijektion (Permutation) auf Ny.

Ziel: Vergleiche die beiden Reihen

Y a und ) as  (ok =o(k))
k=0 k=0

Satz:

Sei Ziozo ay eine absolut konvergente Reihe, und sei 0 : Ng — Ny eine
beliebige Permutation auf Nj.

Dann ist die umgeordnete Reihe > ; a,, ebenfalls absolut konvergent,
und die Grenzwerte der beiden Reihen stimmen iiberein, d.h. es gilt

oo oo
E di = E do
k=0 k=0
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Multiplikation von Reihen.

Frage: Wie funktioniert das Ausmultiplizieren von Reihen?

(&) ()

Produkt von endlichen Summen. Fiir endliche Summen gilt

(ao—l—...—i—am)-(bo—I—...—i—b,,)(Zak> <Zbk>z ai by

]

Frage: Gilt

(55) () 2 20

Beachte: Jedes Indexpaar (k, /) € Ng x Ny tritt genau einmal auf.
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Multiplikation von Reihen.

Satz: Die Reihen Y °,a, und > °  bp, seien absolut konvergent.
Weiterhin sei 0 : Ng — Ng X No, k — (01(k), 02(k)) fiir k € Ny, eine
bijektive Abbildung. Dann ist die Reihe » /2 o a5, (k) bs, (k) absolut
konvergent und es gilt

Z o1 (k) Doy (k) = (Z a/) <Z bm>
1=0 m=0

k=0

Beweis: Fiir m € Ny und fiir hinreichend groBes N € Ny gilt

m N N 0o .
Z |affl(k)b02(k)| < ZZ k| |bi] < (Z 3k|> (Z |b/|> < 00
k=0 I=0 k=0 =0

k=0

Somit ist die Reihe > /2 a,, (k) bo,(k) absolut konvergent, und ihr
Grenzwert ist nach dem Umordnungssatz unabhangig von der Permutation
o= (01,02).
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Multiplikation von Reihen.

Zur Berechnung des Grenzwertes wahlt man eine spezielle Reihenfolge
ok)|]0O 1 2 3

0O (0 3 8 15
1 (1 2 7 14
2 |4 5 6 13
3 19 10 11 12

Fiir m = (n+1)?> — 1, mit n € Ny, bekommt man

Z 35, (k) boy(k) = (20 + a1 + -+ + an)(bo + by + -+ + by)

k=0
und somit
m n n oo o
lim E aal(k)bgz(k) = lim E dk E b/ = E dk E b/
m—o0 n—o0
k=0 k=0 1=0 k=0 I=0
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Das Cauchy—Produkt von Reihen.

Weiterer Spezialfall: Nummerierung entlang der Diagonalen

o(k)|]0O 1 2 3
o |0 2 5 9
1 |1 4 8 13
2 |3 7 12 18
3 |6 11 17 24

Man erhalt damit das Cauchy—Produkt der (absolut konvergenten) Reihen:

( E ak> ( E b/) = E ( E akb,,k>
k=0 I=0 n=0 \k=0
= 30b0+(aob1 +alb0)+(aob2+alb1 —|—32b0) + ...
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Anwendung des Cauchy—Produkts.

Fiir die Exponentialfunktion
exp(z) := Z o (z € Z)
k=0

gilt die Funktionalgleichung:  exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Begriindung: Die obige Reihe exp(z), z € C ist absolut konvergent.

Damit folgt
- _k o / e n k., ,n—k
y4 w zZ W
exp(z) exp(w) = (Z F) (Z W) — Z Z i =
k=0 1=0 n=0 k=0
oo n
_ 1 n k. n—k
-y ( ( " ) 2w
n=0 k=0
— 1
= >z +w)" = exp(z + W)
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Kapitel 4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.1. Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

Im Folgenden betrachten wir fiir normierte Vektorraume V und W
Funktionen f : D — W mit Definitionsbereich D C V.

Definition:

@ Ein Punkt xp € V heiBt Haufungspunkt von D, falls eine Folge
(xn)nen existiert mit

VneN: x, €D, x,#x und Ilim x, = Xxp

n—00

@ D' bezeichnet die Menge aller Haufungspunkte von D.
@ D = DU D’ bezeichnet den topologischen Abschluss von D.

e Die Menge D heiBt abgeschlossen, falls D’ C D, also D = D gilt.
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