Fachbereich Mathematik SoSe 2020
Prof. Dr. J. Struckmeier

Klausur Mathematik I
(Modul: Analysis I)
4. September 2020

Sie haben 60 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Tragen Sie bitte zunéchst Ihren Namen, Thren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder
ein. Diese Eintragungen werden auf Datentrédger gespeichert.

Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Studiengang:

| AI|BU | BVT | ET | EUT [ IN/IIW | LM | MB | MTB/MEC [ OS | SB | VT |

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

Unterschrift:

Aufg. Punkte Korrekteur

=W N
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Aufgabe 1: (4 Punkte)
Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N folgende Glei-
chung gilt:

n

Z(Sk—i’)) = 4n*+n.

k=1
Loésung:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung wahr, denn es gilt
1
> (8k—3) =5=4-1+ 1. (1 Punkt)
k=1
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges festes n € N mit n > 1 gelte

n

Z(Sk—?)) = 4n*+n.

k=1
n+1
Induktionsschritt: zu zeigen Z (8k—3) =4(n+1)*+n+1=4n*>+9n+5.
k=1
Beweis:
n+1 n
> (8k—3) =8(n+1)—3+) (8k—3)  Zerlegung
k=1 k=1
= 8n+5+ 4n’+n Einsetzen der Induktionsvoraussetzung

= 4n® +9n +5.0 (3 Punkte)
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Aufgabe 2: (5 Punkte)
Gegeben ist die Reihe

3

k+1
n = —1)* , e N.
i k:o( I

a) Zeigen Sie, dass die Reihe konvergiert.

b) Sei s der Grenzwert der Reihe. Geben Sie eine obere und eine untere
Schranke fiir den Wert von s an.

Loésung:
) Mit bl it k4 1,k+2k+3>0 offensichtlich
a) Mit a; := ilt wegen offensichtlic
T k2 (k) BNE e
ap > 0.
, k+1 , it
Auflerdem gilt llm ay = hm (W) = kh_{go ﬁ =0
und es ist
k41 k+ 2 .(/f+2>(k+3)
ag (k+3) (k+4) k+1

o (k+2)? _k:2+4k+4<
S (k+4)(k+1)  kK2+5k+4
da 0 < Zéahler < Nenner.

Alternativ
. (k+1)(k+4)— (k+2)? kK +5k+4— (K*+4k+4)
PR T k1 2) (k+3) (k+4)  (k+2)(k+3)(k+4)
k
> 0

T k42 (k+3)(k+4)
denn Zahler und Nenner sind fiir alle k£ € N positiv.

Die Folge der a; ist also positiv und streng monoton fallend gegen Null.
Damit sind die Voraussetzungen zur Anwendung des Leibniz Kriteriums
erfiillt. Die Reihe ist konvergent.

b) Als obere bzw. untere Schranke kann man z. B. sy bzw. s; wéhlen:

SOZCLOZ%.
1+1 2
alz =

(1+2)-(1+3) i

kE+1
51—50—a1—0<z k+2(k+3)<50:a0:
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Aufgabe 3: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Funktion f: [0,27] = R, f(z)= 4—2(z—7)*— 3cos(x)
genau zwei reelle Nullstellen hat.

Li :
dsung Fla) = 4 —2(z — 1) — 3cos(a),

f'(z) = —4(x — 7) + 3sin(z),
f"(x) = —4 4+ 3cos(z) < —1.

Da f” keine Nullstellen hat, hat f hochstens zwei Nullstellen (Rolle).
(2 Punkte)

Es gilt

FO)=4—27% -3 =1—2r% <0,
f(r)=4—-3cos(mr)=4+3=17> 0,

f(2m) =4 —27% —3cos(2m) = 1 — 272 <0,.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es mindestens eine Nullstelle im Intervall |0, 7|
und mindestens eine Nullstelle im Intervall |7, 27].

Insgesamt folgt, dass f genau zwei Nullstellen hat. [2 Punkte]
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Aufgabe 4: (7 Punkte)

a) Gegeben ist die Funktion f:[l,00) = R, f(z) = (z —1)-In(z).
(i) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades 75 von f mit dem
Entwicklungspunkt zo = 1.

(i) Zeigen Sie, dass fiir das Taylor-Restglied Rs(z) = f(z) — To(z) im
Intervall I = [1, 3] die Abschitzung

Rofa)] < o5
gilt.
b) Berechnen Sie  lim C(;Si;) <;)1
Lésung:
2 ()
f@) = (= 1) In(a), =0,
f@) =@+ s =@ 1=, f(1)=0
) =+ (1) =2
Ty(x) = O+0+%~(az—1)2 =(r—1)%. (3 Punkte )

(i) f"(x) = -% - &

_ 1 m 3 1 1 2 1\?
Balo) = g 17O o - 1P < 5+ - - & (5
L2y (2
— 6 'S 3 8~ 6-8 \12 13
1
S S (2 Punkte )
6-8 16
b)
lim cos('x) -1 lim — sin(z)
=0  xsin(x) z—0 sin(z) + x cos(x)
— 1
= lim cos(z) = ——. (2 Punkte )

z—0 cos(x) + cos(x) — x sin(x) 2



