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Wiederholung: Komplexe Zahlen
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Rechenregeln
Addition/Subtraktion:

2yt 2y = (ay + byd) & {ag + bat) = {0y + ag) + Iy £ 0y)i

Muiltiplikation:
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Motivation

Erinnerung:
e 7Z: Die Gleichung n + = = m losbar fur alle n,m € Z
e Q: Die Gleichung n - x = m losbar fir alle n,m € Q

e R: Die Gleichung z - x = ¢ losbar fur alle g € R

Problem: 22 + pz 4+ g = 0 ist nicht losbar fiir beliebige p, ¢ € R!

Denn: Verwende pg-Formel:

D
= —=+1/— —q.
I1,2 9 A q

2
Formel ist nicht losbar fiir Z- — g < 0!



Beispiel:

> +4x+5=0

:>561,2:—2:|:\/4— = —2++v—1

Graphische Veranschaulichung:
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y= X +4x+5

y= X +4x-5
= (x+5)(x-1)




Definition
|dee: Fuhre Zahlenraum ein, der /—1 enthalt.

Definition:

1. Komplexe Zahl z € C: z:=a+b-4, a,b €R, i? = —1.
a heiBt Realteil von z: a =: Rez,
b heiBt Imaginarteil von z: b =: Imz

2. Gleichheit: Fur z;y = a1 + 012 € C und 29 = as + byt € C gelte:
Z1 =29 < a1 =as /N\by = bs.
Insbesondere z =a+bi =0 fallsa=0Ab=0.

3. Konjugiert komplexe Zahl z: zu z =a + bi ist Z = a — bs.
4. Betrag |z|: zu z = a + bi ist |z| = Va? + b2

Bemerkung: RC C—-denn R={z€ C: Imz =0}



Rechenregeln

Addition/Subtraktion:

21 29 = (a,l —+ blz) + (CL2 + ()22) = (a1 + (12) —+ (bl + bg)’&

Multiplikation:
21+ 29 = (a1 + b17) - (a2 + b2i) = (a1a2 — bi1ba) + (a1b2 + a2b1)i

Division: (sei zo = (ag + b2i) # 0)

Z1 _ (a1 + blz) _ (a1 + bl’i)(ag — bg’&)
Z9 (a2 + bg?,) (a2 + bg’i)(ag — bg’&)
aiaz + b1ba  agby —aibe . 2122

1 =
2 2 2 2 2




Rechenregeln fliir komplex Konjugierte
Seien z = a + bi und Z = a — bi. Dann gilt:
1. z24+2=2a

2. z-Z=a*+b° = |z

Seien z, 21, z9 € C. Dann gilt:

l. z=12

2. <1 Zo = Z1 29

3. L1R9 — 5152



GaulSsche Zahlenebene

Sei z=a+ b € C.
1. Fiihre in Ebene kartesisches Koordinatensystem (z,¥) ein.
2. Trage a = Re z auf der x-Achse auf.

3. Trage b = I'm z auf der y-Achse auf

Imz

Zz=a+bi

0 a Re z




Addition/Subtraktion
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a,-a, 0 a, a, a+a, Rez




Polarkoordinaten

Imz
Sei z=a+bi € C.
1. Punkt in Zahlenebene charakterisiert durch (r, ¢)
z=a+bi
2. r absoluter Betrag von z (Abstand vom Ursprung/Lange) : b
¢
3. ¢ Argument von z (Winkel zur z-Achse) ‘
0 Re z

Bemerkungen:.

e ¢ nur bis auf Vielfache von 7 bestimmt: Betrachte ¢ €] — m, 7

Es gilt: a =rcos¢ und b =rsing¢
Umgekehrt gilt: 7 = va? + b2 = |z| und tan¢ = 2, (a # 0)
Falls a = 0:

b — 5, fallsb>0
T -5, fallsb< 0

Falls z =0, so ist 7 = 0 und ¢ unbestimmt



Rechenregeln in Polarkoordinaten

Allgemeine Darstellung in Polarkoordinaten:
z = r(cos ¢ + isin ¢)
Seien z = |z|(cos ¢ + isin @) und w = |w|(cos Y + ¢siny). Dann gilt:
o z-w = |z||w|(cos(¢ + ) + isin(¢ + ¥))

° % = ||5)—||(COS(¢ — w) + iSin(¢ — 1))

(Addition: Ubung)



Eulersche Formel
Sei z = |z|(cos ¢ + isin ¢). Dann gilt:
z = |z]e*?

mit der Eulerschen Formel €'® = cos ¢ + i sin ¢.



Korper und A

Alternative Definition

Definition: (Komplexe Zahlen)

Die Menge der komplexen Zahlen C ist gegeben durch den (2-dimensionsalen) Raum
K2 der reellen Zahlen mit Rechenregeln + und

(+): (ay,b1) + (a,b2) = (ay + az,by +by), ay,02,by,b; € R,

(-): (ay.by) - (a2,bz) = (ayaz — byby, ayby + azby).

Betrag und Norm

Es gilt:

[2] = v/n? + ¢ = \/(Re 2)* = (Im
d.h. |z| ist die (euklidische) Norm auf dem B2,
Damit gilt aber

[{e. 8] 2.

ozl e R |zl =0und |z =0 & =0,

® |z 22| < |zi| + |z2| (Dreiecksungleichung).

nalogie zu R?

Zahlenkorper

Satz: C mit den (alternativ) definierten Operationen (+) und (-) ist ein Korper,
d.h. es gelten

(+): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Nullelements und des Negativen,
(-): Assoziativitit, Kommutativitdt, Existenz des Einselements und der Inversen,

(+,): Distributivgesetz

Konjugiert komplexe Zahl - revisited

Erinnerung: Zu z = a + ib definiert z = a — b die konjugiert komplex Zahl.

Geometrische Interpretation:

o lfm 2 <z



Alternative Definition

Definition: (Komplexe Zahlen)

Die Menge der komplexen Zahlen C ist gegeben durch den (2-dimensionsalen) Raum
R? der reellen Zahlen mit Rechenregeln + und -

(+): (a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az,b1 +b2), a1,a2,b1,b2 € R,
() (alvbl) . (a'27b2) = (alaz — b1bo,a1b9 + agbl).



Zahlenkorper

Satz: C mit den (alternativ) definierten Operationen (+) und () ist ein Korper,
d.h. es gelten

(+): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Nullelements und des Negativen,
(-): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Einselements und der Inversen,

(+,-): Distributivgesetz.

Bemerkungen:

e Definiere i = (0, 1), dann gilt: ¢-i = (—1,0)

o Die reellen Zahlen a € R sind eingebettet in C durch: (a,0) € C.
e Die urspriingliche Schreibweise erklart sich: Fiir (a,b) € C schreibe
z = a + b
!
(tl,()) (O!b)

Man sagt, {1,7} = {(1,0),(0,1)} ist eine Basis von C, denn jede komplexe
Zahl z € C kann man schreiben als Linearkombination

z=(a,b) =la+1b



Bemerkungen:
e Definiere i = (0,1), dann gilt: ¢-7 = (—1,0)
e Die reellen Zahlen a € R sind eingebettet in C durch: (a,0) € C.

e Die urspriingliche Schreibweise erklart sich: Fir (a,b) € C schreibe

z = a + b
7 7
(a,0) (0,b)

Man sagt, {1,i} = {(1,0),(0,1)} ist eine Basis von C, denn jede komplexe
Zahl z € C kann man schreiben als Linearkombination

z = (a,b) =1la+1ib



Konjugiert komplexe Zahl - revisited

Erinnerung: Zu z = a + b definiert Z = a — b die konjugiert komplex Zahl.

Geometrische Interpretation:

< Es gelten:
I o 2| =VzZz=Va2+ b2
| _ e Rez=a=3(z+2)
ll e Imz=b=5(z—2)
©
Z Weiter gelten:
o [2122| = [21] - |22
o |Re z| < |7|

o |Im z| < |z|



Betrag und Norm

Es gilt:

2| = Va2 + b2 = \/(Re 2)% + (Im 2)? = |(a, b)]|2,

d.h. |z| ist die (euklidische) Norm auf dem R2.
Damit gilt aber

e 2| €R, |z2|>0und |2|=0 & 2z=0,

® |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung).



Potenzen und Konvergenz inC

Konvergenz Potenz

Frage: Wie konnen wir in C Potenzen bilden (bzw. Wurzeln ziehen)?

Bemerkung: Mit der Norm im R* konnen wir die Konvergenz in T definieren: e
L= 2 | —2 =0 z3=u'=3+1'\/§

|z —z[l2 >0

< Re z, — Rez & Im oz, — Im z Imz

Potenzierung/Radizierung

Satz: (De Moivresche Formel)
Allgemein: Sei n € H, dann gilt:

a) Die v le Polenz von z = a + il = ricos o — i siug) = re ergibl sich zu

feosing] -+ dsini

Alsa gilt die De Moivresche Farmel
feas o+ 13ingd" = cos(ng) + {sinfng),
b) Fiir jede komplexe Zahl v = re™ # (0 hat die Gleichung =™ = w genau w
verschiedene Lasungen, namlich die w n-len Wurzeln

felda

"

. Lo k2n e olaxy
zp o= T [eos{ T 4 J4dsin -+ V) = prelii-SE
i ! ‘n "

{k=0:n-1). Die n-ten Wurzeln liegen auf einem Kreis mit dem Radius &
um den Nullpunkt der GauBschen Zahlenebene und bilden ein regelmaBiges
n-Eck.

Bemerkung: Ist ¢ der Hauptwert Ary i van arg w (gilt also —7 < & ), se
nennt man z; den Hauptwert van



Konvergenz

Bemerkung: Mit der Norm im R? konnen wir die Konvergenz in C definieren:

Zpn — 2 |2 — 2| = 0
& ||z — 2|2 = 0
S Rez, —vRez AN Imz, —Im z



Potenz

Frage: Wie konnen wir in C Potenzen bilden (bzw. Wurzeln ziehen)?

Imz
| A
\ V12 Re z
\\ / |
D ,22




%12 Rez



Potenzierung/Radizierung

Satz: (De Moivresche Formel)
Allgemein: Sei n € N, dann gilt:

a) Die n-te Potenz von z = a + ib = 7(cos ¢ + isin @) = re'® ergibt sich zu
2" = r"(cos(ng) + isin(ng)) = r"e?.
Also gilt die De Moivresche Formel

(cos ¢ + isin @)™ = cos(ng) + isin(ne).

b) Fiir jede komplexe Zahl w = re® # 0 hat die Gleichung 2™ = w genau n
verschiedene Losungen, namlich die n n-ten Wurzeln

= 7 (oon (24 20) 4 (24 20 _ gt o)

n

(k=0:n—1). Die n-ten Wurzeln liegen auf einem Kreis mit dem Radius {/r
um den Nullpunkt der GauBschen Zahlenebene und bilden ein regelmaBiges
n-Eck.

Bemerkung: Ist ¢ der Hauptwert Arg w von arg w (gilt also —7 < ¢ < 7), so
nennt man z, den Hauptwert von {/z.



Fundamentalsatz der Algebra

Motivation

Bemerkung: In T hat nicht nur die Gleichung 2ten Grades

2 pr+q=0

fiir p,q € C allgemeine Losungen, sondern jede algebraische Gleichung beliebigen
Grades.

Polynome

Definition: (Polynom)

o Ein Polynom iiber dem Karper € ist gegeben durch

k=Un
mitayeC, k=0:n, a, #£0, neHL{0}

® p,(x) beschreibt be’ gegebenen oy eine Abbildung

pe 1T = C e pu i)

o Die Zanlen ay,. ...a, helBen Koeffizienten von py [a:).

® 1 heifit der Grad des Polynoms p,
deg(p.) =n.

Fundamentalsatz

Bemerkungen:

- gl

walr] = o,
wohei ¢ die [n'cht notwendig verschiesene) w Mullstellen von 5., sind.

o Sind By, L die paarseise verscriedenen der o Nulstellen (v =

dssl sich zeregen in v Lineartzkloren

Satz: S¢

=gl = B "=

mit iy

und Y, s

* i, heilis Velfachheit einer Mullstele.

0, i L bam g = Y at,

. Fur e, / 0ist

Nullstellen

Bemerkungen:

o & e st Nullstelle van p,(z), falls po

0 gilt.

e Hat p,,[«) eine Nullstelle #, so lasst sich p, “durch [z %] ohne Rest di-
vidieren", d.h. es gibt ein Palynom g, {z) vom Grad degig.—] = n — 1
mit

Pe(T) = a{m)lr —2).

® st & Nullstelle von p.(x), so ist & Lésung der algebraischen Gleichung n-ten

Grades
1

And”™ Fan w0y =00

Fundamentalsatz

3 ot

o
E i = 1) ein Polynem o len Grades uber ©. Dann gbt es
mindestans ere Zahl & & L mit




Motivation

Bemerkung: In C hat nicht nur die Gleichung 2ten Grades
2 +pr+q=0

fur p,q € C allgemeine Losungen, sondern jede algebraische Gleichung beliebigen
Grades.

Beobachtung:
Die Losungen algebraischer Gleichungen sind Nullstellen von Polynomen.



Polynome

Definition: (Polynom)

e Ein Polynom uber dem Korper C ist gegeben durch

Pn(T) = anz" + ap_12" 4 Faztao = Y apz”,
k=0:n

mitay € C, k=0:n, a, #0, n € NU {0}.

e p,(z) beschreibt bei gegebenen ay, eine Abbildung

pn:C—C; z— py(z).

e Die Zahlen ay,...,a, heiBen Koeffizienten von p, ().

e n heiBt der Grad des Polynoms p,(z) (schreibe deg(p,)). Fir a, # 0 ist
deg(pn) = n.



Nullstellen

Bemerkungen:
e 7 € C ist Nullstelle von p,(z), falls p,(Z) = 0 gilt.

e Hat p,(z) eine Nullstelle Z, so lasst sich p, “durch (z — Z) ohne Rest di-
vidieren”, d.h. es gibt ein Polynom ¢,_1(z) vom Grad deg(g,—1) = n — 1
mit

Pn(2) = gn-1(z)(z — 7).
e Ist = Nullstelle von p,(x), so ist £ Losung der algebraischen Gleichung n-ten

Grades
anx” + an_12" 1+ -+ a1z + ap = 0.



Fundamentalsatz

Satz: Sei

pn(x) = Z apx®

k=0:n

mit ar € C, n € N (d.h. n > 1) ein Polynom n-ten Grades iiber C. Dann gibt es
mindestens eine Zahl £ € C mit

pn(Z) = 0.



Fundamentalsatz

Bemerkungen:

e p,(x) lasst sich zerlegen in n Linearfaktoren:
pn(x) = an(x —Z1)(x — Z2) -+ (z — Tp),
wobei Zj, die (nicht notwendig verschiedenen) n Nullstellen von p,, sind.

e Sind Z1,...,Z, € C die paarweise verschiedenen der n Nullstellen (r < n),
so lassen sich die zugehorigen Linearfaktoren zusammen fassen:

pn(w) — an(l' — Lfl)ml (:U — j2)m2 con (:U — a_jr)mr,

mit mi > 1und > . ;. m; =n.

e m,; heiBt Vielfachheit einer Nullstelle.
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