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Polynom Horner Schema
Beobachtung:

Erinnerung: Polynom
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Polynom

Erinnerung: Polynom

E akm

—1
= anx" + ap_12" "+ -+ a1z + ap.

Frage: Wie auswerten?



Horner Schema

Beobachtung:

p(z) = anz™ + an_12" 4+ - Faiz + ag
= z(anz" ' +an—12" 2+ +a1) + ag

=x(z(--- (apr + an_1) + an_2) +---+a1) + ap.

an, An—1 ce an aop
+ b, o e boxg bixo

ro* | b =an /' bn_1,/ -/ b1/ bo=p(xo).




Beispiel

Beispiel: n =4

pa(z) = agx* + asz® + asx® + a1 + ag
= x(x(x(asx + az) + as) + a1) + ag.

Idee: Rekursives Berechnungsschema fur die Berechnung von py(xo).

by = ay

b3 = a3 + baxg
ba = a2 + b3xo
b1 = a1 + baxyg

bo = ag + bi1xg = pa(xo)

ay as an al ao
+ b4330 b3$0 bzwo bl Lo

zox | bs / b3/ b2/ b1/ bo=q(xo)




Horner Schema

Beobachtung:

p(z) = anz™ + an_12" 4+ - Faiz + ag
= z(anz" ' +an—12" 2+ +a1) + ag

=x(z(--- (apr + an_1) + an_2) +---+a1) + ap.

an, An—1 ce an aop
+ b, o e boxg bixo

ro* | b =an /' bn_1,/ -/ b1/ bo=p(xo).




Horner Schema

Satz: Sei p() =D 1 _o.n arz® Polynom. Sei weiter b, = a,, b; = a; +b;j1z0 fiir
k=(n—1):=1:0(dh. k=n—-1,n—2,...,1,0), und g(x) = >, _g.,,_1 bkt12".
Dann gilt fur z # xg




Polynom-
Entwicklung

Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p,(x) ldsst sich fiir beliebiges xp € R darstellen:

pnlz) = ap + ay(x — 2p) + - -+ + anlz — )"
= Z ag(x -7?0)"3
k=0in
Es gilt (k=0:n):
_ (o)
R

a



Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p, (x) lasst sich fiir beliebiges x¢ € R darstellen:

Pn(:c) = 4y —+ a,l(x — xo) + -4 an(ZU _ xo)n

= Z ar(x — xo)".

k=0:n

Es gilt (k=0:n):

P (z0)
Kl

ap —



Taylor Polynom

Vorbemerkung Definition
Beobachtung: Falls f : ) — R n-mal differenzierbar ist,
und falls Definition:
(k)¢
. - [E¥
Tolx) : L i) = U)(.,. .,.”]A. » Das Polynom .
k=0in Tafati= Y : xg)®,
50 ist k=0
T.(,H(Iu) = f‘k'(ﬂ'u) heibt Taylor-Polynom vi-ten Grades fur die Funktion f.
fir k =0:n. o oy heiBt dann die Entwicklungsstelle
Interpretation: 14 i) is. eir Polner, das ar der S.elle x sit ¢ allen * Die Kurven y = (>} heien Schmiegeparabeln an die
leilunisn bis ur ne-lar ) Kurve 3 = f(x} in der Umgebung von » = .
Uizt 1slmorn i das inige

Restglied

Wenn flx] = 1,{x). dann kann man den Fehler ausdriicken als

Helr) == fla) = Tule).
Frage: wie groB ist I.(x)?

Im All wen: M hangz vor n

Satz:

.



Vorbemerkung

Beobachtung: Falls f : D — R n-mal differenzierbar ist,

und falls )
[ (o)
Tn(x) — Z I{I' (x _mo)k7
k=0:n
so Ist
T3 (o) = f) (o)

fur k=0:n.
Interpretation: 7, (x) ist ein Polynom, das an der Stelle z = x¢ mit f allen

Ableitungen (bis zur n-ten Ordnung) Ubereinstimmt.
Dieses Polynom ist das einzige mit diesen Eigenschaften.



Definition

Definition:

e Das Polynom

k) (4 )
Tp(z) = ) S )(:U—:co) ,

k!
k=0:n

heiBt Taylor-Polynom n-ten Grades fur die Funktion f.
e 1, heiBt dann die Entwicklungsstelle.

e Die Kurven y =T, (z) heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve y = f(x) in der Umgebung von = = xy.



Restglied

Wenn f(x) =~ T, (x), dann kann man den Fehler ausdriicken als

R, (x) := f(x) — Ty (x).

Frage: wie groB ist R, (x)?



Satz von Taylor

Satz: Sei f: I — R auf dem Intervall I (n + 1)-mal differenzierbar.
Sei weiter g € I fest.

Dann gibt es fiir alle z € I und zu jedem p € {1,2,...,n+ 1}
mindestens ein £ zwischen = und z(, so dass

FH) (g
fl@)=) k(' )(33 — 20)" + Rn()
k=0:n

mit (1) )
_ f " (6 n+1—
Ry (x) = n—!p(x—%)p(l‘—ﬁ) P,
Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied R, (z)
in der Schlomilch-Form. e



Bemerkungen:
e Interessant ist oft vor allem die Form des Restgliedes R, ().

e |R,(x)| gibt den Fehler bei der Approximation 7,(x) ~ f(x) an.
Wiinschenswert ist obere Schranke, unabhangig von &.

e Haufig verwendet man die Lagrange-Form von R, (z) (p = n + 1) fiir die
Abschatzung:

F ) (2o 4+ 0(z — 20))

Bn(®) = G Dl — 20)1(1 - 0)7

, (0<d<1).

e Der Spezialfall der Taylor-Formel fur xg = 0

fk)(o) FU(0x) i
kEO:n ¥ + R, (z), mit Rp(x) = TR "t

hei3t McLaurin-Formel.



Beispiel

McLaurin-Formel ftir sin(x)

Beispiel: Sei y = f{x) = sinx mit 2 £ R. Dann gitt

ik . N
T I
sur rl.?"

i
SR sinlk

)
)

2 bzw. ungerade k¥ 217 | 1 gilt also

0, bzw. SV 0;

Tir gerade &
{

SRy
Das Taylor-Polynom ist dann gegeben durch
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220 L ) 2o+ 115
ol !
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- e
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Es gilt also
. . wwh .
s -Zm -1y m + d, i)
ks

- sin(d).
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x
Xl al"
\ Ti‘,(x)=1- 21 + ar
-1 f(x)=cos x
2
T(x)=1-%
“ ©



McLaurin-Formel flr sin(x)

Beispiel: Sei y = f(z) =sinx mit x € R. Dann gilt

F®)(z) = sin(z + k%)

F#(0) = sin(k3)

Fur gerade k = 2v bzw. ungerade k = 2v + 1 gilt also
F@(0) =0, bzw. fTD(0) = (-1)".

Das Taylor-Polynom ist dann gegeben durch

2u+1
Tansal) = 32 (D", 3y
v=0:n
_w_m_3+m_5_ A 2n+1
3! 5! (2n 4+ 1))
Es gilt also
. , .’132V+1
ST = Z (1) v+ 1)) + Ron12()
v=0:n
mit J2nt3
R2n+2($) = (_1)n+1 sin(é?a:).

(2n +3)!)
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f(x)=cos x
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