Analysis |

Winter 2016/17

Jorn Behrens

mit
Kai Rothe
f(x+h) -
f(z)
:;; T 1!— h ”

Grenzwerte



/sis |

werte

Motivation

Nullstellen

Hiulige Problemstellung: Finde « € 1, so dass

Jiz)=0

wobei Beispiel
bt f =R Polynom: Folzende Claichung ergibt sich zus Standfestigheitsberecanung:
o I —[ab] el prl =t e s w 05— b

GesuchL: Losungen im Intervall 7= |0, 1),

Definition: Diejenigen = € I mit f(x) = 0 nennt man Nullstellen. Ueberkit:

 In Tist g e Gizhurg immer lusbar {-undamentalsalz der Algebra)

o In Ronicht garaatie, also Versach @ ner Maherars,

-\

— ldee: Hultiere das Intervall und sache we ter.

i Funktion u

evbrochen,

denn nuss pyl)

Algorithmus

lntervallhalblerungsverfahren Ist f: I = R, I = la.b], stetig (noch zu definieren),
und gilt sign{f(a)) # sign{ (D)), so kann man mit folgenden Schritten eine NuII-
stelle von f approximieren:

Sei f{a) < 0 und f(h) = 0 und sei ¢ = [ eine Toleranz.

L. Halbiere das Intervall: ¢ = £,
2. Berechne [(e).
e Falls f(c)| < ¢, so ist die gesuchte Nullstelle gefunden. ENDE.

e Falls f{c)| = ¢, dann setze:

a i ab e falls fle) =0,
a+c,b b, falls fie) <0,

Gehe zu 1.

2 laterizlgrenzan g0l — 023 < 0 und Bl 1) — 2,012
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Nullstellen

Haufige Problemstellung: Finde x € I, so dass

wobel
o f:] —]
e [ =|a,b

c R.

Definition: Diejenigen = € I mit f(x) = 0 nennt man Nullstellen.



Beispiel

Polynom: Folgende Gleichung ergibt sich aus Standfestigkeitsberechnung:

pa(x) =2+ 23 +1662-2° —2-025=0. %

.. . f(x) = p,(x)
Gesucht: Losungen im Intervall I = [0, 1]. !

Losbarkeit:

0 -
0. 0.8
e In C ist die Gleichung immer l6sbar (Fundamentalsatz der Algebra). \/‘/ Y

e In R nicht garantiert, also Versuch einer Naherung:

— Betrachte Intervalgrenzen: ps(0) = —0.25 < 0, und p4(1) = 2,412 > 0.
— Wenn Funktion ununterbrochen, dann muss ps(z) = 0 existieren.

— |dee: Halbiere das Intervall und suche weiter.



Algorithmus

Intervallhalbierungsverfahren: Ist f : I — R, I = [a, b], stetig ,
und gilt sign(f(a)) # sign(f (b)), so kann man mit folgenden Schritten eine Null-

stelle von f approximieren:
Sei f(a) <0 und f(b) > 0 und sei € > 0 eine Toleranz.

1. Halbiere das Intervall: ¢ = “T“’.

2. Berechne f(c).

e Falls |f(c)| < ¢, so ist die gesuchte Nullstelle gefunden. ENDE.
e Falls |f(c)| > €, dann setze:

a <+ a,b<+ c, falls f(c) >0,
a < c,b<+ b, falls f(c) <0.

Gehe zu 1.



Voraussetzung fir die Funktion

f(x)

Funktion darf nicht springen!



Grenzwert

Grenzwert

Definition: Sei f: D+ 2 ¢ine Funklion, sei @ ¢ D ¢in Haulungspunst in D.
Ein Werl g © & heiBl Grenawerl der Funklion " an der Stelle w, wenn cu jedem
¢z Oein & =0 existiert, so dass fur allew ¢ Dmit [& - of < 6 x / a gilt

-y <«

Der Grenzviert wird mit g = lim, ., f(2) bezeichnet.

Bemerkung:

shereichs c¢er Funklion sein.

® o muss nichl Element des Definitic

® o muss nicht Element des Wertehereichs Fun<tion sein

Definitionen

Definition: Sei f: R —» R eine Funktion, sei r, ¢ R und 0 < 4, ¢ B @
o Die Menge Us(xg) = {x € R: |z — x| < 8} heiBt i-Umgebung von zy

o Entsprechend ist U, (f(xo)) = {f(z) € R : |f(x) — f(xa) < €} eine
e-Umgebung von f(y)

o D C K heibt offene Menge in R, wenn zu jedem x € D &n § > 0 gefunden
werden kann, so dass Uy(r) € D.

o & € R heift Randpunke, falls x nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder ; i4i
Umgebung Us(z) gibt & mindestens ein 7 & ) und in £ ¢ D, Links-/Rechtsseitiger Grenzwert

o a heit Haufungspunkt von D, wenn in jeder 5-Umgebung Us(a) mindestens

ein z # a, x € D, existiert. » B eine Funktion <ei o < 1 eir Hacfangzouaks a 1

cor Grenzwers dar Funation £ ar der
(0 estiert, s vass far o le o & 007 Us{ud
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Definitionen

Definition: Sei f : R — R eine Funktion, sei zog € R und 0 < d,€¢ € R.

Die Menge Us(zo) = {z € R: |z — zg| < 0} heiBt 5-Umgebung von xy.

Entsprechend ist Uc.(f(x0)) = {f(z) € R:|f(z) — f(zo) < €} eine
e-Umgebung von f(xg).

D C R heiBt offene Menge in R, wenn zu jedem x € D ein 6 > 0 gefunden
werden kann, so dass Us(z) C D.

x € R heiBt Randpunkt, falls  nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder
Umgebung Us(x) gibt es mindestens ein £ € D und ein Z ¢ D.

a heiBt Haufungspunkt von D, wenn in jeder §-Umgebung Us(a) mindestens
ein x # a, x € D, existiert.

@



Grenzwert

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert ¢ € R heiBt Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, wenn zu jedem
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x € D mit |z — a| < §, x # a, gilt:

[f(x) — gl <e

Der Grenzwert wird mit g = lim,_,, f(x) bezeichnet.

Bemerkung:
e a muss nicht Element des Definitionsbereichs der Funktion sein.

e g muss nicht Element des Wertebereichs der Funktion sein.



Links-/Rechtsseitiger Grenzwert

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g € R heiBt linksseitiger (rechtsseitiger) Grenzwert der Funktion f an der

Stelle a, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fur alle x € D N Us(a)
mitx <a (r > a), gilt:

[f(z) —gl <e
Der linksseitige (rechtsseitige) Grenzwert wird mit g = lim, 4,0 f(z) = lim,_», f()
(g = lim, ., f(x)=lim, , [(2)) bezeichnet.

Bemerkung: Der Grenzwert lim,_,, f(x) = g existiert genau dann,
wenn der lim, », f(x) und limg\, f(x) existieren und lbereinstimmen. @



Uneigentlicher Grenzwert

Vorbemerkung: Fir x — oo oder f(x) — oo
muss die Definition modifiziert werden!

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D,
Die Funktion f hat einen uneigentlichen Grenzwert, geschrieben lim,_,, f(x) = oo,
falls gilt: Zu jedem (beliebig groBen) W > 0 existiert ein § > 0, so dass fir alle =
mit |z —a| <9

f(z) > VU.



Rechnen mit
Grenzwerten

Konvergenzordnung
Grenzwertsatze Definition: Sei lim, _,, f(z) = 0 und es gebe k > (), so dass

|f(z)|
. T . =c>0
Satz: Betrachte fiir die folgenden Regeln jeweils einen der Falle: z—~a |z — alk
xra. xS0, rN\ea, 00, b o0 Dann verschwindet f(x) fir © —+ @ von der Ordnung k. Schreibe auch

) = - k - _
Setze voraus, dass die jeweiligen Grenzwerte existieren, dann gelten: f(z) = O|x — al*) fir z —+ a.

1. lim{f + ) = lim J + lim g, Sei lim; g f(2) = o0 | | und es gebe k > (), so dass

2. lim(f-g)=limf-limg, 1i_|3})|f(.r)| Jr—alf=e>0.

3. lim ‘5 - %'9: falls limg # 0, g e Dann geht f(x) fir x — a von der Ordnung k gegen oo < ). Schreibe auch
4. g = limf < limg, £(2) = O(lz — o ™) fiir = — a.

5 =g hundlimf —limh—y = ling—y. @

Grenzwerte in Abhédngigkeit
von Ordnungen

Satz: Sei f(r) = O|x ~ a|*) und g(x) = Oz — a|”). Dann folgt
Ji=

(x)
lim / 0, falls o > 3 und lim £, falls o < 4.
s glr) - giz)

Se flz) = Olr = a|") mit a > 0 und glx) = Oz ~ a”) mit 3 < 0. Dann folgt

lim f(x) = 0 und Nm gx) = +oc



Grenzwertsatze

Satz: Betrachte fiir die folgenden Regeln jeweils einen der Falle:
xr—a, x,/a T\ a IT—00, IT——00.
Setze voraus, dass die jeweiligen Grenzwerte existieren, dann gelten:
1. lim(f +g) =lim f + lim g,
2. lim(f-g)=1Ilim f-limg,
3. lim £ = 2L falls lim g # 0,
4. f<g = limf <limg,
5

. f<g<hundlimf=Ilimh=y = limg=y.



Bemerkungen: Die Regeln gelten analog auch fur unbestimmte Grenzwerte.
1. oo — oo sei ausgeschlossen, oo + 0o = oo sei vereinbart.
2. 0 - oo sel ausgeschlossen, oo - 00 = F-00 sel vereinbart.
0

3. == sei ausgeschlossen, — = 0 sei vereinbart.
00 +o0

Im Falle weiterer Unbestimmtheit konnen die Satze nicht angewandt werden.



Konvergenzordnung

Definition: Sei lim,_,, f(z) = 0 und es gebe k > 0, so dass

@)

w—>a|:1:—a|k =c > 0.

Dann verschwindet f(x) fiir £ — a von der Ordnung k. Schreibe auch
f(z) = O(Jx — a|®) fir z — a.
Sei lim,_., f(z) = 0o (oder —o¢) und es gebe k > 0, so dass

lim |f(z)|- |z — al®* = ¢ > 0.

Tr—ra

Dann geht f(z) fir x — a von der Ordnung k gegen oo (oder —o0). Schreibe auch

®

f(z) = O(|x — a|™") fiir z — a.



Konvergenzordnung fiir unbestimmte Grenzwerte

Analog: Sei lim, ,., f(z) = 0 und es gebe k£ > 0, so dass
. k o
lim [of*|f(@)] = ¢ > 0.
Dann verschwindet f(x) fiir x — oo von der Ordnung k. Schreibe auch
f(z) = O(|z|™F) fiir z — 0.
Sei lim,, oo f(z) = 0o (oder —o0) und es gebe k& > 0, so dass

@)

sr00 |z|k

=c> 0.

Dann geht f(x) fiir £ — oo von der Ordnung k gegen oo (oder —o0). Schreibe
auch

f(z) = O(|z|®) fiir x — oo.

Analoges gilt fur z — —o0.



Grenzwerte in Abhédngigkeit
von Ordnungen

Satz: Sei f(z) = O(|z — a|®) und g(z) = O(|z — a|?). Dann folgt
f(z) f(z)

lim —= =0, falls @ > und lim —= = +o00, falls a < £.
r—a g(m) rz—a g(az)

Sei f(z) = O(]z — a|®) mit & > 0 und g(z) = O(|z — al’) mit B < 0. Dann folgt

lim f(z) =0 und lim g(z) = Fo0.

r—a r—ra



Motivation Grenzwert Rechnen mit
Grenzwerten

Nullstellen

Wk e m b e
Loy Konvergenzordnung
it
b
L R P

Analysis |

Algorithmus




