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Kurze Wiederholung
von Grundlagen

Logische Aussagen

Postulat: Eine Aussage kann entweder wahr oder
falsch sein, ein Drittes gibt es nicht.

Wahrheitswert:

Aussageform:
Leiase

P
Man sicht selort:
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Beispiel: Logische Aussagen

http://pingo.upb.de/361806

A :="625 ist durch 5, 25 und 125 teilbar”
B :="x2 + 1 = 0 hat keine reelle L6sung”

O
I

.= "Die Punkte P1 =(1,2), P2 = (2,4) und P3 = (5,5) liegen auf einer Geraden”
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Logische Aussagen

Postulat: Eine Aussage kann entweder wahr oder
falsch sein, ein Drittes gibt es nicht.

Wahrheitswert: w(A) =W
w(B) =W
w(C)=F
Aussageform:
Beispiel:
“P, =(1,2), P, =(2,4) und P3 = (5, x) liegen auf einer Geraden”

A(x) :=
Man sieht sofort:
A(10) ist wahr = w(A(10)) = W.



Logische Operationen

Negation:
A oder —A definiert durch w(—A) = F, falls w(A) = W.

Konjunktion: AAB
w(A A B) =W genau dann, wenn w(A) =W, und w(B) = W.

.—/.—/
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Alternative: AV B
w(AV B) = F genau dann, wenn w(A) = F, und w(B) = F.

@

© e

®

Implikation: A = B
w(A = B) = F genau dann, wenn w(A) =W, und w(B) = F.

Aquivalenz: A< B
w(A & B) = W genau dann, wenn w(A) = w(B).



Wahrheitswerttabellen
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A B ANB AVB A=—B A<= B
W W W W W W
W F F W F F
F W F W W F
F F F F W W




Beispiel

Aussage:

C:=(AN(B=A) =B

Zugehorige Wahrheitswerttabelle:

A B A B B=A AANB=A) C
W W F F F F W
W F F W W W W
F W W F 1% F 1%
F F W W W F W

C immer wahr: Tautologie



Indirekter Beweis

Die folgende Wahrheitswerttabelle ist gultig:

A B A B A=B B=A (A= B)<+= (B= A)
W W F F W W W
W F F W F F W
F W W F W W W
F F W W W W 1%




Abbildungen

Seien A und B Mengen. Dann verstehen wir unter einer Abbildung f von A nach
B,

f:A— B, aw— f(a),

eine Zuordnungsvorschrift, die jedem a € A genaueinb € B, b = f(a) zuordnet.
Ist A” C Aund B’ C B, dann nennen wir

f(A):={yeB|3z € A mity = f(z)}
die Bildmenge von A’, und
1B = {z € Alf(a) € B} B &,

. . Tgr
die Urbildmenge von B’. F(B) " (ichtinjekive) Abbidung




Abbildungen (Forts.)

e Injektiv: Eine Abbildung f : A — B heiBt injektiv (eineindeutig), falls fir
alle a1,a2 € A gilt:

a1 #az = f(a1) # f(az).

e Surjektiv: Eine Abbildung f heiBt surjektiv, falls es zu jedem b € B ein
a € A gibt, so dass

fla) =b, (d.h. f(A) = B)

e Bijektiv: Eine Abbildung f heiBt bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.



Naturliche Zahlen und
Vollstandige Induktion

Peano Axiome

Peznc Axiome zur Charakteris'erung der Menge 14 der naturlichen Zah'en

1] 1 ist eine natirliche Zahl

2) Jede natiliche Zahl n hat genau einen Machfolger n [Schreibweise 2=1",
3=2" usw.).

3) 1 ist kein Nachfelger einer natiirlichen Zahl. - - P . l -
4) die Machfolger zveier verschiedener natiirlicher Zahlen sind vensinander ver- Prlnz’p VOIIStand'g e Indu ,On
schieden {daraus folgt insbesondere, dass jede natirliche Zanl suler 1 genau
einen Varginger hat).
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gelten, dann ist die Aussage An; fiir alle % € ¥ mit n = ny wabr.

Fundamentalsatz der Arithmetik
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Peano Axiome

Peano Axiome zur Charakterisierung der Menge N der naturlichen Zahlen

1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

2) Jede natirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n' (Schreibweise 2=1",
3=2" usw.).

3) 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4) die Nachfolger zweier verschiedener natiirlicher Zahlen sind voneinander ver-
schieden (daraus folgt insbesondere, dass jede natiirliche Zahl auBer 1 genau
einen Vorganger hat).

5) Induktionsprinzip: Sei A C N mit
(i) 1 € A,
(i)ne A=n' € A.
Dann ist A = N.



Prinzip vollstandige Induktion

Seien ng € N und A(n) eine Aussageform fiir jedes n € N mit n > ng. Wenn die
beiden Aussagen

1) A(ng) ist wahr,
2) furalle k e N, k> ng: A(k) ist wahr = A(k + 1) ist wahr

gelten, dann ist die Aussage A(n) fir alle n € N mit n > ng wahr.



Fundamentalsatz der Arithmetik

Jede naturliche Zahl n > 1 lasst sich auf eine und nur eine Weise als Produkt endlich
vieler Primzahlen darstellen, wenn man die Primzahlen der GroBe nach ordnet.
Danach lasst sich jede naturliche Zahl n > 1 auf genau eine Weise durch ein Produkt
aus Primzahlpotenzen darstellen:

N Z IR Vi
n=mp; Py ...D

mit p1,p2,...,px € P, v1,v0,...,vp EN, ke Nund p1 <ps < --- < pg.
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rundlagen

Ganze, rationale
und reelle Zahlen

Ganze Zahlen
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Dezimalbriiche

Beobachtung: Jzestelung 0% Cezimalias | Gaissiel 2 — L (25 oder
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Ganze Zahlen

Problem: n + x = m ist nur losbar, falls m > n!

Losung: Fuhre
Z ={0, +1, -1, +2, =2, +3, -3, ...}

ein. Dann hat n 4+ x = m fur beliebige m,n € Z eine Losung x € Z.

Also: 7Z abgeschlossen gegeniiber Addition, Subtraktion und Multiplikation



Rationale Zahlen

Problem: n - x = m ist nur losbar in Z, falls n Teiler von m/!

Losung: Fuhre

Q={q|qg= %, a,beZ, b#0, a,b teilerfremd}

ein. Dann hat n -z =m in Q die Losung x = > mit m,n € Z.

Bemerkungen:

e "a,bteilerfremd” = Briiche, die nur durch Erweitern oder Kiirzen auseinander
hervorgehen, sind keine eigenstandigen Elemente in Q

e Grundlage dafur: Primfaktorenzerlegung von Zahler und Nenner. Es wird
solange " gekurzt”, bis in Zahler und Nenner nur noch unterschiedliche Primzahlen

vorhanden sind oder, was dasselbe ist, gg7T'(a,b) = 1



Dezimalbriiche

Beobachtung: Darstellung als Dezimalzahl. Beispiel % = 1,125, oder

1-10+1-107'+2-1072+5-1073.

Es gilt: a € Q — a darstellbar als unendlicher periodischer Dezimalbruch:

0= Zmnl0™ "+ 2 107", 2 €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
n=0 k=1

Kurzform: a = 2, 2m—1..-20,2—-12—2 - ..



Beispiel: 1 =0,142857142857142857...

oder:

%:10—1+4,10—2+2,10—3+8.10—4+5.10—5+7-10_6+...

Periode: 142857

2 = 11,25000. ..

oder:

1-10' +1-10°+2-1071+5-102.
Periode: 0.



Reelle Zahlen
Problem: = - £ = 2 ist nicht losbar in Q!

Losung: Fuhre
R = {z | = ist unendlicher Dezimalbruch}

ein.

Bemerkungen:

e Problematisch: Aufschreiben solcher nichtperiodischer Dezimalbruche. Man
kann nur Naherungen angeben, z.B.

1,41 ; 1,414; 1,4142; 1,41421 ...

fir z = /2

e Beim Rechnen mit diesen nichtperiodischen Dezimalbriichen muss man sich
im Allg. auch auf Naherungswerte in Form endlicher Dezimalbriiche stutzen
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