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TUHH

Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum, VY, fiir den die Addition
und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)nEN + (bn)nEN = (an + bn)nEN

}\(an)nEN = (}\an)nEN

Rekursion und lteration.

Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch

ani1 ;= O(n,an), firn € N,

wobeli
O:NxV -V

eine bestimmte Iterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f: [a,b] — R.
e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.
e Iteration: Definiere zwei Folgen (un )nen, und (vn)nen, rekursiv mit den
Startwerten (ugp,Vvo) = (a, b) und der folgenden lterationsvorschrift.
FORn=1,2,...

X = (Un_1+Vn_1)/2

IF f(x) = 0 THEN RETURN

IF (f(x) - f(vn_1) < 0) THEN

Un =X, Vn i =Vn_1;
ELSE

Un ‘= Un-1; Vn =X,

OUTPUT: x mit f(x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel. t:[1,2] SR mit f(x) =x2—2, a=1und b =2.
Beachte: f(v/2) =0, d.h. /2 =1.4142 13562. .. ist Nullstelle von f.

Un Vn

1.0000 00000  2.0000 00000
1.0000 00000  1.5000 00000
1.2500 00000  1.5000 00000
1.3750 00000 1.5000 00000
10 | 1.4140 62500 1.4150 39063
20 | 1.4142 13181 1.4142 14134
30 | 1.4142 13562 1.4142 13562

w N = o3

Graph von f(x) = x% — 2.

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton-Verfahren.

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R.

e Verwende Newton-Iteration:

Xntl = Xn — TmE fir f'(xn) # 0,

mit Startwert x,.

Bemerkung: Verfahren konvergiert, falls xo nahe bei einer Nullstelle von f liegt.
Beispiel: Fiir f(x) =x? —2 und xo = 1 erhilt man

n| oo 1] 2| J 4]
tn | 1.0000 | 1.5000 | 1.4166 66667 | 1.4142 15686 | 1.4142 13562 | -

Erinnerung: f(v/2) =0, d.h. v/2 =1.4142 13562 ... ist Nullstelle von f.
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Konvergenz von Folgen.

Definition: Sei (a,)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum'V.
Dann heiBt

e (anljen firn; € Nmit1 <n; <n; <... eine Teilfolge von (an)nen.

e die Folge (an )nen beschriankt, falls es ein C > 0 gibt mit
VneN:|an| <C.
e die Folge (an)nen konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V, falls
Ve>0:IN=N((¢) e N:¥Yn > N:l|la, —a| < e.

Eine nicht-konvergente Folge heiBt divergent.

e die Folge (an)nen Cauchy-Folge, falls
Ve>0:IN=N(e) e N:Vn,m > N:|an —anl| < €.
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Satz: Sei (an )nen eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:
(a) (an) konvergent = (a, ) beschrankt;
(b) (an) konvergent = (a,) Cauchy-Folge;

(c) Falls (an,) konvergiert, so ist der Grenzwert von (a, ) eindeutig bestimmt.

Beweis von (a): Sei (a,,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

lan| =|lan —a+al| < [|an —al| + ||a]| < e +||a]| fir alle n > N(e).
Damit ist die Folge (a,) beschrankt mit der Konstanten
C = max{[|a1], [laz]l,...,[lan—1], [la]] + &}

Also
VneN:|an| <C.
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Beweis von (b): Sei (a,,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

Han_amH — Han—a—l—a—amH
< llan—af +llam—al| < S+ =¢

fir alle n,m > N = N(¢/2) ]
Beweis von (c): Sei (a,,) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und a.
Dann gelten fiir ¢ > 0 die Abschatzungen

|lan —al| <& fiir alle n > N(¢)

lan — @l < e fiiralle n > N(e)
Somit folgt fiir n > max{N, N} die Ungleichung
la—dll=lla—an+an -3 < |lan —af| + Jan — @ < 2e.

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt a =@ im Widerspruch zur Annahme a #a.
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Notationen.

Fiir eine konvergente Folge (a,,) mit Grenzwert a schreiben wir

im a, =a oder a, —w a (n— oo).
n—oo

Uneigentliche Konvergenz . ..

... bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert +oc.
Fiir reelle Folgen definieren wir zusatzlich

Iim a, =00 <= VC>0:dNeN:VYn>N:a, >C

n—,oo

im a, =—00 < VC>0:dNeN:Yn>N:a, <-—-C

n—,oo
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Bemerkungen.
Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil (b),

(a,,) Cauchyfolge — (a,,) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich in

vollstandigen Raumen bzw. Banachraumen.

Einen vollstandigen Euklidischen Vektorraum nennt man

Hilbertraum.

Beispiele:
e fiir vollstandige Raume: (R,|-|), (C,|-]), (R™ | - |, (Cla,bl, || - |leo);

e fiir einen nicht vollstandigen Raum: (Cla,b], || - ||2).
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Satz: Seien (a,,) und (b, ) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die
beiden Folgen (an, + by) und (Aay) fir A € R (bzw. A € C), wobei gilt

(a) limnSoo(@n +bn) =limp S0 an + limpy 0 by,
(b) limn_oo(Aan) = Alimn o an.

Beweis: Sei a = im0 @, und b = limj oo br, d.h. a sei Grenzwert von
(an,) und b sei Grenzwert von (b,,).

(a): Fir n > max{N;(e/2),N2(e/2)} gilt

e €
|(an +bn) — (a+Db)|| < |lan —a||+ [[bn —b]| < §+§ = €.

(b): Sei A # 0. Dann gilt fir n > Ny(¢/|A|) die Abschatzung
£ —
Vi
Der Fall A =0 ist trivial. |

IAan —Aa|| = Al - ||lan — al| < |A] £

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 86



UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition: Sei (a,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

(a) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) linear konvergent, falls eine
Konstante 0 < C < 1 und ein Index N € N existiert mit

Vn>N:|ans1 —al| < Cllan — q

(b) Die Folge (an) heiBt (mindestens) superlinear konvergent, falls es eine
nicht-negative Nullfolge C,, > 0 gibt mit lim,,_,o, C,, =0, so dass

vn:flany —afl < Cuflan —af

(c) Die Folge (an) heiBt konvergent der Ordnung (mindestens) p > 1, falls es
eine nicht-negative Konstante C > 0 gibt mit

vn:flany —afl < Cllan — aff”.
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

4 Konvergenz von Folgen und Reihen

4.1 Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (an )nen heiBit

monoton wachsend <= Vn<m:a, < a;,
-———_—_'___—-.
streng monoton wachsend 4= Vn<m:an, < am

nach oben beschriankt <= dCeR:Yn:a, <C

G‘n:/’-% = < SO

A= _SM,O{O\.,.\. A Q\Ng
monoton fallend <= Vn<m:a, > 0,

Analog definiert man die Begriffe

streng monoton fallend 4= Vn<m:a, > am

nach unten beschrankt <= dCeR:Vn:a, >C

e wh (e =0 -

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 88



i TUHH

H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

1£ a H Y] cl Rg 4’ (n
Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte reelle Folge (an )nen ist

konvergent mit Grenzwert

lim a, =sup{a,|n € N} T
n—oo 'fﬂ { s
Beweis: Sei (a,,)nen nach oben beschrankt. Dann gilt _f:—/—j[q\w%“
s =sup{an |n € N} < o0. 5_;

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N{(¢&) mit

_—
s—e<an <s L as=09¢
1 as\
Die Folge (an)nen ist monoton wachsend, also folgt o a
e L rpz @y
s—e<an <anp<s Vn>N, + X,
"'\_'____________._______...--—"'-"""-—-—-- -
d.h.
s—an|<e Vn>N=N()
|
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Folgerung (Prinzip der Intervallschachtelung):
Sei (an)nen €ine monoton wachsende reelle Folge und (b, )nen €ine monoton

fallende reelle Folge mit

_.ﬁog
\O " 7/ A ‘Sn
Dann sind beide Folgen konvergent. Gilt weiterhin SN o b by b,
l A\ \ { 1 P { N
t X A} 1} ) N b V4
lim (a,, —bn) =0, A r2 = b, ©
n—oo 5 L @&y &— 3

so haben (an )nen und (bn )nen denselben Grenzwert, d.h. es gibt ein & € R mit

E= lim a, = lim by.
n—oo n—oo
Weiterhin gelten in diesem Fall die Fehlerabschatzungen ;ﬁ L,-. ?
|an_((-v| < |bn_an| und |bn_((—v| < |bn_an’- ?
,—————-—"'———-‘-‘"—f-

N T T T T M T T B

rr 111 1T 1T 1T 1 171" __Qw\\
a, a, a, ——> 13 < b3 b2 b1 \G‘n_z\%\\a“

[]
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Beispiel.
Definiere fiir 0 < a < b zwei Folgen (a,,) und (b, ) rekursiv durch

ap = a bp = Db

Ani1 = ., bn bny1 = (ap+bn)/2 firn>0.

Die Folgen (a,,) und (b, ) bilden Intervallschachtelung, und es gilt

b, —an
(bn+1 — an+1) < P

Der gemeinsame Grenzwert von (a,,) und (by)

Iim a, = |lim b,
n—,oo n—,oo
heit arithmetisch-geometrisches Mittel von a und b. ]
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a,, =27 L Y4 8 NG ooeb
. . . V)
Die Bernoullische Ungleichung. , :(_4_\ R
Es gilt =T

Vx>—-1, ne NJT+x)" > 1+ nx,
wobei Gleichheit nur fiir n = 1 oder x = 0 gilt.

Beweis: vollstandige Induktion. (vbm_ N O S L X Ralk 2.3

Die Geometrische Folge.
Sei (an)nen reelle Folge mit a,, ;== q™ fiir g € R. Dann gilt

q>1 : limpseoq® =400 (q"=(1+(q—1))">T1+n(q—1))
q=1 : limy,q" =1

0<qg<T : lim n=0 n— ‘ < 1
g n—oo { 4 = 0=07¢—)" = (/91

—1<qg<0 : limp,eq™=0 (Iq™ =Iq™)
q=—1 : (q™) beschrankt, aber nicht konvergent (q™ € {-—1,1})

q<—1 : (q") divergent, kein uneigentlicher Grenzwert
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Weitere Rechenregeln. Ay —> O
v o b

Satz: Seien (an)nen und (b )nen konvergente reelle Folgen. Dann gilt

(3) limnoo(@n - bn) = (limnooo an) - (limp oo by

O  iman
() Y1:ibp £ 0 A limp b 20 = limy o (E) .
n—oo

(c) Vn:a, >0 /A meN = limye Van = VIimn oo an

Beweis: Seien (a,)neny und (b )nen zwei konvergente Folgen mit

im a, =a und im b, =D
n—oo n—oo
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A —> QA
Beweis von (a): Fiir e > 0 und n > N = N(¢) gilt

la, by, — ab] la, by — anb + a,b — ab|

|<1n| - [bn — b+ b - |an —q
:-'\ O\V\K\D\n—\o) _{'\OQQV‘\—" CA)

o lbn —t —b|+|b| an — al
. —° (c +[bl)e >

° = (an(ln b)) ¥ (Comm) ]

—

Beweis von (b): Da b, # 0 und b # 0 existiert eine Konstante Cy, > 0 mit

IA

IA

A\

Cey < |bp| fur alle n € N. A - ——\;—-
Damit gilt /,_]o __/_\___ S i\_
1 _1 B b—bp, 1 b bl < . L. \o
"l b | [bgl-b] ™ Cy, - b
\QLS(LY:HLK‘&'

fiir hinreichend groBe n > N = N(¢).
Nun folgt die Aussage in Teil (b) direkt aus Teil (a), denn es gilt 1/b;, — 1/b.
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Beweis von (c): Wir setzen hierzu folgenden Satz voraus.

Satz: Zu a > 0 und m € N existiert genau eine Zahl w > 0 mit w™ = a. Diese

Zahl wird mit w = %/a bezeichnet. =

Fall 1: Sei (a,,) eine Nullfolge und ¢ > 0 vorgegeben. SATEN \Y/:\ —> r

_ s
AN < e™ VYn>N(e™m)
A o = 4
Daraus folgt (Y-—-'j )(X ‘) Y )
0< Wa, < ¢ _ X?'-—‘jl
und daher m\/an%Oﬁjrn%oo - 2 A ro A
: >y _ XN gyt ey .
o=y ) YTy ey 2t = YT s
_ _ S >
= %> _%
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Fall 2: Sei a > 0. Verwende die ldentitat
(x—y) ) x™ Iy
j=1

= (x—y)- (xm—1y°+xm—2y‘ +.. +xoym—1)

_ meO _|_Xm—1y1 _|_.”_|_X1ym—1 _Xm—1y1 _.”_X1ym—1 _XOym
0
_ m m -
R —> x-a= X 71 T
&y e =X
Setze nun x = a, und y = %/a. Dann folgt fir e >0 undn>N(£)
— N
Ia —q
va, — Val =
| Van _,._..‘ [(a)™ T + .+ (a)m T
% 7 - —, So
[an — al = e
P (mam 1
< C-¢ H
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Beispiel. L L2
p SkaL%e'( ,l X-—-Y = X —-Y
Gegeben sei die Folge (an)neny mit X +Y

o — Y
A = \/n2—|—5n+1—n> . XD > "=
Es gilt —>e T XA T
(nz—l—Sn—l—])—nZ:(\/nz—l—Sn—H—n) (\/nz—l—Sn—H—l—n),
woraus folgt X" v P2 9
Y Y 1
. ~ (n*+5n+1)—n* 5n+ 1 B 5"’{
T VmZ m+l4n VnZ+imtl4n 5 1
— 1—|——‘|——2—|—1
X ), A
und somit e %
im a, = >+ 0 —é
n—o0 n_\/m+1 2
[]
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TUHH

Der Satz von Bolzano-WeierstraB.

Satz (Bolzano-Weierstraf):

Jede reelle beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (a,, )nen eine reelle beschrankte Folge. Dann gibt es ein Intervall
A, B] mit Vn:a, € [A, B]. Betrachte nun die folgende Bisektionsmethode.

N

A1 I:A;
B] IZB;
FORk=1,2,3,...

C:= (Ayx + By)/2

IF {n|an € [Ax, C]} unendlich THEN

Ax+1 = Ayx; Byxy1 =G
ELSE
Axs1:=C; Byy1 = By;

A1

AR
2

g
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Beobachtung: Die Folgen (Ay) und (By) bilden eine Intervallschachtelung,
d.h. Vk:Ax < By, und es gibt einen gemeinsamen Grenzwert

E,: lim Ak: lim Bk.

k— o0 k— oo

Definiere nun eine Teilfolge (a,, ) von (a,) wie folgt.

e Setze nq :=1;

e FOR k =2,3,4,...
wahle Ny > nk_1 mit an, € [Ak,Bk].
—w
Wegen
Ax < an, < By, fur alle k € N,
gilt dann limy 0 an, = &. H

Definition: Sei {a,,, }xen eine konvergente Teilfolge einer Folge (an)nen. Dann
wird der Grenzwert der Teilfolge {an, Jxen als Haiufungspunkte der Folge
(an )nen bezeichnet. O
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: Der Korper R ist vollstandig, d.h. jede reelle Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Zeige, dass jede Cauchyfolge beschrankt ist: Fiir n und N = N{(e) gilt

lan| =lan —an + an| < |lan — an| + lan]| < € + |an]

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt (a,,) einen Haufungspunkt &.
Dann gilt fiir myny, > N(e/2):

’am — Evl — ’am — On,y + An, — Ev|
£ €
Cauchyfolge Haufungspunkt
|
Notation:
liminf a,, = kleinster Haufungspunkt, limsup a,, = groBter Haufungspunkt.
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4.2 Konvergenz in normierten Vektorraumen

Beispiel. Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

1 _____
Fiir jedes n > 2 liegt die Funktion
( I_l_?_é_f fir x € [0,1/n]; .
folx) =9 2—nx firxe[1/n,2/n]; W%
. 0 fir x € 2/n,1]; |
in C[0,1], d.h. f,, € C[0, 1] fiirallen > 2. b th 2n .

Der Graph von f,(x).

Beobachtung: {f,,};,>> bildet eine Folge von Funktionen in C[0, 1].
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Wie sieht es mit der Konvergenz von f,, in C[0, 1] aus?
Fall 1. Verwende die Euklidische Norm || - ||2. Dann gilt
1 L 1/n 2 2/n 2 1 D)
Hf“H%:JGR(XDdXZJ (nx)danJ (2 —nx) dx+J Odx=...= —
0 0 1/n 2/n 3n

und somit ||f,,||2 < 1/4/n fiir n > 2. Die Folge {f;,}n>2 ist somit beziiglich der
Euklidischen Norm eine Nullfolge in C[0, 1], d.h. {f;;}n>2 konvergiert gegen Null.

Fall 2. Verwende die Maximumnorm || - ||o. Dann gilt
|fnllco = max |[fr(x)| =1, fur alle n > 2,
x€[0,1]

und es gibt keine stetige Funktion f € C[0, 1] mit ||f, — f||cec — O flir n — co.

Somit divergiert die Folge {fi}n>2 in C[0, 1] beziiglich der Maximumnorm.

Fazit: Die Konvergenz einer Folge (an)n ist im Allgemeinen nicht nur abhangig
vom zugrunde liegenden Vektorraum V, sondern auch (und vor allem!) von der

verwendeten Norm || - ||. ]
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Bemerkung: In endlichdimensionalen Vektorraumen ist die Konvergenz

(und der Grenzwert) einer Folge jedoch lediglich von dem jeweiligen Vektorraum
abhangig, nicht von der zugrunde liegenden Norm.

Satz (Normdquivalenzsatz): Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und

seien || - || und || - || zwei Normen auf V. Dann gibt es Konstanten C,C’ > 0 mit
Clv|| < |v|I" < C'|v], fiir alle v €'V,
d.h. die beiden Normen || - || und || - ||" sind &quivalent aufV. ]

——— —

Fazit: Eine Folge (a,. ), die in einem endlichdimensionalen Vektorraum V
beziiglich einer Norm || - || in V gegen einen Grenzwert a € V konvergiert,

/

konvergiert ebenso beziiglich jeder anderen Norm || - || in V gegen a. ]

e Beispiele fiir endlichdimensionale Vektorraume: R, C, R™, C™.

e Beispiel fiir einen unendlichdimensionalen Vektorraum: Cla, b].
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Konvergenz von Folgen im R™.

Folgerung: Eine Folge (x.,) im R™ konvergiert genau dann, wenn alle n

m)

Koordinatenfolgen (x( Jmen, ) = 1,...,m, in R konvergieren. Der Grenzwert

)
der Folge (x,,) lasst sich komponentenweise berechnen.

Beweis: x,;;, — x ist aquivalent zu

Ixm—X[eo 20 &= VI<j<nik™ —xl20, m-— oo
und somitxjgm)%xj,m—)oo, furallej=1,...,n. N s A H
\o B
Beispiel: Fiir die Folge (x,,,), gegeben durch c g

] ] 2 4 2m+3\ "
xm:<n_1,1+exp( ),m+ m+) cR3 firme N.

m 2m2—1 ~ o\
gllt | \\(\oh> _ (\o \\j <
LB lim x, = (0,2,1/2)" € R3. " -
yd m—oo - 2
N {\Q\H,_Q\ \\—o :\l: ) \C_ — ¢ \—ba L]
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Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Folgerung: In endlichdimensionalen Vektorraumen gilt

e das Cauchysche Konvergenzkriterium:

dJa : a;, —wa(m— o)
— ]

& Ve>0 IN=N(e) : myn>N : |lanp—an| <e¢

- —— )
e der Satz von Bolzano-Weierstraf:

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel: Fiir a,, :=z", z € C gegeben, gilt

1zl >1 =— |an| = |z|"™ unbeschrankt — (a,,) divergent;
zZl <1 = Japu/=zZ"—=0(n—>00) = Ilim z" =0.

n—,oo
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So= Qe

4.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen SA = e« %

S, = QAo np ¥
Definition: Sei (an)nen,, an € R (oder a,, € C), eine reelle (komplexe) Folge.

Dann heiBt die Folge (sn)nen,, definiert durch
S>> S

mn
sn=Zak, flir n € Np, L~ i o =S
k=0

~—) o<
w="

eine Reihe in R (bzw. in C). Die Folgeglieder s,, der Reihe (s.,) werden als

Partialsummen bezeichnet. Falls die Folge (s, ) der Partialsummen konvergiert,

d.h. die Reihe konvergiert, mit einem Grenzwert s, d.h. s, — s (N — o0), so
schreibt man

n O\V\'_'- A
= |im E ax Lan
e k=0 Ao = ,‘ = Sa

fiir den Grenzwert der Reihe (Sp)neNy- B V= ok T D_A__,r_"
1

A e/ i o
b R) w=9° wzo TU=+A - o
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o KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN L‘ W SaA = Q.. TUHH
R
Z Ca = g

Einige Konvergenzkriterien fur Reihen «:-<

: c . : — S Al E ¥ n-A
Satz (Unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen): \S“" Sw- \ '>N
P

™ - A
(a) Es gilt das Cauchysche Konvergenzkriterium \ S ow _— Z—o\\&\ = &
U9

W: o //—\

oo m
(=
Zak konvergent <+ Ve>0 dN:m,n > N: Zak < €
k=0 k=n .
Y
(b) Es gilt die notwendige Bedingung . \ S — Sm_ A \ 50
Z ax konvergent —> lim ax=0 7 -
k=0 koo B Joan| e
Beweis:
e Teil (a) folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen.
e Teil (b) folgt aus Teil (a) fiir den Spezialfall m =n. u
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o KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

TUHH

Satz (Weitere unmittelbare Konvergenzkriterien fiir R

(c) Seien > ay, > by konvergente Reihen. Dann konvergieren die Reihen

> (ax +byx) und Y (Aax), und es gilt

Z (ax +byx) = Z ax +
k=0 k=0
D (Aa) = A) ax
k=0 k=0

(d) Es gilt das Leibnizsches Konvergenzkriterium: Eine alternierende

Reihe der Form 3 (—1)*ay, ax > 0, deren (nicht-negativen) Folgeglieder

ayx eine monoton fallende Nullfolge bilden, konvergiert, und es gilt

2n
(=) *ax

m—

#—-—2_;1—1 o0 J
(—D*ax < Z(_”kak <
k=0

k=0
—_— —_—
Sin_na Ay — A) & Ay — Ry
n -

eihen):

k=0

B

PIRTN
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KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

TUHH

Beweis: Teil (c) folgt direkt aus der Linearitdt der Grenzwertbildung fiir Folgen.

Zu Teil (d): Fiir die Reihen

2n—1 @
un =Y (—1)*ax und v, = Z(—Ukak

— k=0 k=0
gilt
Uny1 = Un+(azn —Q2ny1) 2 Un
Vn4+1 = Vn — (a2n—|—1 — aZn—!—Z) < Vn
Vn = Up+0an = Un
Vn—Un = dn —0 (n— o). |

Somit bilden die Folgen (u,,), (vn) eine Intervallschachtelung, konvergieren
gegen einen gemeinsamen Grenzwert, und es gilt

o0
U, < ) (Dfax £ ve.  H
k=0
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Die geometrische Reihe.

Beispiel: Fiir x,y € C gilt

fir die Partialsummen der geometrischen Reihe ) qk. Daraus folgt, dass

e die geometrische Reihe fiir |q| < 1 konvergiert mit Grenzwert
-~ 1
Z q° = 1
k=0 G

e die geometrische Reihe fiir |q| > 1 divergiert. H
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o KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

Die harmonische Reihe.

Beispiel: Die harmonische Reihe

und somit ist das Cauchy-Kriterium

oo m
Zak konvergent & Ve>0 dN:m,n > N: Zak < €
k=0 k=n
fir e < 1 verletzt. |
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