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Inhalte Analysis I.
e Aussagen, Logik und Mengen.
e Zahlensysteme, Relationen und Funktionen.
e Folgen, Reihen und Konvergenz.
e Vektorraume und Normen.
e Stetige und gleichmiaBig stetige Funktionen.
e Differenzierbarkeit und Differentiationsregeln.
o Mittelwertsatze, lokale Extrema, Satz von Taylor.
e Regel von de I'Hospital, Kurvendiskussion.

e Fehlerrechnung, lterationsmethoden und Banachscher Fixpunktsatz.
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1 Aussagen, Mengen, Funktionen

1.1 Aussagen

Definition: Eine Aussage ist eine sprachliche Konstruktion, von der man
eindeutig entscheiden kann, ob sie WAHR oder FALSCH ist.

Beispiele fiir Aussagen und keine Aussagen:
e Heute ist Donnerstag.
e Jede Primzahl ist ungerade.
e 2 ist eine Primzahl.
e Studieren macht SpaB ... ganz besonders an der TUHH.
e Die TUHH ist Deutschlands jiingste Technische Universitat.

e Der HSV steigt nie ab.
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Charakteristische Eigenschaft: Aussagen sind entweder WAHR oder FALSCH.

Wahrheitswerte von Aussagen. Sei A eine Aussage. Dann kann man A einen
eindeutigen Wahrheitswert w(A) zuordnen.

wA) =0 <= A ist falsch;
wA)=1 &= A ist wahr.

Verkniipfungen von Aussagen. Seien A und B Aussagen.

—A . Negation “nicht A"
A /AB : Konjunktion “A und B”
AV B : Disjunktion “A oder B”
A = B : Implikation “aus A folgt B”
A& B : Aquivalenz “A ist aquivalent zu B”
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Wahrheitswertetafeln.

w(A) | w(B) || w(—A) | w(AAB) | wAVB) | wlA=B)| wA&B)

1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Bemerkung: Eine Implikation ist wahr, wenn die Pramisse falsch ist. Es gilt

A=DbB — —AV B

Definition:
e Eine Verkniipfung von Aussagen, die fiir simtliche Kombinationen von
Wahrheitswerten stets eine WAHRE Aussage ergeben, heiBt Tautologie.

e Eine Verkniipfung von Aussagen, die fiir simtliche Kombinationen von
Wahrheitswerten stets eine FALSCHE Aussage ergeben, heilt Kontradiktion.
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Beispiel fiir eine Tautologie.
(A=B) & (-B=—A)

Betrachte zum Nachweis die folgende Wahrheitswertetafel.

w(A) w(B) | w(A=B) | w(—B) w(—A) | w(—B = —A)
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 8



UH
M KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN TUHH

Beispiel fiir eine Tautologie.

((A — B) /\ﬁB) — A

Betrachte zum Nachweis die folgende Wahrheitswertetafel.

w(A) w(B) | w(A =B) w(—B) | w((A = B)/A\—B)
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1
w(A) w(B) | w((A = B)A—B) w(—A) | w(((A = B)A—B) = —A)
1 1 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
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Haufig verwendete Tautologien.

/;\/;AAAAA/—\AA/—\
rTeeLeedxeosrLrenNr=

AV —A
—(AA—-A)

——A &= A
—~(AAB) & —~AV —B
—(AVB) & —~AA—B

(A=B) < ("B=—A)
(A=B)ANA=—B

(A =B)A—B= —A
(A=B)A(B=C)= (A= C)
AN(BVC) < (AAB)V(AACQ)
AV (BAC) < (AVB)A(AVC)

tertium non datur
Widerspruch
doppelte Verneinung
de Morgan

de Morgan
Kontraposition
modus ponens
modus tollens
modus barbara
Distributivgesetz

Distributivgesetz
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Aussageformen.

Definition: Eine Aussage, die von Variablen abhangt, heilt Aussageform.

Beispiele fiir Aussageformen.
e X ist eine gerade Zahl;
e x ist groBer als y;
e x ist groBer als y, und y ist groBer als z.

Beachte: Wahrheitswerte von Aussageformen erhalt man nur durch Einsetzen
von Werten fiir die einzelnen Variablen.

Beispiel: Definiere Aussageform A(x,y) durch
Alxy) &= x*+y><2
Dann gilt:
e A(1/2,1) ist wahr, d.h. w(A(1/2,1)) =1;
e A(—3,2) ist falsch, d.h. w(A(—3,2)) = 0.
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Quantoren.

Mathematische Aussagen werden haufig durch Kombination von Aussageformen
mit Quantoren formuliert.

Es gibt zwei Grundquantoren:
e V Allquantor;
e 1 Existenzquantor;
und weiterhin

e 17 Existenz mit Eindeutigkeit.

Sei A(x) eine Aussageform. Dann definieren wir neue Aussagen wie folgt.
o Vx:A(x), d.h. fiir alle x gilt A(x);
e Jdx:A(x), d.h. es gibt mindestens ein x, fiir das A(x) gilt;

e Jix:A(x), d.h. es gibt genau ein x, fiir das A(x) gilt.
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Quantoren.

Die Wahrheitswerte der einzelnen Aussagen werden entsprechend definiert:
wiVx:Ax)) =1 &= firallexist wA(x)) =1
w(@x:A(x))=1 &= es gibt mindestens ein x, so dass w(A(x)) =1

w(dix:A(x)) =1 <& es gibt genau ein x, so dass w(A(x)) =1

Negation von Quantoren.

Es gilt
ﬁ(Vx . A(x)) & dx: (_'A(X)>

ﬁ<3x:A(x)) &— Vx: (ﬁA(x))
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Mathematische Satze und Beweistechniken.

Standardform eines Satzes:
A = B, fir Aussagen A, B,

wobei A Voraussetzung (Pramisse) und B Behauptung (Konklusion) heiBt.

Mogliche Beweistechniken:

e Direkter Beweis (Kettenschluss)
A=A)—=A1—= A, — ... — A, =8B
e Indirekter Beweis (Kontraposition, Widerspruch)
A— B — —B=— —A

ist eine Tautologie.
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Exemplarisches Beispiel fiir einen ersten Beweis.

Satz: Eine natiirliche Zahl n € N ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat n?
gerade ist, d.h. firn € N gilt die Aquivalenz

N gerade &— n’ gerade.

Beweis: Fiihre den Beweis in zwei Schritten:

1. Schritt: Zeige die Implikation

N gerade — n’ gerade.

2. Schritt: Zeige die Implikation

n’ gerade — n gerade.
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1. Schritt: Direkter Beweis.
Sei n gerade. Dann Jk € N:n = 2k

n=2k = n?=4k*=2(2k*) = n? gerade.

2. Schritt: Indirekter Beweis.  (zeige =B = —A statt A = B)

Sei n? gerade. Angenommen n ist ungerade. Dann 3k € N:n =2k — 1.

n=2k—1 = n?=(2k—1)>=4k* —4k+1=2(2k* —2k) + 1
—  n? ungerade.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme (n? gerade).

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE
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Ein weiteres exemplarisches Beweisbeispiel.

Satz: Die Zahl \/2 ist irrational, d.h. /2 138t sich nicht als Bruch /2 = n/m
mit natiirlichen Zahlen n, m € N darstellen.

Beweis (durch Widerspruch) : Annahme: 3n,m € N: /2 = —.

Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass n und m teilerfremd sind.
Denn ansonsten teilen wir m,n durch deren groBten gemeinsamen Teiler (ggT).

Dann gilt:
2m?=n? = n’gerade =— ngerade = JkeN:n=2k.

2

Einsetzen in 2m? = n? ergibt:

2m? = n? = (2k)? = 4k?* = m? = 2k* = m? gerade =—> m gerade.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass n und m teilerfremd sind.

Die Annahme V2 = % ist somit falsch = +/2 ist irrational. |
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1.2 Mengen

Definition: Eine Menge ist eine Kollektion von paarweise verschiedenen
Objekten. Die einzelnen Objekte werden Elemente der Menge genannt.

Beispiele fiir Mengen.
e N ={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen;
e Ny ={0,1,2,3,...} Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen;
e Studierende der TUHH:
e Horer der Analysis | im WS 2013/2014;
e Menge der Primzahlen.
Notationen: Sei M eine Menge.

acM <& aistein Element der Menge M
a¢M & —(aeM)
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Definition von Mengen.

e Aufzahlung der Elemente: M :={1, 2, 3,4}
e Charakterisierende Eigenschaft der Menge, M :={x € Q| A(x)}

Bedeutung der verwendeten Symbole.

— “wird definiert durch”

A(x) Aussageform, definiert fiir Elemente x aus dem Grundbereich Q)
Teilmengen von Mengen.

M CN = Vx:(x €M = x € N)

Gleichheit von Mengen.

M =N — Vx:(x e M & x € N)

Die leere Menge. Menge, die kein Element enthilt. Bezeichnung: ()
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Ordnungseigenschaften.
e M C M;
e MCNANCM) — M=N;
e MCNJ)A(NCP) = MCP.

Verkniipfung von Mengen.

MUN = {x[xeMVxeN} (Vereinigung)

MNN = {x|xe MAx e N} (Durchschnitt)

MAN = {x|xeMAx¢&N} (Differenz)

M xN = {(a,b)lae MADbe N} (Cartesisches Produkt)
PM) = {X|XcC M} (Potenzmenge)
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Bemerkungen und weitere Bezeichnungen.
e Gilt MNN =0, so nennt man M und N disjunkt.
e Verkniipfung von endlich vielen Mengen.
n
JAc = AjuA U UA,
k=1
= {al|die{l,...,n}: ae Ay}
n
(A = AinNAzNn---NA,
k=1
= {alVie{l,...,n}: ae€ A}
n
HAk = A1><A2><---><An
k=1
= {(aj,...,an)|Vie{l,...,n}: a; € Ay}
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Weitere Bemerkungen und Bezeichnungen.

e Fiir geordnete Paare bzw. n-Tupel gilt:

(a1,az) = (by,b2) < a3 =b; AN a;=b;
(X1yeeeyXn) = (Y1y...,Yyn) & Vie{l,...,n}:xy =y

e Wichtige Cartesische Produkte:
— die Euklidische Ebene

R =R xR ={(x,y)|x,y € R}
— der dreidimensionale Euklidische Raum
R =R xRxR={(x,v,2)|x,uy,z € R}
— der n—-dimensionale Euklidische Raum

R" =R x - xR ={(x1,...,xn) [xi € R}

n—éch
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Der Einheitskreis.

e Kreisscheibe mit Radius 1 (Einheitskreis)

A= {(x,y) e R?|/x2 +1y2 < 1}

1.5

0.5F i
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Zwei Streifen. B :={(x,y) eR2[5<x2+1<17)
Beachte:

5<x?241<17 & 4<x?*<16 & —4<x<-2V2<x<4
und somit gilt

B={(xy)eR?*| —4<x<-2V2<x<4.

| | | | |
(4] &~ () N - o - N w S (4]
T T T T T T T T T T
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Intervalle in R.

Seien a,b € R mit a < b.

la,b] = {x]a <x<Db} abgeschlossenes Intervall ’a :)
(a,b) := {x]a<x<b} offenes Intervall ; °
la,b) = {x|a <x<b} halboffenes Intervall =a <;
(a,b] := {x|la<x<b} halboffenes Intervall - .

a b
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1.3 Funktionen

Definition: Seien M und N Mengen. Unter einer Funktion (oder Abbildung)
von M in N verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element x € M genau ein
Element y € N zuordnet.

Notationen und Bezeichnungen.
o f:M — N, y="~F(x) bzw. x — f(x) fiir alle x € M. Somit gilt:

f:M—=N — VxeM : diye N : y=~Ff(x).

e M heiBt Definitionsbereich (oder Urbildbereich) von f;
e N heit Zielmenge (oder Bildbereich) von f;

e Die Menge
graph(f) ={(x,f(x))|lx € M} C M x N

heit Graph der Funktion f.
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Beispiel.

e Funktion f:[0,1] — [0, 1], definiert durch f(x) = x?
e M = [0, 1] Definitionsbereich:;

e N = [0, 1] Zielmenge.

1

09

0.8

0.7

0.6

0.5F

0.4

0.3

0.2

0.1

0

! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Graph von f(x) = x2.
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Weitere Notationen und Bezeichnungen.

Sei f: M — N eine Funktion.

e Zu A C M heiBt die Menge
f(A) ={f(a)|]ae A} C N

das Bild von A unter der Funktion f.

e Zu B C N heil}t die Menge
f1(B)={aeM|f(a) eB}c M

das Urbild von B unter der Funktion f.
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition. Sei f: M — N eine Funktion.

Dann heiBt f surjektiv, falls die Gleichung f(x) =y fiir jedes y € N
mindestens eine Losung x € M besitzt, d.h.

Vye N dxe M:y=f(x).

Weiterhin heiBt f injektiv, falls die Gleichung f(x) =y fiir y € N hochstens
eine Losung x € M besitzt, d.h.

Vx1,x20 € M:f(x1) =f(x2) = x7 =x2.

SchlieBlich heiBt f bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. []
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Beispiele.

f:R — [0,00), f(x) = x? f:R - R, f(x) =x3
surjektiv, nicht injektiv. bijektiv.

f:R — [0,00), f(x) = exp(x) f:R — [0,00), f(x) = exp(—x?)
injektiv, nicht surjektiv. weder injektiv noch surjektiv.
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Bemerkungen.

e Eine injektive Funktion f: M — N lasst sich invertieren, denn zu jedem
y € f(M) existiert genau ein x € M mit y = f(x).

e Fiir eine injektive Funktion f: M — N wird deren Unkehrfunktion
f~1:f(M) — M definiert durch

f~1(y)=x firy e f(M), wobei f(x) =v.
e Falls f: M — N bijektiv ist, so gilt f(M) =N und f~'(N) =M, d.h.
f £
M—N und N — M.
Beispiel.
o :[0,1] — [0, 1], definiert durch f(x) = x?.
o f~1:00,1] = [0,1] mit ' (x) = V/x.
e Dann: 1 (f(x)) = 1 (x2) = Vx2 = x fiir alle x € [0, 1].
e Ebenso: f(f~1(x)) = f(v/x) = (V/x)? = x fiir alle x € [0, 1].
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Bemerkung und Beispiel.

Sei f: M — N eine reellwertige injektive Funktion einer reellen Variablen,
d.h. M, N C R. Dann erhilt man den Graphen der Umkehrfunktion f~! aus
dem Graphen von f durch Spiegelung an der Diagonalen x = y.

2.5

1.5}

0.5

_1 Il Il Il Il Il
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Konstruktion der Umkehrfunktion.

ANALYSIS 1
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f: M — N und g : N — P Funktionen. Dann ist die
Komposition go f von f und g eine Funktion, definiert durch

gof:M —P (gof)(x) =g(f(x)), firxe M.
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Eigenschaften von Kompositionen.

e Assoziativitat. Fir Funktionen f: M — N;g: N = P,h:P — Q gilt

ho(gof)=(hog)of
e Kompositionen sind im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h.
gof#fog.

Gegenbeispiel: Seien f, g : R — R Funktionen, definiert durch

f(x) = x*+2x,
gx) = x+1.
Dann folgt
(gof)(x) = gx*+2x)=x*+2x+1=(x+1)?,
(fog)(x) = f(x+1)=(x+1)"+2(x+1)=x*+4x+ 3,

und somit gilt gof # fog.
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Die symmetrische Gruppe.
Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heiBt die Menge

S(M) = {f: M — M| bijektiv }

die symmetrische Gruppe von M. Die symmetrische Gruppe S(M) enthalt die
TIdentitadt idp : M — M, definiert durch idp (x) = x fiir alle x € M. ]

Die symmetrische Gruppe S(M) von M erfiillt die Gruppenaxiome.

(G1) Es gilt das Assoziativgesetz
ho(gof)=(hog)of fir alle f,g,h € S(M).
(G2) Die Identitét idp ist das neutrale Element in S(M), d.h. es gilt
foidy =idpmof="f fur alle f € S(M).
(G3) Jede Funktion f € S(M) besitzt ein Inverses f~! € S(M) mit
fof ' =fTof=idm fir alle f € S(M).
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Elementare reelle Funktionen.

e Affin-lineare Funktionen:

f(x) = a1x+ap fir ap,a; € R.

3

25
oL

1.5
1k : .

0.5 /
0

-0.51 /
_ql I I I

i i i i I
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Y

Die affin-lineare Funktion
f(x) =2x + 1.
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e Polynome:

f(x) = apx™ + an_1x" ' +---+ajx+ao fir ag,...,adn € R mit a,, # 0.

200

T T T T T T T T
100 - /
0 >|

=100

-200 -

-300 -

—400F

-500 -

-600 -

_700 I I I I I I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Das kubische Polynom
f(x) = 0.5x3 —2.7x* — 7.1x + 1.5.
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o KAPITEL 1: AUSSAGEN, MENGEN, FUNKTIONEN TUHH
e Die Exponentialfunktion: f(x) = a* fiir Basis a > 0.
Spezialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch
o0
1
e= ) — =2.7182818284590452353. ..
n!
n=0
Die Exponentialfunktion f(x) = exp(x) = e*.
Es gilt die Funktionalgleichung
a*™V =a*-a¥ firallex,y € R,
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e Der Logarithmus, Umkehrfunktion der (injektiven) Exponentialfunktion,

f(x) = log,(x) : (0,00) = R fiir Basis a > 0.

Spezialfall: Basis e, log(x) = log.(x), der natiirliche Logarithmus.

/

Der natiirliche Logarithmus f(x) = log(x).
Es gilt die Funktionalgleichung

log,(x-y) = log,(x) + log, (y) fir alle x,y > 0.
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Trigonometrische Funktionen.

sin : [0,2n) — [—1,1] (Sinus)

cos : [0,2m) — [—1,1] (Cosinus)

T T
0.8F b
q
06F 1 4
1 -
1
04r f b
'
0.2} ' 1
.
0 -
—02f 4
—04f 1 0.5+ . —
-0.6 b
o8l ]
4l ]
! ! ! ! !
-1 -08 -06 -04 -0.2 ] 02 04 06 08 1

Der Einheitskreis. sin: [0,2m) — [—1,1];
{(x,y) e R?|x* +y% < 1} cos : [0,2m) — [—1,1].
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.
e Fiir alle ¢ € |0, 2m7) gilt
sin?(@) + cos?(p) = 1.
e Symmetrie:
sin(—p) = —sin() fur alle @ € [0, 27)
cos(—@p) =  cos() fur alle @ € [0, 27)
e Periodizitat:
sin(p) = sin(¢@ + 2m)
cos(qp) = cos(p + 2m)
somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert,
sin:R— [—1,1] und cos:R — [—1,1].
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Weitere Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.
e Wertetafel:
) n/6 | /4 | /3 | /2
sin @ 1/2 | V2/2 1 V3/2] 1
CoS @ V3/2 1 V2/2 | 1/2 0
e Additionstheoreme: Fiir alle &, 3 € R gilt
cos(x+ ) = cosacosf; —sinasinf3
sin(c+ ) = sinxcosf + cosasin
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2 Zahlenbereiche

2.1 Natirliche Zahlen

Die Menge
N={1,2,3,...}
der natiirlichen Zahlen wird formal durch die Peano-Axiome definiert:
(A1) 1T eN;

(A2) ne N=n+1&Nfirallen eN;
(A3) nZm=n+1#m+1 firallen,meN;
(AA) neN=n+1#1firalleneN;
(A5) Fiir A C N gilt das Vollstandigkeitsaxiom:

leAA(NM: MmeA=(n+1) €Al — A =N.

Bemerkung: Die Nachfolgeabbildung n — m + 1 ist injektiv.
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Beweisprinzip der vollstandigen Induktion.

Dabei ist die Giiltigkeit einer Aussage A(n) fiir alle n € N zu beweisen,

d.h. es ist zu zeigen
VneN:A(n),

wobei A(n) eine Aussageform ist, die von n € N abhangt.

Beweisschritte der vollstandigen Induktion.

(11) Induktionsanfang: n =1
Zeige A(1);

(12) Induktionsannahme:
Es gelte A(n);

(13) Induktionsschluss: n — n + 1
Zeige die Implikation A(n) = A(n+1).

Falls Schritte (11)-(13) durchfiihrbar, so gilt die Aussage A(n) fiir alle n € N.
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Beispiel 1.
Bestimme die Anzahl t,, der Teilmengen einer n-elementigen Menge
An={ai,...,an}.
Vorgehen: Betrachte zunichst kleinen € N, zB. n=1,2,3.
e n = 1: Die Menge A7 ={a} besitzt nur die Teilmengen 0,{a;}.
Somit t; = 2.
e n = 2: Die Menge A, ={aj, ay} besitzt die vier Teilmengen
0,{a1}{az}{a1, az},
und somit gilt t, = 4.
e n = 3: Die Menge A3 ={ay, ay,as} besitzt t3 = 8 Teilmengen.
Vermutung: Es gilt t, = 2™ fiir alle n € N.
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Satz: Eine n-elementige Menge A, ={ai,...,an} besitzt t,, = 2™ Teilmengen.

Beweis: durch vollstandige Induktion lber n.

e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt t; =2 =21,

e Induktionsannahme: Es gelte t,, = 2™ fiir n € N.

e Induktionsschluss (n — n+1):

Zu zeigen: Ani1 ={aj,...,an, dns1} hat the1 = 2™ Teilmengen.

Schreibe P(A) = K; U K5 fiir die Potenzmenge von A, 1, wobei

TEK] — (ln_|_1¢T
T e K, — aniq €T

Nach Induktionsannahme besitzt K; genau t,, = 2™ Elemente.

Ebenso besitzt Ky nach Induktionsannahme t,, = 2™ Elemente.

Weiterhin gilt K7y N Ky = () nach Konstruktion.

Somit hat P(A) insgesamt tn41 =t + tn = 2™ + 2™ = 2™*! Elemente. |
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o KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE

Beispiel 2.

Bestimme die Anzahl p,, der verschiedenen Anordnungen (Permutationen) fiir

die Elemente einer n-elementigen Menge A,, ={1,...,n}.
Vorgehen: Betrachte zunichst kleinen € N, zB. n=1,2,3.
e n = 1: Das Element in A; = {1} besitzt nur eine Anordnung, (1).
Somit p; = 1.
e 1 = 2: Fiir die Elemente in Ay, ={1,2} gibt es zwei Anordnungen,
(1,2),(2,1).
Somit gilt p, = 2.
e 1 = 3: Fiir die Elemente in A3 ={1, 2,3} gibt es sechs Anordnungen,
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).
Somit gilt p3 = 6.

Vermutung: Esgilt p, =n!:=1-2....-nfirallen ¢ N.
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Satz: Es gibt p, = n! Permutationen fiir das n-tupel (1,2,...,n).

Beweis: durch vollstandige Induktion lber n.

e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt p; = 1.

e Induktionsannahme: Es gelte p, = n! fiir n € N,
e Induktionsschluss (n — n+1):

Es gibt nach Induktionsannahme je n! Permutationen fiir die (n + 1)-Tupel

( )

(11,12,...,in_1,in,n—|— 1),
(ihiZ)-“)in—hn_'_ 1>in)>
\ : > 11,...,1in €{1,...,n} paarweise verschieden.

(ihn_'_])ib-”)in—])in))

. (n+1>i1>12>-'°)in—1>in) y

und somit gilt ppy1 =nl+...+nl=Mn+1)-nl=Mn+1)! N

'

(n 4 1)-fach
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Folgerung: Eine n-elementige Menge {ay,..., a,} besitzt genau

n n! .
= . firmmeNy:0<m<n,
m m!(n —m)!

m-elementige Teilmengen. Dabei setzt man 0! = 1.

Beweis: Es gibt n! Permutationen von (ai,...,a, ), bezeichnet mit
(Qiyy..ny @i ) wobei {i1,...,in} ={1,...,nL

Betrachte nun die ersten m Pldtze in (ai,,...,ai, ). Die n! moglichen
Permutationen
(ai1>°'°>aim>aim+1>“°>ain)

von (aj,...,an) fihren genau m!(n — m)!-mal auf die gleiche Teilmenge

{aiﬂ"')aim}C{ah"')an})

denn die m! Permutationen der ersten m Platze und die (n — m)!
Permutationen der restlichen n — m Platze verdandern {ai,,...,a;_} nicht.

Somit gibt es m!(;‘im)! = (:1) m-elementige Teilmengen von {a;,...,a,}. W
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Einschub: Summen, Produkte und Potenzen.
Allgemeine Summen und Produkte.

mn
) br = bmtbmt+by (fallsm<n)
k=m
n
Z by := 0 (falls m>n, leere Summe)
k=m
n
J[ox = bm bmir-...-bn (falls m<n)
k=m
n
H by := 1 (falls m > n, leeres Produkt)
k=m
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Einschub: Summen, Produkte und Potenzen.
Potenzen.
4 n
a firm >0
an p— < k=1
1/ fiirn <0
Potenzgesetze.
a™.-am™ = an+m
(an)m — gvm
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TUHH

Binomialkoeffizienten und deren Eigenschaften.

Definition: Die Zahlen (:1) heiBen Binomialkoeffizienten.

Satz:

(a) Fir n,m € N mit 0 < m <mn gilt die Rekursionsformel

(") = () ()
(0)-() -

(b) Fiir n € Ny und a,b € R gilt der Binomische Lehrsatz

(a+b)" = i (E) akbnk,

k=0

wobel
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Beweis von Teil (a): Es gilt

n n B n! n!
(m) i (m—1) - m!(n—m)! i (m—1!In—m+1)!

n'n+1—m)+nlm
mn+1—m)!

n'n+1—m+m)
m!/(n+1—m)!

(m+1)!
mn+1—m)!

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 53



UH
o KAPITEL 2: ZAHLENBEREICHE TUHH

Beweis von Teil (b): durch vollstdndige Induktion iiber n.

e Induktionsanfang (n = 0): Es gilt

(a+1b)° = (8) a’b® = 1.

e Induktionsannahme: Fiir n > 0 gelte

(at+b)" =Y (T]z) akom k.
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e Induktionsschluss (n — n+1):

(a+b6)™" = (a+b)a+b)"=(a+b)y (Dakbnk
k=0
_ - MY k+1pn—k = N\ xint+1—k
= Z(k)a b —I—Z L) b
k=0 k=0
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Direkte Berechnung der Binomialkoeffizienten.

Firn,m € No mit m < n gilt

ny\ n! nn-—1)-. (n m+ 1) ﬁn k+1
m/ ml/(n—m)l 1-2-... e Kk

Klassisches Beispiel: Zahlenlotto.
Es gibt
— 13983816

49 49! 49 .48 -47 - 46 -45 - 44
(6) T 61431 1-2-3-4-5-6
Moglichkeiten, aus einer 49-elementigen Menge eine 6-elementige Teilmenge
auszuwahlen.

Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, beim (klassischen) Zahlenlotto
“6 aus 49" die 6 richtigen Zahlen zu tippen, betragt

1 1
(469) 13983816

= 0.00000007151123842018516...
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Rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Pascalsches Dreieck.

Beispiel:
(a+b)? = 1-a°’>+5-a'b*+10-a?b2+10- 2> +5-a’*b! +1-a’b°
— a® +5a*b +10a’b? + 10a?b> + 5ab* + b°
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2.2 Primzahlen

Definition: Eine natlirliche Zahl m € N heiffit Teiler von n € N, falls ein
k € N existiert mit

n=Kk-m.

Man schreibt dann auch mn. ]

Jede Zahl n € N besitzt offensichtlich die beiden Teiler 1 und n, denn es gilt
stets

Existiert fir n > 1 kein weiterer Teiler, so nennt man n eine Primzahl.

Die ersten Primzahlen lauten

2,3,5,7,11,13,17,19,23, . ..

Bemerkung: Es gibt unendlich viele Primzahlen. |
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Hauptsatz der Zahlentheorie.

Satz: Jede natiirliche Zahl n € N [aBt sich als Produkt von Primzahlpotenzen
schreiben,

n=py PP
wobei p; Primzahl und 1; € Ny fiir 1 <j <k.
Beweis: durch Induktion iiber n.
e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt 1 = 2°.
e Induktionsannahme: Alle k < n besitzen Primfaktorzerlegung.

e Induktionsschluss (n — n + 1):

Fall 1: Sei n + 1 Primzahl. Dann gilt n+1=(n+1)".

Fall 2: Sei n + 1 keine Primzahl. Dann gibtesk,m <nmitn+1=%k-m.
Somit besizt n 4+ 1 eine Primfaktorzerlegung, da k und m je eine besitzen. N

Bemerkung: Fiir n > 1 sind die (verschiedenen) Basen p1,...,px und die
zugehorigen Exponenten 11,...,Tx > 1 der Primfaktorzerlegung eindeutig.
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gg T und kgV.

Definition: Seien n,m € N zwei natiirliche Zahlen. Dann heiBt
ggT(n,m) = max{k| k teilt n und k teilt m}

der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von n und m. Weiterhin heiBt
kgV(n, m) = min{k| n teilt kK und m teilt k}

das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von n und m. ]

Beobachtung: Fiir

T T2 Tx — S S2 Sk
n=p; -py-...op " ound m=pylopyt ... py

mit Primfaktoren p1,...,px und Exponenten r¢,...,1%,81,...,8k > 0 gilt

ggT(n, m) _ pr1n|n(1‘1 sS1) ) prznln(rz,sz) L p]r:'n(rk,sk)
kgV(n, m) _ pr1nax(1‘1 y$1) prznax(rz,sz) . . p]r:ax(rkask)
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Beispiel. Fir
n = 525=2°.3".52.7!
m = 180=2%.3*.5".7°
gilt
ggT(525,180) = 2°.31.51.79=15
kgV(525,180) = 22.32.52.7' =6300
und
n-m=>525-180 = 15- 6300 = ggT (525, 180) - kgV(525, 180).
O
Beobachtung: Fiir alle n,m € N gilt
n-m=ggl(n,m)-kgV(n,m).
O
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Der Euklidische Algorithmus.
Fiir n,m € N 3Bt sich deren ggT mit dem Verfahren der iterierten
Division (Euklidischer Algorithmus) bestimmen.
Voriiberlegung: Zu n,m € N, n > m, existieren eindeutige q,T € Ny mit
n=q-m+r, wobei 0 <1 < m.
Algorithmus (Euklidischer Algorithmus) :
INPUT: nym e N mitn >m.
e Setze ro =mn, 7y =mund j =1;
e REPEAT
®Tj_1 = qj T —1—1’j+1, wobei 0 < Ti41 < Tj,
o Setze j =j+ 1;
UNTIL (1541 =0)
OUTPUT: 1; = ggT(n,m).
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TUHH

Beispiel. Fiir n = 3054 und m = 1002 liefert der Euklidische Algorithmus:

3054
1002
48
42

3
20
1
7/

1002
48
42

6

n
i
N
N

48
42
6
0

Somit gilt ggT (3054, 1002) = 6 und kgV/(3054, 1002) = 3054 - 1002/6 = 510018.

Z-Kombination des ggT(n, m) von n und m.

6 = 48—1.42

— 48— 1-(1002 —20-48) = 21 -48 — 1002
—  21-(3054—3-1002) — 1002 = 21 - 3054 — 64 - 1002.

Die Z-Kombination von n = 3054 und m = 1002 ist gegeben durch

ggT(3054,1002) =6 =21 -3054 — 64 - 1002.
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2.3 Reelle Zahlen

Erweiterung des Zahlenbereichs der natiirlichen Zahlen

e Ganze Zahlen
Z:={..,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...} = —NU{0} UN.

e Rationale Zahlen

Q::{m‘mez,neN}.
n

BEACHTE: v2 ¢ Q.

ABER: Die Zahl v/2 lisst sich beliebig genau durch rationale Zahlen aus Q
approximieren, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein ¢ € Q mit

I\fZ—q|<e.

DAHER: Definieren den Zahlenbereich R der reellen Zahlen.
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Axiomensystem fiir die reellen Zahlen.
(1) Regeln der Addition (Abelsche Gruppe):
() x+y+z) = (x+y)+z
(b) x+y = yYy+x
(c) x+0 = 0+x = X
(d) x4+ (—x) = (—x)+x =
(1)  Regeln der Multiplikation:
() x-(y-z) = (xy)z
(b) x-y = y-x
(c) x-1 = 1-x = X
(d) x-(1) = (1) -x = 1 firx#0
(111)  Distributivgesetz: x - (y+z)=x-y+x-z
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TUHH

Weitere Axiome fur R.

(IV)  Ordnungseigenschaften:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

x<yVuy<sx

x <X

x<yYyNANys<x = x=y
x<yNy<z = x<z
x<y — x+z<y+z
x<yNz>0 = x-z<y-z

(V) Volistindigkeitsaxiom (DEDEKIND, 1872):

Sei R = L UR zerlegt in nichtleere Mengen L,LRZ0 mitVxeL,yeR:x<y.

Dann gibt es genau eine Schnittzahl s € R mit

Vxel,yeR: x<s<uy.
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TUHH

Bemerkungen.

e Eine nichtleere Menge mit () heiBt Abelsche Gruppe.

e Eine nichtleere Menge mit (I)—(Il) heiBt Kérper.

e Ein Korper mit (IV) heiBt angeordneter Kérper.

e Die rationalen Zahlen QQ bilden einen angeordneten Korper.

e ABER: Die rationalen Zahlen erfiillen nicht das Vollstandikeitsaxiom!
DENN: Fir

L = (xeQ|x* <2V x<0)
R = {xeQ|x*>2A x>0}

gibt es keine Schnittzahl in Q. Die Schnittzahl wire s = v/2 ¢ Q.
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TUHH

Rechnen mit Ungleichungen und Betragen.

(1) x<y= —x2>-—y

(2) x<yYyNz<0= x-z>y-z

(3) x? >0

(4) x<yAu<v=x4+u<y+v

(5) 0<x<yA0<u<v—=—x-u<y-v

Beweis: Mit Ordnungsaxiomen (1V), z.B.
(1):
x<y=x+(—x—y)<y+(—x—y)=—=—y < —x.
(2):
x<yANAz<0 = x<yA(—z)>0
— x-(=z) <y (-z)
— X-z2>2Y-z

—
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Definition: Zu a € R heiBt

a a fallsa > 0;
al .=
—a falls a < 0;

der Betrag von a.

Zu a,b € R heiBt |a — b| der (nichtnegative) Abstand der Zahlen a und b.

Eigenschaften:
(1) laf=0
(2) a=0 = a=0
(3)  labl=al[bl
(4) a+ bl <|a|+|b|] (Dreiecksungleichung)
(5) U (a)=xeR|lx—a|< e} (e>0)

=(a—¢,a+¢) (e-Umgebung von a)
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Definition: Sei M C R Teilmenge von R.
(1a) Dann heiBt x € R obere Schranke von M, fallsVw e M : w < x.
(1b) x € R heit untere Schranke von M, fallsVw e M: w > x.

(2a) M heit nach oben beschrinkt, falls es eine obere Schranke von M gibt.
(2b) M heiBt nach unten beschriankt, falls es untere Schranke von M gibt.
(3a) s € R heift Supremum von M, falls s die kleinste obere Schranke von M ist.
(3b) s € R heiBt Infimum von M, falls s die gréBte untere Schranke von M ist.

Bezeichnungen:

e sup(M) Supremum von M;

e inf(M) Infimum von M.

Beispiele:

(1) M =11,2) C R. Dann gilt inf(M) =1, sup(M) = 2.

(2) Fir M ={x e Rlx = 32 5,n e N} = {3, 2, 15, 35> 350+ - -} &ilt

inf(M) =0, sup(M) =3/2.
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Satz:
Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge M C R besitzt ein Supremum.

Jede nichtleere nach unten beschrankte Menge M C R besitzt ein Infimum.

Beweis: Mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms (V).

Folgerungen:

(1) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt.

(2) Fir alle x € R gilt

1
x>0 = HnEN:O<E<X

(3) Zwischen zwei reellen Zahlen x <y liegen (unendlich viele) rationale Zahlen.
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

3 Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1 Normierte Vektorraume

Definition: Sei V ein normierter Vektorraum iiber R. Eine Abbildung
|- : V — [0,00) heiBt Norm auf 'V, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(N1) |[v|]| =0 &= v =0 (Definitheit),
(N2) ||A-v|| = |A|-||v]| fiir alle A € R, v € V (Homogenitit),

(N3) ||[v+w| <|v|+|w| firalle vyw € V (Dreiecksungleichung).

V zusammen mit || - || heiBt dann normierter Vektorraum.
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Beispiele fiir Normierte Vektorraume.
e R mit der Betragsfunktion | - | ist ein normierter Vektorraum.

e Fiir n > 1 ist der R™, zusammen mit der p-Norm, p € N,

1/p

n
Ixllp = | 2_MlP |, firx=(x,..,x0)" €RY,
j=1

ein normierter Vektorraum.

Spezialfall: Fiir p = 2 bekommt man die Euklidische Norm

n

ijz fir x = (X1,...,%Xn) € R™

\&

Weiterhin (p = c0): Die Maximumnorm

Ixll2 =

[1X||c0 = ]Tja<xn %5 fiir x = (x1,...,xn)' €R™,
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Weitere Beispiele fur Normierte Vektorraume.
Sei V = Cla, b] der Vektorraum aller stetigen Funktionen auf [a,b] C R.

e Dann ist die p—Norm

b 1/p
Ifllp = (J f(x)|P dX) , fiir f € Cla, b],

a
fir p € N eine Norm auf V.
e Wichtiger Spezialfall: Fiir p = 2 ist die Euklidische Norm

b
[f]l2 = \/J f(x)]% dx, fir f € Cla, b],

a

eine Norm auf V.

e Weiterhin (p = o0): Die Maximumnorm ist gegeben durch

Iflloc = max [f(x)l,  fir f € Cla,b].

a<x<b
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3.2 Folgen
Definition: Sei V normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Eine Folge ist eine
Abbildung N — V, n — an, kurz (an)nen oder (an)n>1. ]

Beispiele fiir Folgen.

e Reelle Folgen (Folgen reeller Zahlen), d.h. V=R, z.B. ist

an = —, firn € N,
n
eine reelle Folge.
e Komplexe Folgen (Folgen komplexer Zahlen), d.h. V =C, z.B. ist

an, =1, firn € N,

eine komplexe Folge.
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Weitere Beispiele fiir Folgen.

e Vektorenfolgen (Folgen von Vektoren), V =R™ oder V =C", z.B. ist

1 1\" .

an =| —-,n,— | €R7 fir n € N,
n n

eine Folge reeller Vektoren.

e Funktionenfolgen (Folge von Funktionen), etwa V = Cla, b], z.B. ist fiir
la, b] = [0, 1] die Folge

f(x) =x™, fir x € [0,1] und n € N,

eine Funktionenfolge.

ANALYSIS 1
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TUHH

Rechenoperationen mit Folgen.

Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum, VY, fiir den die Addition
und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.

(an)nEN + (bn)nEN = (an + bn)nEN

}\(an)nEN = (}\an)nEN

Rekursion und lteration.

Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch

ani1 ;= O(n,an), firn € N,

wobeli
O:NxV -V

eine bestimmte Iterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f: [a,b] — R.
e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.
e Iteration: Definiere zwei Folgen (un )nen, und (vn)nen, rekursiv mit den
Startwerten (ugp,Vvo) = (a, b) und der folgenden lterationsvorschrift.
FORn=1,2,...

X = (Un_1+Vn_1)/2

IF f(x) = 0 THEN RETURN

IF (f(x) - f(vn_1) < 0) THEN

Un =X, Vn i =Vn_1;
ELSE

Un ‘= Un-1; Vn =X,

OUTPUT: x mit f(x) = 0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel. t:[1,2] SR mit f(x) =x2—2, a=1und b =2.
Beachte: f(v/2) =0, d.h. /2 =1.4142 13562. .. ist Nullstelle von f.

Un Vn

1.0000 00000  2.0000 00000
1.0000 00000  1.5000 00000
1.2500 00000  1.5000 00000
1.3750 00000 1.5000 00000
10 | 1.4140 62500 1.4150 39063
20 | 1.4142 13181 1.4142 14134
30 | 1.4142 13562 1.4142 13562

w N = o3

Graph von f(x) = x% — 2.

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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Das Newton-Verfahren.

e Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R.

e Verwende Newton-Iteration:

Xntl = Xn — TmE fir f'(xn) # 0,

mit Startwert x,.

Bemerkung: Verfahren konvergiert, falls xo nahe bei einer Nullstelle von f liegt.
Beispiel: Fiir f(x) =x? —2 und xo = 1 erhilt man

n| oo 1] 2| J 4]
tn | 1.0000 | 1.5000 | 1.4166 66667 | 1.4142 15686 | 1.4142 13562 | -

Erinnerung: f(v/2) =0, d.h. v/2 =1.4142 13562 ... ist Nullstelle von f.
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Konvergenz von Folgen.

Definition: Sei (a,)nen eine Folge in einem normierten Vektorraum'V.
Dann heiBt

e (anljen firn; € Nmit1 <n; <n; <... eine Teilfolge von (an)nen.

e die Folge (an )nen beschriankt, falls es ein C > 0 gibt mit
VneN:|an| <C.
e die Folge (an)nen konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V, falls
Ve>0:IN=N((¢) e N:¥Yn > N:l|la, —a| < e.

Eine nicht-konvergente Folge heiBt divergent.

e die Folge (an)nen Cauchy-Folge, falls
Ve>0:IN=N(e) e N:Vn,m > N:|an —anl| < €.
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Satz: Sei (an )nen eine Folge in einem normierten Vektorraum. Dann gilt:
(a) (an) konvergent = (a, ) beschrankt;
(b) (an) konvergent = (a,) Cauchy-Folge;

(c) Falls (an,) konvergiert, so ist der Grenzwert von (a, ) eindeutig bestimmt.

Beweis von (a): Sei (a,,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

lan| =|lan —a+al| < [|an —al| + ||a]| < e +||a]| fir alle n > N(e).
Damit ist die Folge (a,) beschrankt mit der Konstanten
C = max{[|a1], [laz]l,...,[lan—1], [la]] + &}

Also
VneN:|an| <C.
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Beweis von (b): Sei (a,,) konvergent mit Grenzwert a. Dann gilt fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Abschatzung

Han_amH — Han—a—l—a—amH
< llan—af +llam—al| < S+ =¢

fir alle n,m > N = N(¢/2) ]
Beweis von (c): Sei (a,,) konvergent mit verschiedenen Grenzwerten a und a.
Dann gelten fiir ¢ > 0 die Abschatzungen

|lan —al| <& fiir alle n > N(¢)

lan — @l < e fiiralle n > N(e)
Somit folgt fiir n > max{N, N} die Ungleichung
la—dll=lla—an+an -3 < |lan —af| + Jan — @ < 2e.

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt a =@ im Widerspruch zur Annahme a #a.
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Notationen.

Fiir eine konvergente Folge (a,,) mit Grenzwert a schreiben wir

im a, =a oder a, —w a (n— oo).
n—oo

Uneigentliche Konvergenz . ..

... bzw. Divergenz gegen den uneigentlichen Grenzwert +oc.
Fiir reelle Folgen definieren wir zusatzlich

Iim a, =00 <= VC>0:dNeN:VYn>N:a, >C

n—,oo

im a, =—00 < VC>0:dNeN:Yn>N:a, <-—-C

n—,oo
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Bemerkungen.
Die Umkehrung der Aussage im Satz, Teil (b),

(a,,) Cauchyfolge — (a,,) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich in

vollstandigen Raumen bzw. Banachraumen.

Einen vollstandigen Euklidischen Vektorraum nennt man

Hilbertraum.

Beispiele:
e fiir vollstandige Raume: (R,|-|), (C,|-]), (R™ | - |, (Cla,bl, || - |leo);

e fiir einen nicht vollstandigen Raum: (Cla,b], || - ||2).
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Satz: Seien (a,,) und (b, ) zwei konvergente Folgen. Dann konvergieren die
beiden Folgen (an, + by) und (Aay) fir A € R (bzw. A € C), wobei gilt

(a) limnSoo(@n +bn) =limp S0 an + limpy 0 by,
(b) limn_oo(Aan) = Alimn o an.

Beweis: Sei a = im0 @, und b = limj oo br, d.h. a sei Grenzwert von
(an,) und b sei Grenzwert von (b,,).

(a): Fir n > max{N;(e/2),N2(e/2)} gilt

e €
|(an +bn) — (a+Db)|| < |lan —a||+ [[bn —b]| < §+§ = €.

(b): Sei A # 0. Dann gilt fir n > Ny(¢/|A|) die Abschatzung
£ —
Vi
Der Fall A =0 ist trivial. |

IAan —Aa|| = Al - ||lan — al| < |A] £
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition: Sei (a,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a.

(a) Die Folge (a,) heiBt (mindestens) linear konvergent, falls eine
Konstante 0 < C < 1 und ein Index N € N existiert mit

Vn>N:|ans1 —al| < Cllan — q

(b) Die Folge (an) heiBt (mindestens) superlinear konvergent, falls es eine
nicht-negative Nullfolge C,, > 0 gibt mit lim,,_,o, C,, =0, so dass

vn:flany —afl < Cuflan —af

(c) Die Folge (an) heiBt konvergent der Ordnung (mindestens) p > 1, falls es
eine nicht-negative Konstante C > 0 gibt mit

vn:flany —afl < Cllan — aff”.
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4 Konvergenz von Folgen und Reihen

4.1 Konvergenzkriterien fiir reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (an )nen heiBit

monoton wachsend <= Vn<m:a, < a;,
streng monoton wachsend 4= Vn<m:an, < am

nach oben beschriankt <= dCeR:Yn:a, <C
Analog definiert man die Begriffe

monoton fallend <= Vn<m:a, > 0,
streng monoton fallend 4= Vn<m:a, > am

nach unten beschrankt <= dCeR:Vn:a, >C

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE

88



KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

TUHH

Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte reelle Folge (an )nen ist

konvergent mit Grenzwert
lim a, =sup{a,|n € N}
n—oo

Beweis: Sei (a,,)nen nach oben beschrankt. Dann gilt

s =sup{an |n € N} < o0.

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N{(¢&) mit

s—e<an <s

Die Folge (an)nen ist monoton wachsend, also folgt
s—e<an <anp<s Vn>N,

d.h.
s—anl<e Vn>N=Neg)
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Folgerung (Prinzip der Intervallschachtelung):
Sei (an)nen €ine monoton wachsende reelle Folge und (b, )nen €ine monoton
fallende reelle Folge mit

a, < bn fiir alle n € N.
Dann sind beide Folgen konvergent. Gilt weiterhin

lim (a,, —bn) =0,

n—oo

so haben (an )nen und (bn )nen denselben Grenzwert, d.h. es gibt ein & € R mit
E= lim a, = lim by.
n—oo n—oo

Weiterhin gelten in diesem Fall die Fehlerabschatzungen

|an_((-v| S |bn_an| Und |bn_((—v| S |bn_an-
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Beispiel.
Definiere fiir 0 < a < b zwei Folgen (a,,) und (b, ) rekursiv durch

ap = a bp = Db

Ani1 = ., bn bny1 = (ap+bn)/2 firn>0.

Die Folgen (a,,) und (b, ) bilden Intervallschachtelung, und es gilt

b, —an
(bn+1 — an+1) < P

Der gemeinsame Grenzwert von (a,,) und (by)

Iim a, = |lim b,
n—,oo n—,oo
heit arithmetisch-geometrisches Mittel von a und b. ]
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Die Bernoullische Ungleichung.

Es gilt
Vx>—-1, neN:(1+x)" >1+ nx,

wobei Gleichheit nur fiir n = 1 oder x = 0 gilt.

Beweis: vollstandige Induktion.

Die Geometrische Folge.
Sei (an)nen reelle Folge mit a,, ;== q™ fiir g € R. Dann gilt

q>1 : limpseoq® =400 (q"=(1+(q—1))">T1+n(q—1))
q=1 : limy,q" =1

0<qg<T : lim n=0 n— ‘ < 1
g n—oo { 9 = 0x07¢=" = (/a7

—1<qg<0 : limp,eq™=0 (Iq™ =Iq™)
q=—1 : (q™) beschrankt, aber nicht konvergent (q™ € {-—1,1})

q<—1 : (q") divergent, kein uneigentlicher Grenzwert
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Weitere Rechenregeln.

Satz: Seien (an)nen und (b )nen konvergente reelle Folgen. Dann gilt

(3) limnoo(@n - bn) = (limnooo an) - (limn oo by

a im an
:On N\ liMmp 00 b llnoo—n:n._>OO

(b) Vn:by, Z0 A limp oo by #0 = limy, (bn) im oo
n—oo

(c) Vn:a, >0 /A meN = limye Van = VIimn oo an

Beweis: Seien (a,)neny und (b )nen zwei konvergente Folgen mit

im a, =a und im b, =D
n—oo n—oo
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Beweis von (a): Fiir e > 0 und n > N = N(¢) gilt

la,by, —ab] = l|aybn —a,b+ a,b— ab]
< J|an|:bp —bl+ bl |an — q|
< Cq-lbn—Dbl+|b|-|lan — q]
< (Cq+1bl)e

Beweis von (b): Da b, # 0 und b # 0 existiert eine Konstante Cy, > 0 mit

Cp < |bp] fur alle n € N.
Damit gilt
1 1] |b—b, ]
- J— J— ° bn - b < :
‘bn b‘ | b | Tonl o] Om O < e

fiir hinreichend groBe n > N = N(¢).
Nun folgt die Aussage in Teil (b) direkt aus Teil (a), denn es gilt 1/b;, — 1/b.
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Beweis von (c): Wir setzen hierzu folgenden Satz voraus.

Satz: Zu a > 0 und m € N existiert genau eine Zahl w > 0 mit w™ = a. Diese
Zahl wird mit w = %/a bezeichnet.

Fall 1: Sei (a,,) eine Nullfolge und ¢ > 0 vorgegeben.
an < e™ Vn>N(E™m)

Daraus folgt

0< Ma, < ¢
und daher /a,, — 0 fir n — oo.
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Fall 2: Sei a > 0. Verwende die ldentitat

(x—y) ) x™ Iy

=1
= (x—y)- (Xm_1yo +x™ 2y +...+xoym_1)

= x™y° +z<m_1y1 +oFxy™ T —xm Ty - —xTy XY

=0

Setze nun x = /a, und y = %/a. Dann folgt fiir ¢ > 0 und n > N(¢):

m . m _ ’(ln—(l’
VeVl = T v
- lan — aj
— (Ra)m]
< C-¢ H
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Beispiel.

Gegeben sei die Folge (an)neny mit

an:=vVn2+5m+1—n

Es gilt

(M*+5n+1)—n? = (\/nz—l—Sn—H —n) (\/nz—l—Sn—H —I—n),

woraus folgt

. ~ (n*+5n+1)—n* 5n+ 1 B 5"’{
T VM2 Fhn+14n V245n+14n 5 ]
1—|——‘|——2—|—1
n n
und somit
5+0 5
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Der Satz von Bolzano-WeierstraB.

Satz (Bolzano-Weierstraf):
Jede reelle beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (a,,)nen eine reelle beschrankte Folge. Dann gibt es ein Intervall
A, B] mit Vn:a, € [A, B]. Betrachte nun die folgende Bisektionsmethode.

A1 ::A;
B] :ZB;
FORk=1,2,3,...

C = (Ar + By)/2
IF {n|an € [Ay, C]} unendlich THEN
Ax+1 = Ayx; Byxy1 =G
ELSE
Axs1:=C; Byy1 = By;
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Beobachtung: Die Folgen (Ay) und (By) bilden eine Intervallschachtelung,
d.h. Vk:Ax < By, und es gibt einen gemeinsamen Grenzwert

E,: lim Ak: lim Bk.

k— o0 k— oo

Definiere nun eine Teilfolge (a,, ) von (a,) wie folgt.

e Setze nq :=1;
e FOR k =2,3,4,...
wahle Ny > nk_1 mit an, € [Ak,Bk].

Wegen
Ax < an, < By, fur alle k € N,

gilt dann limy 0 an, = &. H

Definition: Sei {a,,, }xen eine konvergente Teilfolge einer Folge (an)nen. Dann
wird der Grenzwert der Teilfolge {an, Jxen als Haiufungspunkte der Folge
(an )nen bezeichnet. O
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: Der Korper R ist vollstandig, d.h. jede reelle Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Zeige, dass jede Cauchyfolge beschrankt ist: Fiir n und N = N{(e) gilt

lan| =lan —an + an| < |lan — an| + lan]| < € + |an]

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt (a,,) einen Haufungspunkt &.
Dann gilt fiir myny, > N(e/2):

’am — E,l — ’am — On,y + An, — Ev|
£ €
Cauchyfolge Haufungspunkt
|
Notation:
liminf a,, = kleinster Haufungspunkt, limsup a,, = groBter Haufungspunkt.

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 100



H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

TUHH

4.2 Konvergenz in normierten Vektorraumen

Beispiel. Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

Fiir jedes n > 2 liegt die Funktion

[ nx fir x € [0, 1/n];
fa(x) =< 2—nx fiirx € [1/n,2/nl;
0 fir x € 2/n,1];

\

in C[0, 1], d.h. f,, € C[0, 1] fiir allen > 2.

\/

0 1/n 2/n 1

Der Graph von f,(x).

Beobachtung: {f,,};,>> bildet eine Folge von Funktionen in C[0, 1].
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Wie sieht es mit der Konvergenz von f,, in C[0, 1] aus?

Fall 1. Verwende die Euklidische Norm || - ||2. Dann gilt

1/n 2/n 1 )

1
anuézjfn(x)ax: J mxl? d |z_nx|zdx+J odx— . -2
3n
0 0 J1/n 2/n

und somit ||, ||2 < 1/4/n fiir n > 2. Die Folge {f;,}n>2 ist somit beziiglich der
Euklidischen Norm eine Nullfolge in C[0, 1], d.h. {f;;}n>2 konvergiert gegen Null.

Fall 2. Verwende die Maximumnorm || - ||o. Dann gilt
|fnllco = max |[fr(x)| =1, fur alle n > 2,
x€[0,1]

und es gibt keine stetige Funktion f € C[0, 1] mit ||f, — f||cec — O flir n — co.

Somit divergiert die Folge {fi}n>2 in C[0, 1] beziiglich der Maximumnorm.

Fazit: Die Konvergenz einer Folge (an)n ist im Allgemeinen nicht nur abhangig
vom zugrunde liegenden Vektorraum V, sondern auch (und vor allem!) von der

verwendeten Norm || - ||. ]
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UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Bemerkung: In endlichdimensionalen Vektorraumen ist die Konvergenz
(und der Grenzwert) einer Folge jedoch lediglich von dem jeweiligen Vektorraum
abhangig, nicht von der zugrunde liegenden Norm.

Satz (Normdquivalenzsatz): Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und

seien || - || und || - || zwei Normen auf V. Dann gibt es Konstanten C,C’ > 0 mit
Clv|| < |v|I" < C'|v], fiir alle v €'V,
d.h. die beiden Normen || - || und || - ||" sind &quivalent aufV. ]

Fazit: Eine Folge (a,. ), die in einem endlichdimensionalen Vektorraum V
beziiglich einer Norm || - || in V gegen einen Grenzwert a € V konvergiert,

/

konvergiert ebenso beziiglich jeder anderen Norm || - || in V gegen a. ]

e Beispiele fiir endlichdimensionale Vektorraume: R, C, R™, C™.

e Beispiel fiir einen unendlichdimensionalen Vektorraum: Cla, b].
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Konvergenz von Folgen im R™.

Folgerung: Eine Folge (x.,) im R™ konvergiert genau dann, wenn alle n

m)

Koordinatenfolgen (x.( Jmen, ) = 1,...,m, in R konvergieren. Der Grenzwert

j
der Folge (x,,) lasst sich komponentenweise berechnen.

Beweis: x,;;, — x ist aquivalent zu

[Xm — X|loo — 0 — V1<j<n: |xgm)

; —x;| =0, m — oo,

)

und somitxj(m — X5, m — oo, firallej=1,...,n. H

Beispiel: Fiir die Folge (x,,,), gegeben durch

] ] 249 !
xm:<n_1,1+exp( ),m+ m+3) ceR? fiir meN.

m 2m? — 1

gilt
lim x;, = (0,2,1/2)" € R3.

m—oo
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UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorraumen.

Folgerung: In endlichdimensionalen Vektorraumen gilt
e das Cauchysche Konvergenzkriterium:

dJa : a;, —wa(m— o)

& Ve>0 IN=N(e) : myn>N : |lanp—an| <e¢

e der Satz von Bolzano-Weierstraf:

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel: Fiir a,, :=z", z € C gegeben, gilt

1zl >1 =— |an| = |z|"™ unbeschrankt — (a,,) divergent;
zZl <1 = Japu/=zZ"—=0(n—>00) = Ilim z" =0.

n—,oo
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A KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

4.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Definition: Sei (an)nen,, an € R (oder a,, € C), eine reelle (komplexe) Folge.
Dann heiBt die Folge (sn)nen,, definiert durch

n
Sn = Z Ay, ftir n € Ny,

eine Reihe in R (bzw. in C). Die Folgeglieder s,, der Reihe (s.,) werden als
Partialsummen bezeichnet. Falls die Folge (s, ) der Partialsummen konvergiert,
d.h. die Reihe konvergiert, mit einem Grenzwert s, d.h. s, — s (N — o0), so

schreibt man
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Einige Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Satz (Unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen):

(a) Es gilt das Cauchysche Konvergenzkriterium

m
D o

Zakkonvergent &— Ve>0 dN:m,n > N:

< €
k=0 k=n

(b) Es gilt die notwendige Bedingung

Z ay konvergent — im ax =0

k—o0

k=0
Beweis:
e Teil (a) folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen.
e Teil (b) folgt aus Teil (a) fiir den Spezialfall m =n. u
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UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Satz (Weitere unmittelbare Konvergenzkriterien fiir Reihen):

(c) Seien > ay, > by konvergente Reihen. Dann konvergieren die Reihen
> (ax +byx) und Y (Aax), und es gilt

Z(ak—i—bk) = Zak—l—Zbk
k=0 k=0 k=0

D (Aa) = A) ax

k=0 k=0

(d) Es gilt das Leibnizsches Konvergenzkriterium: Eine alternierende
Reihe der Form 3 (—1)*ay, ax > 0, deren (nicht-negativen) Folgeglieder
ax eine monoton fallende Nullfolge bilden, konvergiert, und es gilt

2n—1 o0 2n
Z (—1*a < Z(_”kak < Z(_”kak
k=0 k=0 k=0
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Beweis: Teil (c) folgt direkt aus der Linearitdt der Grenzwertbildung fiir Folgen.
Zu Teil (d): Fiir die Reihen

2n—1 2n
Uy = Z (=1 *ax  und v, = Z(—Ukak
k=0 k=0
gilt
Uni1 = Up+ (Q2n — Q2ng1) > U
Vn+1 = Vn — (a2n—|—1 — aZn—!—Z) < Vn
Vn = Up+0an = Un
Vn—Un = dn —0 (n— o).

Somit bilden die Folgen (u,,), (vn) eine Intervallschachtelung, konvergieren
gegen einen gemeinsamen Grenzwert, und es gilt

o0
U, < ) (Dfax £ ve.  H
k=0
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KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Die geometrische Reihe.

Beispiel: Fiir x,y € C gilt

fir die Partialsummen der geometrischen Reihe ) qk. Daraus folgt, dass

e die geometrische Reihe fiir |q| < 1 konvergiert mit Grenzwert
-~ 1
Z q° = 1
k=0 G

e die geometrische Reihe fiir |q| > 1 divergiert. H
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o KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

Die harmonische Reihe.

Beispiel: Die harmonische Reihe

und somit ist das Cauchy-Kriterium

oo m
Zak konvergent & Ve>0 dN:m,n > N: Zak < €
k=0 k=n
fir e < 1 verletzt. |
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Die alternierende harmonische Reihe.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

k=0

konvergiert nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium, und es gilt

Y (-1*—— =In(2) =0.69314 ...
— k+ 1
fur den Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe. L]
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Absolute Konvergenz von Reihen.

Definition: Eine Reihe > ay heift absolut konvergent, falls die Reihe

0
Z |ax
k=0
konvergiert. []

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

> 1 T 1 1
Y (N =T —

— k+1 2 3 4
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent, denn es gilt ay = (—1)kk1? und
i 1 T 1
1k — | =1 _
2 | ' 273 + " Z
k=0
ist die harmonische Reihe, die nicht konvergiert. []
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KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Satz: Sei ) , ax eine Reihe. Dann gelten die folgenden Konvergenzkriterien.

@) n
(a) Zak absolut konvergent < (Zaﬂ) beschrinkt;
k=0 k=0 n>0

(b) Majorantenkriterium:

lax| < bk A Z by konvergent — Z ayx absolut konvergent;
k=0 k=0

(c) Quotientenkriterium: Sei ay # 0 (Vk > ko).

<qg<1 (Vk=>ko) — Z ayx absolut konvergent;
k=0

Ak+1
ax

(d) Wurzelkriterium:

Vil <g<1 (Vk > ko) — Z ay absolut konvergent.
k=0
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Beweis: (a): Die Folge () ,_, |ak|)n>o ist monoton wachsend und daher

genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist.

(b): Mit |ay| < by gilt by > 0 fiir alle k. Somit ist die Reihe Y 7, by sogar
absolut konvergent. Nach Teil (a) ist die Folge (3 _, bk)n>0 beschrankt. Mit

n n o0
Z|(1k’ < Zbké Zbk<oo
k=0 k=0 k=0

folgt, dass () _1_, lax|) beschrinkt und somit nach (a) absolut konvergent ist.

Ak 41
ax

c): Aus < q (Vk > ko) folgt |ax] < g*~*°|ay, | per Induktion. Somit:
q q 0

ko—] n— ko ko—]

Z|Clk| < Z a| + lax, | Z q < Z |ak|+|ako|f < 00

fiir alle n. Nach Teil (a) ist 3_\._, ax absolut konvergent.
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UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

(d): Aus ¥/lax| < q (k > ko) folgt direkt |ayx| < g* fiir alle k > ko. Somit:

mn ko—] qko n
Z lay| < Z lay| + T q <oo Z ax absolut konvergent.
|
Bemerkung:
e Das Quotienten- bzw. das Wurzelkriterium ist erfiillt, falls gilt
: a :
im —1 <1 bzw. lim V]axl < 1
k—oo Ay k—o0
e Die Reihe Y 7, ax ist dagegen divergent, falls gilt
: a :
im /1 > 1 bzw. lim v ax| > 1.
k—oo Ay k—o0
[]
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A KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH
Beispiel. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
X k+ 1)
Es gilt
T 1 k+1-k 1
k k+1  k(k+1) k(k+1)
und daher
i 1 —]_l_|_l_l_|_ _|_1_L—]_L
k:1k(k+1)_ 2 2 3 77T n n+4+1 n+1
Daraus folgt
= 1 — 1 1
— | = i ] — —— 1.
bl k(k+ 1) Jim ) k(k+1)  nbe ( n+1)
k=1 k=1
Die Reihe ist somit (absolut) konvergent. ]
ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 117



A KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH
Beispiel. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe
i 1 (re Nyr > 2)
kT T
k=1
Nach dem letzten Beispiel gilt
L —_ —
D S X a1t
k=1 k=1 k=2
< 1+ i 1 =1+ TLZ] ! <2
k(k—1) k(k+1)
k=2 k=1
fiir alle n € N. Damit ist die Reihe (absolut) konvergent. ]
Einige Grenzwerte (ohne Beweis):
SR N R
k2 6’ k4 90’ 6 945°
k=1 k=1 k=1
[]
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UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

BEiSpiEl. Wir untersuchen die Konvergenz der Exponentialreihe

i]i fur z € C.

Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt

SRt
(k+1)! 1kl |
— — 0 (k
zK Zk (k+ 1) k+1 [k = oo)
k!

Damit konvergiert die Reihe fiir alle z € C (absolut).

Wir setzen

exp(z) = Z il fir z € C.
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A KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Der Umordnungssatz fiir Reihen.
Sei 0: No — Ny eine beliebige Bijektion (Permutation) auf Np.

Ziel: Vergleiche die beiden Reihen

D ax und ) as, (o =0(k)
k=0 k=0

Satz: Sei Z]iozo ay eine absolut konvergente Reihe, und sei 0 : Ny — Ny eine
beliebige Permutation auf No. Dann ist die umgeordnete Reihe Y ", O,
ebenfalls absolut konvergent, und die Grenzwerte der beiden Reihen stimmen
liberein, d.h. es gilt

o0 o0
§ ak — § ao-k .
k=0 k=0
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Pt KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

Beweis: Fir m € Ny gilt

m N o)
Y lag <) lad <) laxl,
k=0 k=0 k=0

wobei N € Ny so groB gewahlt sei, dass {09,071,...,0m} C{0,1,..., N}

Somit ist die Reihe > [ , as, absolut konvergent und es gilt
o0 0
$':=) lag <) laxl=S.
k=0 k=0

Nun ist die Reihe Y ", ax eine Umordnung der (absolut konvergenten) Reihe
Zio:o 0o, , und somit gilt ebenso S < S’. Insgesamt bekommt man S = §’.

Wendet man dies auf die absolut konvergente Reihe 3~ (lax|+ ax) an, so

bekommt man
S+Y a=5+Y a
k=0 k=0

woraus die Behauptung > 77 yax =) |, g, folgt.
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UH
H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Multiplikation von Reihen.

Frage: Wie funktioniert das “Ausmultiplizieren” von Reihen?

£)(Er) -

Produkt von endlichen Summen. Fiir endliche Summen gilt

(ao+...+am) (bo+...+bn) =) ax <Zbe> = > axbe.
k=0 =0

k=0 £=0

Frage: Gilt
(Z (lk> (Z bg) ; Z (lkbg.
k=0 =0 k,£=0

Beachte:
Jedes Indexpaar (k,{) € Ny x Ny auf der rechten Seite tritt genau einmal auf.
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Satz: Die Reihen Y [~ ae und Y_°_ by seien absolut konvergent. Weiterhin
sei 0: No — No x No, k = (07 (k), 02(k)) fiir k € No, eine bijektive Abbildung.
Dann ist die Reihe Z]iozo Ug, (k)bo, (k) absolut konvergent und es gilt

Z O, (k) P, (k) = (Z ae) (Z bm> :
k=0 (=0 m=0

Beweis: Fiir n € Ny und fiir hinreichend groBes N € Ny gilt

n N N

D lao, mbo,aol D) e bl < (Z |ae|> (Z |bm> < o0.
0 m=0

k=0 =0 m= =0

Somit ist die Reihe > 1 5 ao, (k)Po, (k) absolut konvergent, und ihr Grenzwert
ist nach dem Umordnungssatz unabhangig von der Permutation o = (07, 02).
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UH
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Zur Berechnung des Grenzwertes wahlt man eine spezielle Reihenfolge

k)0 1 2 3
0 |0 3 8 15
1 |1 2 7 14
2 |4 5 6 13
3 19 10 11 12

Fir N=(n+1)2—1, mit n € Ny, bekommt man

ZaG1 =(ap+ar+...+an)(bo+b1+...+bn),

und somit
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Das Cauchy-Produkt von Reihen.

Weiterer Spezialfall: Nummerierung entlang der Diagonalen

sk)|0 1 2 3
0 |0 2 5 9
1 [1 4 8 13
2 |3 7 12 18
3 16 11 17 24

Man erhdlt damit das Cauchy-Produkt der (absolut konvergenten) Reihen:

(o) (Z) = Z(Zew)

— agbo + (agby + ajbg) + (apba +aiby + axbg) +...
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H KAPITEL 3: KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN TUHH

Anwendung des Cauchy-Produkts.

Fiir die Exponentialfunktion

0

Zk
exp(z) = ) o (z€0)
k=0

gilt die Funktionalgleichung
exp(z +w) = exp(z) exp(w)
Begriindung: Die obige Reihe exp(z), z € C, ist absolut konvergent. Damit folgt

ee) 0 oo
exp(z) exp(w) = ( ?) (Z ) Z Z kl (n —k)!
=0 m=

0 n=0 k=0
Z (2) kank>
—0

- Ll

= Zl(z+w)“:exp(z+w). O]
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A KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH
b Stetigkeit und Differenzierbarkeit
5.1 Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen
f(x,)
&o .
Graph einer stetigen Funktion.
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H KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH

Haufungspunkt und Abschluss.

Im Folgenden betrachten wir fiir normierte Vektorraume V und W Funktionen
f: D — W mit Definitionsbereich D C V.

Definition:

e Ein Punkt xo € V heiBt Haufungspunkt von D, falls eine Folge (X1 )nen

existiert mit

VyneN : x4€D, xq #x0, lim xq =Xo;
n—oo

e D’ bezeichnet die Menge aller Hiufungspunkte von D;

e D =D UD’ bezeichnet den topologischen Abschluss von D;

e Die Menge D heiit abgeschlossen, falls D’ C D, also D =D gilt. []
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Definition:
o Zuxo €V und e >0 bezeichnet
Ke(xo) :={x e V| |x —x0| < ¢}
die (offene) Kugel um xo mit Radius €. Die Menge
Ke(xo) ={x € V| |x —xol| < e);
heiBt abgeschlossene Kugel um xo mit Radius .
e D C V heiBft beschrankt, falls es € > 0 und xo € V gibt mit D C K¢ (xo);

e xo € D heifft innerer Punkt von D, falls es ¢ > 0 gibt mit K¢ (xo) C D;

o DO bezeichnet die Menge aller inneren Punkte von D,

kurz: das Innere von D;

e D heiit offen, falls D° = D. L]
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Beispiele.

e Das offene Einheitsintervall D = (0, 1) ist offen und beschrankt.
Es gilt {0,1} ¢ D, aber {0,1} € D’. Somit D = [0, 1].

e Das Einheitsintervall D = [0, 1] ist abgeschlossen und beschrankt.
e Die Menge D = [0,00) C R ist abgeschlossen, aber nicht beschrankt.
e Fiir D= (—00,0) U{1}U (2, 00) gilt
D' = (—o00,0]U[2,00)
D = (—o0,0]U{1}UI[2,00)
D° = (—o00,0)U (2,00)
o Fiir xo € V ist die Menge D = K, (xo) C V offen, und es gilt D’ = K, (xo).

e Innere Punkte xo € DO sind stets Haufungspunkte von D, denn es gilt

X0 + £z — X0 (n— o) fir z € V\ {0}
n+ 1]z
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A KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH

Definition: Gegeben sei eine Funktion f: D — W, D C V, und ein xo € D’.

o f(x) konvergiert fiir x — xo gegen den Grenzwert o, falls fiir jede Folge
(Xn )nen, mit xn € D und x, # xo, gilt

im X, =% =— lim f(xn) =yo

n—,oo n—oo

Man verwendet in diesem Fall die Notation

lim f(X) = Yo.

X—X0

e /Im Fall D =R lassen sich einseitige Grenzwerte wie folgt definieren.

lim f(x) =yo &= V(Xn)nen:Xn € D, xn <Xo:

X—)XO

im xo, =% = lim f(xn) =1Yyo

n—oo n—,oo

lim f(x) =yo &= V(Xn)nen:xn € D, xn > X0 :

x—)xSL

im X, =%9 =— lim f(xn) = yo. ]

n—oo n—,oo
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H KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH

BEiSpiEl. Betrachte die Sprungfunktion f : R — R, definiert durch

0 fir x < 0 oder x = 1;
f(x) =
1 sonst.
Fir x — O existiert der Grenzwert von f nicht!

Weiterhin gilt

lim f(x) =1 f(1). e —
e Graph von f(x).

Beispiel. Fiir die Funktion f: R\ {0} — R, definiert durch f(x) = sin(1/x),
existiert weder der Grenzwert lim,_,o+ f(x) noch lim,_,o— f(x).

Beispiel. Fiir die Funktion f(x) = 1/x existieren die beiden einseitigen
uneigentlichen Grenzwerte
1

. 1 .
im — =-+4+00 und lim = —0Q.
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Grenzwertsatze fiur Funktionen.

Bemerkung: Grenzwertsitze fiir Folgen iibertragen sich auf Funktionen:

e Fiir den Grenzwert einer Summe von Funktionen gilt

lim (f(x) +g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)

X—X0 X—X0 X—X0

e Fiir den Grenzwert eines Produkts einer Funktion mit einem Skalar gilt

lim (A-f(x)) =A- lim f(x)

X—Xo X—Xo

e Fiir Produkte von reellwertigen (komplexwertigen) Funktionen gilt

lim (£(x) - g(x)) = (Lm f(x)) - (gm g(x))

e Fiir vektorwertige Funktionen f: R — R™ (oder C™) gilt

lim (f1(x),...,fn(x)) = ( lim f{(x),..., lim fn(x)) ]

X—X0 X—X0 X—X0
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Stetige Funktionen.

Definition: Sei f: D — W, D C V, eine Funktion.
o f(x) heiBt stetig erginzbar in xo € D', falls limy_,, f(x) existiert.
o f(x) heiBt stetig im Punkt xo € D ND’, falls limy_x, f(x) = f(xo).

o f(x) heift stetig auf D, falls f(x) in allen Punkten xo € D N D’ stetig ist.

o
()
\

Graph einer stetigen Funktion.
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e-0-Definition der Stetigkeit.

Satz (¢-0-Definition der Stetigkeit):
Fiir xo € D N D’ sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(a) f(x) ist stetig in xo, d.h. limyx_x, f(x) = f(x0);

(b) Ve >0:30>0:VxeD: |x—x0|| <d = |f(x)—Tf(x0)| <e.

Graph einer stetigen Funktion.

ANALYSIS 1
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Beweis: (a) = (b): Annahme: 3¢ >0 : V6 >0 : dxs €D :
Ixs —xo|| <& /A |[f(xs) —f(xo)|| > ¢

Die Wahl § = % (n € N) generiert eine Folge (X1 )nen, Xn € D, mit

1
n—xoll <= A [fxn) = Fixo)l| 2 ¢

Wegen ||f(xn) — f(x0)|| > € gilt xn # X0 und somit

xn € D\ {x0} fur alle n.
Weiterhin gilt
lim Xn = X0.
n—,oo

Gleichzeitig konvergiert aber (f(x,))nen nicht gegen f(xg). Dies steht im
Widerspruch zur Annahme, wonach f(x) im Punkt xg stetig ist. []
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(b) = (a): Es gelte
lim X, = Xo mit xn, € D \ {xo} fiir alle n.
n—oo
Waihle zu € > 0 ein 0 > 0 mit
Vx € D:|lx —xof| <8 — 1 f(x) — f(xo0)|| < e.
Sei nun N = N(¢) mit
Vn>N : ||xn —xo| <.
Dann folgt direkt
Vn>N : ||[f(xn) —f(x0)]| <€
und somit
lim f(xn) = f(xo),
n—oo

d.h. die Funktion f(x) ist stetig im Punkt xg. |

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 137



KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH

Beispiele fur stetige Funktionen.

Konstante Funktionen f: D — W, f(x) = a € W, sind stetig.
Die Identitat id : V — V, definiert durch id(v) = v fiir alle v € V, ist stetig.

Univariate Polynome, p:R — R (oder p: C — C), der Form
n
= Z ax™, ax € R (oder ax € C),

sind stetig.

Multivariate Polynome, d.h. Polynome in n (reellen oder komplexen)
Variablen, p: R™ — R (oder p : C* — C), der Form

XK1 K
f(X1y.00yXn) = E E Clk1, Ce Xt

k1=0

sind stetig.
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Weitere Beispiele fiir stetige Funktionen.
e Die Wurzelfunktion %x:[0,00) — R ist stetig auf [0, 00).

e Eine Potenzreihe, p: R — R (oder p : C — C), der Form
plz) = Z arz", ax € R (oder z € C),
k=0

ist auf dem Bereich, wo die Reihe p(z) absolut konvergiert, stetig.

e Beispiel: Die absolut konvergente Exponentialreihe exp(z) ist liberall stetig.
Weiterhin sind die Funktionen log(z), sin(z), und cos(z) auf ihren jeweiligen
Definitionsbereichen stetig.

e Sind die Funktionen f(x) und g(x) stetig im Punkt xo, so auch

fx)+ g(x), A-f(x), F(x)- g(x), ;((—’;)) (fir glxo) #0).

e Allgemeiner: Die Komposition stetiger Funktionen ist stetig.
Beispiel: f(x,y) = sin(y/x% +y?) ist auf ganz R x R stetig. ]
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Satz: Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und
beschrinkten Intervall [a,b] C R. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) Existenz einer Nullstelle.

f(a)-f(b) <0 =— dxp € (a,b):f(xo) =0
(b) Zwischenwertsatz.

fla) <c< f(b) =— dxo€(aq,b):f(xg) =c

(c) Stetigkeit der Umkehrfunktion.

Ist f streng monoton wachsend, d.h. x <y = f(x) < f(y), so ist auch die
Umbkehrfunktion £~ : [f(a), f(b)] — R stetig streng monoton wachsend.

(d) Min-Max-Eigenschaft.
Die Funktion f nimmt ihr Maximum und Minimum auf [a,b] an, d.h. es
gibt x1,x2 € [a,b] mit

f(x1) = min f(x) wund f(x2)= max f(x).
x€la,b] x€la,b]
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Beweis:

(a): klar mit Bisektionsverfahren.

(b): wende Teil (a) auf die Funktion g(x) = f(x) —c an.
(c): Ubung (siehe Literatur).

(d): Weise die Existenz des Maximums nach. Sei s = sup{f(x)|a < x < b}.
Dann existiert eine Folge (xi)x C la, b] mit f(xx) — s (k — 00).

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB gibt es eine konvergente Teilfolge (xy; );
von (xi)x in [a,b], d.h. fiir ein xo € [a, b] gilt

Xk; = %0 (j — oo) und f(xx;) =s (j — oo

Wegen der Stetigkeit von f gilt s = f(Xo) = maxg<x<b f(x).

Den Nachweis fiir die Existenz des Minimums fiihrt man analog. H
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Wichtige Bemerkung.

Fiir die Giiltigkeit der Min-Max-Eigenschaft ist es wesentlich, dass man ein
kompaktes (d.h. abgeschlossenes und beschrinktes) Intervall [a, b] betrachtet.

Sonst gilt die Aussage im Allgemeinen nicht!!!

Gegenbeispiel:
Betrachte die Funktion f: D — R mit D = (0,00) C R und
]
f(x) = o firx € D = (0, 00).

e f ist auf ganz D stetig, nimmt aber weder Minimum noch Maximum auf D an.
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Min-Max-Eigenschaft fiir multivariate Funktionen.
Definition: Eine Menge D C R™ heiflt kompakt (folgenkompakt ), falls jede
Folge (X )xen, Xk € D, eine in der Menge D konvergente Teilfolge

X — X0 € D (]—)OO)

besitzt. (]

Satz: Ist D C R™ eine kompakte Menge und ist die Funktion f : D — R stetig
auf D, so nimmt f auf D Minimum und Maximum an, d.h. es gibt Punkte

X1,X2 € D mit

f(x1) = minf(x) wund f(x2) = maxf(x).
xeD xeD

Beweis: Analog wie der Beweis von Teil (d) im vorigen Satz.
Verwende dazu insbesondere den Satz von Bolzano-WeierstraB. |
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Kriterien fiir Kompaktheit.

Satz: Fiir eine Menge D C R sind die folgenden Eigenschaften dquivalent.
(a) D ist kompakt;
(b) D ist abgeschlossen und beschrankt;

(c) Heine-Borel-Uberdeckung:

Jede offene Uberdeckung von D besitzt eine endliche Teiliiberdeckung,
d.h. es gilt

k
Dc|JW, Uiofftn = 3i,...,ikxel:Dc|JUy
i€l j=1
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Beweis: (nur die Aquivalenz (a) < (b)).
(a) = (b): Sei D kompakt.

Angenommen, D ware unbeschrankt. Dann gibt es eine Folge (x,,) C D mit
limm oo ||Xm|| = c0. Diese Folge kann allerdings keine konvergente Teilfolge
besitzen. Dies steht im Widerspruch zur Kompaktheit von D.

Angenommen, D ware nicht abgeschlossen. Dann gibt es einen Hiufungspunkt
xo von D mit xg € D, d.h. es gibt eine Folge (x;) C D mit
liM 00 Xm = X0 € D. Diese Folge kann aber keine in D konvergente Teilfolge
besitzen. Dies steht im Widerspruch zur Kompaktheit von D.

(b) = (a): Sei D abgeschlossen und beschrankt.

Sei (x;n) C D eine Folge in D. Da D beschrankt ist, ist auch die Folge (x)
beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 besitzt (x.,,) eine
konvergente Teilfolge (xm].) mit X, — Xo. Da D abgeschlossen ist, liegt xo in
D. Somit ist (xm;) eine in D konvergente Teilfolge von (x). H
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Beispiel.
Sei S*~! C R™ die Einheitssphére in R™ beziiglich der Norm || - ||, d.h.
S i={x e R"||x|| = 1}.
Offensichtlich ist S~ kompakt (abgeschlossen und beschrinkt).
Somit existieren fiir jede gegebene Matrix A € R™™) zwei Vektoren
X1,%X2 € S™1 mit
|Ax1|| = min ||Ax|| und ||Axz||= max [Ax||
xeSn—1 xeSn—1
Dies folgt aus der Min-Max-Eigenschaft, denn die Funktion
¢ :R" =R,  ox)=|[Ax|
ist stetig auf S™ 1. []
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GleichmaBige Stetigkeit.

Definition: Eine Funktion f : D — R™, D C R"™, heiBt gleichmédflig stetig
auf D, falls gilt:

Ve>0:40>0:Vx,yeD:|x—y|[|[<d = |f(x)—F(y)|l<e O

Satz: Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ist gleichmaBig stetig. D.h.:

Sei f: D — R™ eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge D C R™.
Dann ist f gleichmaBig stetig auf D. []

Bemerkung: Falls f: D — R™ gleichmaBig stetig auf D, so ist f stetig auf D.
Beispiele:

o f(x) = 1/x ist stetig auf (0, 00), aber nicht gleichmaBig stetig auf (0, co).

o f(x)
o f(x)

exp(x) ist stetig auf R, aber nicht gleichmaBig stetig auf R.

sin(x) ist stetig auf R und sogar gleichmaBig stetig auf R.
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Stetigkeit vs GleichmadBige Stetigkeit.

Beispiel: Betrachte die Funktion f(x) = 1/x auf dem Intervall D = (0, 1].

e f ist in jedem Punkt p € (0, 1] stetig.

Denn: Sei p € (0,1] und ¢ > 0 gegeben. Setze & = min (%, pTZE) :

Dann gilt fiir alle x € D mit [x —p| < & (und somit x > p/2),

T 1 ' R
Xp

2lx — 20
’X p’<—<£.

£(x) — f(p)| = <oy

X P

<

e f ist nicht gleichmaBig stetig auf D.
Denn: man kann (zu gegebenem ¢) & nicht unabhingig von p wahlen.

Waire f gleichmaBig stetig auf D = (0, 1], so gdbe es zu ¢ =1 ein & > 0 mit
f(x) —f(y)| <1 fir alle x,y € (0, 1] mit [x —y| < 0.
Es gibt aber ein n € N mit

1/ n—1/2n)|=1/(2n) <& und [f(1/n) —1f(1/2n))|=n> 1. H
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5.2 Differentialrechnung einer Variablen

A

Differenzenquotient und Differentialquotient.

Der Differenzenquotient

Af f(x) —f(xo)
Ax  x—xo

fir x # xo,

gibt die Sekantensteigung an. Betrachten nun den Grenziibergang x — xo.
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Definition: Sei f: D — R, D C R eine Funktion und xo € D N D’ ein Punkt.

o Fiirx € D, x # xo, nennt man den Ausdruck

Af  f(x) —f(xo)

Ax T x—xg
Differenzenquotient bzw. Sekantensteigung von f beziiglich x.

e Die Funktion f heift differenzierbar in xo, falls der Grenzwert

00 = fl(xo)
Im
X—X0 X — X0

existiert. In diesem Fall nennt man den Grenzwert Ableitung oder
Differentialquotient der Funktion f an der Stelle xo und schreibt

Fixa) = g (xo) = fim ST
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Definition: Sei f: D — R, D C R eine Funktion und xo € D N D’ ein Punkt.

e Dann heiBen die einseitigen Grenzwerte

Fixg) o= lim )
Flxg) = lim S0 =f(x0)

X=Xy X — X0

rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung von f bei xg.

Bemerkung: Falls f differenzierbar in xo, so stimmen die rechtsseitige und
linksseitige Ableitung von f bei x¢ Liberein. []
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Eine Interpretation der Ableitung einer Funktion.

Die zeitliche Bewegung eines Massenpunktes sei beschrieben durch eine Funktion
c:I1 - R3 c=c(t), ICR,
wobei t die Zeit und c(t) der Ort des Massenpunktes. Dann ist die Ableitung

c(to) == %(to) = lim C(tJ)E::ito)

die Geschwindigkeit, mit der sich der Massenpunkt bewegt.

Erkldrung: In At =1t — ty legt der Massenpunkt die Strecke
Ac = c(t)—c(tg) zuriick; die mittlere Geschwindigkeit betragt  c)

0

Ac  c(t) —c(to)
At t—1ty

Fiir t — to erhdlt man die momentane Geschwindigkeit,

c(t) —c(to)
t—to t— 1o .
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Beispiel: Ableitung von Monomen.
Betrachte die Monomfunktion f: R — R, gegeben durch f(x) = x™, fir n € N.

Dann gilt
n—1
X" —x5 = (x —Xo0) E xn_]_ng), fir x,xo € R,
j=0
und somit
n—1
.o Xt —x) , 1 _
lim O — |im E X)) =X
X—xo X — X0 X—Xo 4 5
):

Fazit: Die Funktion f(x) = x™ ist auf ganz R differenzierbar und es gilt

f/(x) = nx™ 1, fir alle x € R,
fiir die (erste) Ableitung von f. ]
Bemerkung: Fiir eine konstante Funktion f(x) = ¢ gilt f'(x) = 0. []
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Linearitat der Ableitung.
Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) differenzierbar, so sind auch

(f+g)(x):=Ff(x)+g(x) und (Af)(x):=A-f(x) firAeR,

differenzierbare Funktionen, und es gilt

(f+g)(x) =f(x)+4g(x) und (Af)(x)=A-f(x).

Ableitung von Polynomen.
Sei p: R — R ein Polynom, d.h. p hat die Form

_ Z apx® mit Koeffizienten ax € R fir 0 <k < n.

Dann ist die (erste) Ableitung von p gegeben durch

;X(px I (Zamc) Zak—x —Za k x< T,
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Ableitung elementarer Funktionen.

Funktion | Ableitung Parameter
x& ox*! x e R,x>0
e* er x € R
log(x) % x >0
sin X COS X x e R
COS X —sinXx x e R
tanx 1/ cos?(x) x # 5 +kmfirkeZ
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Ableitung von vektorwertigen Funktionen.

Sei f:D — R™, D CR, eine vektorwertige Funktion, d.h. f hat die Form
f(x) = (f1(x), ..., fm(x))T € R™, fir x € R.
Dann wird die Ableitung von f komponentenweise berechnet, d.h. es gilt

f/(x) = (£} (x)y ..., (x)T, fiir alle x € R.

Beispiele:

T T

f(x) = (x, e*,sinx) f'(x) = (1, e*, cosx)

—
f(x) = (cosx,sinx)! = f'(x) = (—sinx,cosx)’
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Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit.
Satz: Ist f: D — R, D C R in xo € D° differenzierbar, so ist f in xo stetig.

Beweis: Sei f in xg differenzierbar. Dann folgt

lim (f(x) —f(x0) — (x —x0) - f'(x0)) =0

X—Xo0

unmittelbar aus der Voraussetzung

fxo) = lim ) —Tlxo),
X—X0 X — Xo

Wegen limy_x, (x —x0)f' (xo) = O folgt schlieBlich

im f(x) = f(xo),

d.h. die Funktion f ist in xo stetig. H

VORSICHT! Die Umkehrung dieser Aussage gilt im Allgemeinen nicht!
Beispiel: Die Funktion f(x) = |x| ist stetig, aber nicht differenzierbar in Null. [
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Wichtige Differentiationsregeln.

Satz: Seienf,g: D - R, D CR, inxg € DO differenzierbare Funktionen. Dann
gelten die folgenden Differentiationsregeln.

(a) Fiir &, p € R ist «f + 3g in xo differenzierbar, und es gilt
(of +Bg) (x0) = &f'(x0) + Bg’(x0)
(b) Die Funktion f - g ist in xo differenzierbar, und es gilt die Produktregel
(f-g)" (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)

(c) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion f(x)/g(x) in xo differenzierbar, und es gilt
die Quotientenregel

(f)/ (x0) = f(x0)g(x0) — f(x0)g'(xo)
g) " (g(x0))2
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Beweis: Die Behauptung in Teil (a) folgt unmittelbar aus der Identit&t
(of(x) + Bg(x)) — (af(xo) + Bglxo)) _  f(x)—flxo) BQ(X) — g(xo)

X — X0 X — X0 X — X0

Genauso folgt Teil (b) aus der Identitat

f)g(x) = flxo)glxo) _ Fx) =flxo) | ) ¢ 9(x) — glx0)
X — Xo X — Xo X — X0

Zu Teil (c): Es gilt
1 1

g(x] — 9(xo) 1 g(x) —g(xo) )
= — . f O
X — X0 g(x) - g(xo) X —xg ir g(xo0), g(x) # 0,
und somit (1) (xo) = — 25287 fiir g(xo) #0.

Die Behauptung folgt schlieBlich wie folgt aus der Produktregel, Teil (b).

N (e Y L ko) Lo d(xo)  f(x0)g(xo) — f(x0)g’ (xo)
(9) o) = (f g) (xo) = Sie) 1) fgion? = (9(0))2 '
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Weitere Wichtige Differentiationsregeln.

Satz:

(a) Seienf:D — R, g:E—=R mit D,ECR undxo € D° N (f1(E))°.
Falls f differenzierbar in xo und g differenzierbar in yo = f(xo), so ist auch
die Komposition g o f in xo differenzierbar, und es gilt die Kettenregel

(gof)(x0) =g (f(x0)) - f'(x0).

(b) Ist f:[a,b] — R streng monoton wachsend und in x¢ € [a, b]
differenzierbar mit f'(xg) # 0, so ist auch die Umkehrfunktion
f=1:[f(a),f(b)] = R inyo = f(xo) differenzierbar, und es gilt

1
f'(x0)

(F71) o f) (x0) = (F 1) (yo) =
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Beweis: Teil (a): Nach Voraussetzung gilt

f(x) = f(xo) +m1(x)(x—x0), limy_x, M1 (x) = '(x0),
gly) = 9gyo) +m2(y)(y —yo), limy .y, M2(Yy) = g'(yo),
wobei y = f(x) und yo = f(xo). Daraus folgt

(gof)(x) = (gof)lxo) +m2(f(x)) - mi(x)(x —xo)

und somit
(go f)(x))(:i?) o f)(xo) =12 (f(x)) M1 (x) — g’ (f(x0)) - F(x0)  fiir x — xo.

Teil (b): Nach Voraussetzung gilt

f(x) = f(xo) +n(x)(x —xo), lim n(x) = f'(x0) #0,

X—X0
somit y =yo +n(f T (y))(F'(y) — f ' (yo)) fiir x =f""(y), und daher

1 (y) — " (yo) 1 1

y—vo  n(f'(y)  Ff (yo))

ﬁjry — Yo. N
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Verallgemeinerte Produktregel.

Satz: /st (-,-) : R™ x R™ — R eine Bilinearform, und sind f,g : D — R™,
D C R, in xo € DO differenzierbar, so ist auch die Funktion (f, g) in X
differenzierbar, und es gilt die verallgemeinerte Produktregel

d

- (F(3), 9(x) = (f'(x0), g(x0)) + (f(x0), g'(x0)) -

X=X0

Beweis: Analog zum Beweis der Produktregel:

(f(x), g(x)) — (f(x0), g(x0))
X — X0

L (MR g (e, S 50)

X — X0 X — X0

—  (f'(x0), 9(x0)) + (f(x0),g'(x0)),  firx —xo. M
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Beispiel: Anwendung der Quotientenregel.

Betrachte die Tangensfunktion

sin(x)

tan(x) = fUrx;éngth,kEZ.

cos(x)

Aus den Ableitungen der trigonometrischen Funktionen

d d
—sin(x) = cos(x) und — cos(x) = —sin(x)
dx dx
erhalt man die Ableitung der Tangensfunktion mit der Quotientenregel:
d d [ sin(x) cos(x) - cos(x) + sin(x) - sin(x) ]
— tan(x) = = — ,
dx dx \ cos(x) cosZ(x) cos?(x)
fir x # 5 + k7, k € Z. H

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 163



UH
H KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH

Beispiel: Ableitung der Umkehrfunktion.

Beispiel 1: Betrachte die Umkehrfunktion der Tangensfunktion, f»
arctan: R — (—g, g) :

Fiir die Ableitung von x = arctan(y), d.h. y = tan(x), erhdlt man

iarctan( ) = ] — 1 — cos?(x) ] !
9= d%(tan(x) ~ 1/cos?(x)

dy

Beispiel 2: Betrachte den Logarithmus, die Umkehrfunktion

der Exponentialfunktion exp(x), /
log : (0,0) — R. /

Fiir die Ableitung von x = log(y), d.h. y = exp(x), erhalt man

d 1 1 1

— log(y) = = = —, firy € (0, 00). H
dy &1 d%( exp(x) exp(x) Yy J

T Tttan(x) 1+y2
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Weiteres Beispiel: Ableitung der Umkehrfunktion.

Betrachte Wurzelfunktion /- : (0,00) — (0, 00),

X — V/x fiir x € (0,00) und n > 2,

als Umkehrfunktion der Monomfunktion f(x) = x™. T

Fir die Ableitung von x = /y = y%, d.h. y =x™m, erhalt man

d LI N B
dyy_ T ooLun—1 0 n—=1

1 1
—_ . y n
Lxn nx™ 1 ny n

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 165



UH
e KAPITEL 4: STETIGKEIT UND DIFFERENZIERBARKEIT TUHH

Zwei Beispiele zur Anwendung der Kettenregel.
Beispiel 1: Betrachte fiir f(x) = exp(x) und g(y) = cos(y) die Komposition
(gof)(x) =cos(exp(x)) : R — [—1,1].

Die Ableitung von g o f berechnet man mit der Kettenregel wie folgt.

di cos(exp(x)) = —sin(exp(x)) - exp(x)
X

Beispiel 2: Betrachte die Exponentialfunktion a* = exp(x - log(a)) fiir a > 0.

Die Ableitung der Funktionen a* und x* berechnet man mit der Kettenregel:

0% = (exp(xlog(a)) = explxlog(a)) - log(a) = log(a) - @*
X dx
dixxx = %(exp(xlog(x))) — exp(x log(x)) (1 log(x) + x - J—()

x* (1 +log(x)), firx>0.
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Ableitungen hoherer Ordnung.

e Ist eine Funktion f: [a,b] — R in jedem Punkt xo € [a, b] differenzierbar,
so ist die Ableitung von f ebenso eine Funktion, ' : [a,b] — R.

e Ist f' liberall differenzierbar, so erhilt man die zweite Ableitung f”’ von f.
e Ist f iiberall differenzierbar, so erhilt man die dritte Ableitung f” usw.

e Ist f n-mal differenzierbar auf [a,b] und ist die n-te Ableitung ™) auf
la, b] stetig, so heiBt f n-mal stetig differenzierbar, C™-Funktion.

e Ist f n-mal differenzierbar auf [a, b] fiir jedes n € N, so heiBt f beliebig
oft differenzierbar (unendlich oft differenzierbar), C*°-Funktion.

Notation:
fe C%[a,b]) &= f stetig auf [a,b]
f € C'([a,b]) <= f n-mal stetig differenzierbar auf [a, b]
f € C(la,b]) :& f beliebig oft differenzierbar auf [a, b]
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6 Weiterer Ausbau der Differentialrechnung

6.1 Mittelwertsatze, Extremwerte, Satz von Taylor

Motivation: Wie wahlt man Hohe und Durchmesser einer Konservendose, so
dass bei festem Volumen V moglichst wenig Blech verbraucht wird?

Sei r der Radius der Grundflache und h die Hohe der Konservendose. Dann gilt
f(r,h) = 27tr? + 2mtrh

fur die Oberflache der Konservendose.

Ziel: Minimiere f unter Variation von 1t und h unter der Nebenbedingung

V
V = mr*h — h=—.
T
Minimiere somit v
f(r) = 2mr? + 2?
unter Variation von r. L]
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Klassifikation von Extrema.

Definition: Sei V normierter Vektorraum und f : D — R, D C V, eine Funktion.

Dann hat die Funktion f in xo € D
e ein globales Maximum, falls f(x) < f(xo) fiir alle x € D.
e ein strenges globales Maximum, falls f(x) < f(xg) fiir alle x € D \ {xo}.

e ¢in lokales Maximum, falls es ein € > O gibt mit
Ix —x0|| <e = f(x) < f(xo) fiir alle x € D.
e cin strenges lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit
[x —x0|l <e = f(x)<f(xo) fiir alle x € D \ {xo}.

Die Begriffe (strenges) globales Minimum und (strenges) lokales
Minimum definiert man analog. Weiterhin fasst man die Begriffe “Minimum”
und “Maximum” unter dem Oberbegriff Extremum zusammen. []
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Notwendige Kriterien fir lokale Extrema.

Satz: Besitzt eine Funktion f: [a,b] — R in einem Punkt xo € (a,b) ein
lokales Extremum, und ist f in xq differenzierbar, so gilt f'(xo) = 0.

Falls xo Randpunkt von [a,b] (d.h. x = a oder x =b), so gilt
o f'(x0) <0 (f'(xo) > 0) fiir ein lokales Maximum (Minimum) in xo = q,

o f'(x0) >0 (f'(xo0) <0) fiir ein lokales Maximum (Minimum) in xp = b.

Beweis: Sei xo € [a, b] ein lokales Maximum von f. Dann gilt

f(x) —f
(X) (XO) < 0 fUrXO<x§min(Xo‘|‘5>b)>
X — X0
f(x) — f
(x) —f(x0) > 0 fir max(xp —¢,a) < x < X,
X — X0

und daher f'(xy) > 0 und f'(x3) < 0. Fiir xo € (a, b) folgt somit f'(xp) =0. W

Definition: Ein Punkt xo mit f'(xo) = 0 heift stationdrer Punkt von f. [
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Zuruick zu dem Beispiel mit der Blechdose.

Ziel: Minimiere
V

f(r) = 2mr? + 2?
unter Variation von r € (0,00). Es gilt h = % fiir die Hohe der Dose.
e Die Funktion f ist stetig in (0, 00) und es gilt V > 0.
e Esgilt lim,_o+ f(r) = lim, o f(1) = 0.
e f besitzt somit in (0, 00) ein globales Minimum.

e Die notwendige Bedingung

\%
f’(r)=4m‘—2T—2=0 — 4rrd =2V

fiir ein Minimum 1o € (0, 00) ist nur erfillt fiir

3/ V
To = Z{.

e Losung: f besitzt in Ty ein strenges globales Minimum. Es gilt hg = 2rp. [
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Ein weiteres Beispiel.
Betrachte die Funktion f(x) = x*v/1 — x2 auf dem Intervall [—1, 1]. Es gilt

f(x) = fir —1<x<1.

(S0 —1<x<—2/3
<0 : —/2/3<x<0

>0 @ 0<x<+4/2/3
. <0 : V2/3<x <1

e Globale Minima bei x = &1 und x = 0 mit Funktionswert f(x) = 0.

e Globale Maxima bei x = ++/2/3 mit Funktionswert f(x) = 2/(3v/3). ]

'(x) = <
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Ein erster Mittelwertsatz.

Satz (Satz von Rolle): Ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar
auf (a,b), so gilt die Implikation

fla) =f(b) = dxp € (a,b) : f'(x0) =0.

Beweis: Da f auf dem Kompaktum [a, b] stetig ist, nimmt f auf [a, b]

Minimum und Maximum an.

Fall 1: Liegen diese beiden Extrema am Rand des Intervalls [a, b], so ist f
konstant, woraus folgt f'(x) = 0.

Fall 2: Anderenfalls liegt ein Extremum x4 in (a, b), woraus folgt f'(xqo) = O.
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Weitere Mittelwertsatze.

Satz:

e Erster Mittelwertsatz

Ist f:[a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b), so gilt:

f(b) —f(a)

Ixo € (a,b) ' (xo) = T

e Zweiter Mittelwertsatz
Sind die Funktionen f, g stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und
gilt g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), so gilt
f'(xo)  f(b) —f(a)

T ElO) k) T gb)— g(a)
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Beweis: 1. MWS: Die Funktion

X—a
b—a
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, denn h(a) = f(a) = h(b).

hix) = f(x) — (f(b) —f(a))

Somit gibt es ein xg € (a,b) mit

1
b—a
2. MWS: Wegen ¢’(x) # 0 fiir alle x € (a,b), gilt g(b) # g(a). Somit erfiillt
die Funktion

0=h(xo) = f'(x0) — (f(a) —f(b)).

f(b) — f(a)
g(b) —g(a)
die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, denn es gilt

h(a) = f(a) - g(a) - SJ—o & = f(b) — g(b) - L=l =h(b).

Somit gibt es ein xg € (a,b) mit

f(b) —f(a)
g(b) —g(a)

0=h'(xo) = f'(x0) — g’ (x0) - u
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Folgerungen aus den Mittelwertsatzen.

Sei f: [a,b] — R differenzierbar auf [a, b]. Dann gilt:
e Falls f'(x) =0, so ist f konstant auf [a, b].
o Falls f'(x O fiir alle x € [a, b], genau dann wenn f monoton wachsend.

e Falls f'(x) <O fiir alle x € [a, b], genau dann wenn f monoton fallend.

(x) =
(x) >
e Falls f'(x) > O fiir alle x € [a, b], dann ist f streng monoton wachsend.
f'(x)
(x) <

e Falls f'(x) < O fiir alle x € [a, b], dann ist f streng monoton fallend.

Beispiel. Betrachte f(x) = x — log(1 + x) fiir x € (—1,00). Wegen

1 x <0 fir — 1 <x <0,
T+x  T4+x | >0 fir 0 < x < oo,

flix)=1-—

ist f streng monoton fallend in (—1, 0], streng monoton wachsend in [0, 00). [
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Definition (Landau-Symbole): Fiir eine Funktion @ : D — R, D C R,
0 e DND’, und k € Ny sagt man:

@(h)

_ k . : _
e(h) =0(h") & lim oy =0
h
o(h) = O(h") = 43C,e >0 : VO< |h|< ¢ : |(p}£k) < C
[]
Bedeutung:
@(h) = o(h*):

@ (h) konvergiert fiir h — O schneller gegen Null als h*.

@(h) = O(h*):
@ (h) konvergiert fiir h — 0 mindestens so schnell gegen Null wie h¥.

Beispiel: Ist f differenzierbar in x¢, so gilt:

f(x) — f(xo) — ' (x0)(x —x0) = 0(x — xo).
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Taylor-Entwicklungen und Taylor-Polynome.

Ausgangsfrage: Wie kann man f(x) in der Nihe von xo approximieren?
0. Antwort: f(x) ~ f(xg) fiir x = xo.
1. Antwort: Ist f differenzierbar, so gilt

f(x) = flxo) + f'(x0) (x — Xo) +0(x —xo)

Ve

Polynom vom Grad 1

2. Antwort: Ist f zweimal differenzierbar, so gilt

(x —x0)?
2

f(x) = f(xo) + ' (x0)(x —x0) + f (Xo) +o ((x —x0)?),

~"

Polynom vom Grad 2

4

denn es gilt
f'(x) = f'(x0) + f (x0)(x —x0) + 0(x —Xo)

Hinweis: Integration iiber [xg, x| liefert die zweite Antwort. []
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Satz (Satz von Taylor): Sei f: [a,b] — R eine C™-Funktion und xo € (a,b).
Dann gilt

f(x) = Tn(x;x0) + 0 ((x —x0)™)
mit dem (eindeutig bestimmten) Taylor-Polynom

*oe(k)
Talexo) = Y U g
k=0 '

Den Punkt xo nennt man den Entwicklungspunkt.

Ist f eine C™*1-Funktion, so gilt die Lagrange-Restgliedformel

Toe(k)
0 = Y o)+ Ratxixo)
k=0 '
(n+1)
Rulsxa) = ‘g (x = x)™

fiir ein &, = xo + 0(x —xo) mit © € (0, 1). ]
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Zur Form des Taylorschen Polynoms.

Ziel: Approximiere f durch ein Polynom der Form

T(x) = Z ax(x — x0)¥ mit ai € R.
k=0

Forderungen: fU)(xq) = TU)(x) fiir j =0,1,...,n.
Beachte: Fiir die j-te Ableitung von T(x) gilt

TUR) =) ark(k—1) .o (k—j+ 1) (x —x0)*
k=j
und weiterhin TU) (xq) = aj - jl = f0)(xo) mit der obigen Forderung.
Somit gilt
= £ (%)
Tx)=) - (x —x0)* = Tn(x;%0).
k=0
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Restgliedformeln fur das Taylorsche Polynom.

Ausgangspunkt. Mit dem Satz von Taylor gilt f(x) = T (x;%x0) + R (%;X0).

e Integraldarstellung:

X

1
Rﬂ(x;xo)::;G [ (x — )+ (1) dt

X0
e Cauchy-Restgliedformel.:
fn 1 ()

Rn(x;x0) = (x —xo)™ (1T —0)"

n!
mit £ =xo +0(x —xp), 8 € (0,1)

e Schlomilch-Restgliedformel:

(m+1)
Ru(xix0) = ) (x )™+ (1 — )1
p - n!
mit &E=x%x0+0(x —%0), 0 € (0,1),pe{l,2,...,n+ 1} O]
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Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion.

Betrachte die Exponentialfunktion f(x) = exp(x). Zunachst gilt:

f(x) = dix exp(x) = exp(x).

Mit dem Satz von Taylor gilt um den Entwicklungspunkt xo = 0 die Darstellung
2 n

exp(x) = 14+% + 5 + ...+ — + Ru(x0)
mit dem Lagrange-Restglied
Ru(60) = P nit i g mit0<0 <1
(m+1)!

Daraus bekommt man fiir 0 < x < 1 die Fehlerabschatzung

eXp(((_,) Xn—|—] <

Rn (60l = (m+1)! m+1)!

Beispiel: Fiir n = 10 bekommt man [Rqo(x;0)| < 6.81-108. O]
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Taylor-Entwicklung der Sinusfunktion.
Betrachte die Sinusfunktion f(x) = sin(x). Zunachst gilt:
d . d

—sin(x) = cos(x) und — cos(x) = —sin(x)
dx dx
Mit dem Satz von Taylor gilt um den Entwicklungspunkt xo = 0 die Darstellung
| 3 x5y X2
sm(x)—x—g—l—5 = +...+(—1) (271—|—1)!+R2n+2(x;0)
mit dem Lagrange-Restglied
ne1 Cos(&) ,n, . .
Ronia(x;0) = (=) (2n+3)!x2 +3 fir E=0xmit0< 0 < 1

Beispiel: Fiir x € [—11/6,7/6], x # 0 und n = 3 bekommt man

| o 1 /m\? 9
Rs(x;0)| < 7 - Ix —9v'(€) ~ 8.1513-10~7.
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Bemerkungen zu Taylor-Reihen.
e Die Taylor-Reihe

ik (x
Tolixo) = Y X x)*
k=0 '

einer C*°-Funktion f ist im Allgemeinen nicht konvergent.

e Falls die Taylor-Reihe T, (x;%0) von f konvergiert, so konvergiert To(x;X0)
nicht notwendigerweise gegen f.

e Falls jedoch
© (k) (x
f) =Y L)

k!
k=0

gilt, so nennt man die Funktion f reell analytisch, zum Beispiel:

_Ooxk _00 1kXZk _ _OO ]kX2k+1
exp(x)—éﬁ, cos(x)—];)(—) For sm(x)—];)(—) TCET
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Folgerung aus dem Satz von Taylor.

Satz: Gilt fiir eine C™*'-Funktion f: [a,b] = R
Vxela,bl : fD(x)=0,

so ist f(x) ein Polynom héchstens n-ten Grades.

Beweis: Fiir das Lagrange-Restglied gilt

f(n_H)(E) +1
n (X5 — — n =0
R (%5%0) M) (x —x0)
und somit
f(x) = Tr(x;%0) E (x — x0).

k=0
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Beispiel: Taylor-Entwicklung fiir Polynome.

Ist die Funktion f ein Polynom vom Grad n, d.h. f besitzt die Darstellung
n
f(x) = Z arxX mit a, # 0,
k=0

so ist fiir einen beliebigen Entwicklungspunkt xo € R das Taylor-Polynom
T (x;%x0) n-ten Grades von f um xo gegeben durch

= ) (x
Talxo) = Y 0 (x - xo)¥
k=0 ‘

und es gilt f = T, d.h. f und T,, sind identisch auf ganz R.

e Das Taylor-Polynom T, stellt f in der Polynombasis {(x —xo)k}]t:o dar.

(1) (0)

e Fiir den Entwicklungspunkt xo =0 gilt ax = —5—, 0 < k <n, und somit
L) 5
Th(x;0) = f(x) = ZO - X<,
k=
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Auswertung von Polynomen durch Horner-Schema.

Sei p ein Polynom von Grad n mit der Darstellung
p(x) = Zak(X_XO)k mit a, # 0,
k=0

fiir ein xo € R. Dann lasst sich p wie folgt darstellen.

p(x) = ap + (x —x0)(ar + (x —xo)(... + (x —x0)(an—1 + (x —%x0)an)...))

Dann wertet man p stabil und effizient mit dem Horner-Algorithmus aus.

y := 0;
for k = n,n-1,...,0

y = a(k) + (x-x0)x*y;
end;

Beispiel: Fiir p(x) = 30(x —1)3 +100(x — 1)2 +108(x — 1) + 43 gilt
p(x) =43+ (x—1)(108 + (x — 1)(100 + (x — 1)30)).
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Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Satz: Sei f: [a,b] — R eine C?-Funktion und x* € (a,b) eine einfache
Nullstelle dieser Funktion. Dann ist das Newton-Verfahren

_ f(xn)
n

mit Startwerten x¢ in der Nahe von x* quadratisch konvergent.

Beweis: Betrachte Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung um x,, € [a, b],

£ (&)

f(x) = f(xn) + f/(Xn)(X —Xn) + 5 (x _Xn)z
woraus fiir x = x* mit f(x*) =0 und f'(x*) # 0 folgt
fxn) _ . (&) (v 2
R IR T Rl
und somit )
(Xn+1 _X*) — gf/((i:)) (Xn _X*)z- u
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Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema.

Satz: Sei f: [a,b] — R eine C2-Funktion mit f'(xo) = 0 fiir ein xo € (a,b).
(a) Falls f"(xo) > 0, dann hat f in xo ein strenges lokales Minimum.

(b) Falls " (xo) < 0, dann hat f in xo ein strenges lokales Maximum.

Beweis von (a): Mit der Lagrange-Restgliedformel gilt die Darstellung

17

f (&)
2!

f(x) = f(xo) + (x —%0)*

fiir ein & = xo + 0(x —xo) mit 0 € (0, 1).

Da f~ stetig ist, ist " in einer Umgebung von x¢ positiv, d.h. es gilt

17/

f (x) >0 fur alle x € (xo — &,X0 + €),

fir ein € > 0. In diesem Fall besitzt f in xg ein strenges lokales Minimum.

Teil (b) beweist man analog. H
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Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema.
Problem: Was passiert im Fall f'(xo) = f (xo) = 0?
Hier gibt es zwei Moglichkeiten:

e Der stationare Punkt x¢ ist ein strenges lokales Extremum.

e Der stationare Punkt xg ist ein Wendepunkt.
Satz: Sei f: [a,b] — R eine C*™-Funktion mit
f(xo) =0  fiirl<k<2n-—1
fiir ein xo € (a,b).
(a) Falls £12™)(xo) > 0, dann hat f in xo ein strenges lokales Minimum.

(b) Falls £12™) (xo) < 0, dann hat f in xo ein strenges lokales Maximum.

Beweis(idee): Mit der Lagrange-Restgliedformel gilt

F2m) (&)

2! (x — x0)?™, fiir ein & € (x0,X). N

f(x) = f(xo) +
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BEiSpiE'. Betrachte die Funktion f(x) = x> — x*.

Es gilt ’
f'(x) = 5x*—4x3 ,
f'(x) = 20x%—12x?
f3(x) = 60x? —24x
fW(x) = 120x —24
Weiterhin
f(0) = £ (0) = f(3)(0) = 0 ' | |
sowie f(4)(0) = —24. f(x) =x> —x*.

Somit besitzt f in xg = O ein strenges lokales Maximum.

Weiterhin besitzt f in x; = 4/5 ein strenges lokales Minimum,
denn es gilt ¥(4/5) =0 und f (4/5) = 64/25 > 0. ]
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Konvexitat und Konkavitat.
Definition: Eine Funktion f : [a,b] — R heiBt
e konvex, falls fiir alle a < x1 <x <xy <b gilt
X —X
f(x) < f(x1) + L (f(x2) — f(x1)).
X2 — X1
e streng konvex, falls fiir alle a < x; <x <x, <b gilt
X — X
f(x) < f(x1) + L (f(x2) — f(x1)).
X2 — X1
e konkav, falls fiir alle a < x1 <x <xy < Db gilt
X — X
f(x) > f(x1) + L (f(x2) — f(x1)).
X2 — X1
e streng konkav, falls fiir alle a < x; <x <x3 < b gilt
X — X
f(x) > f(x1) + L (f(x2) — f(x1)).
X2 — X1
L]
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Kriterien fur Konvexitat und Konkavitat.

Satz: Sei f eine C?-Funktion auf [a,b]. Dann gilt:
o T ist konvex, genau dann wenn f (x) > 0 fiir alle x € (a,b);

o f ist konkav, genau dann wenn £ (x) <0 fiir alle x € (a, b).

f streng konvex (Linkskurve) f streng konkav (Rechtskurve)

Bemerkung: Fiir eine C'-Funktion f gilt:
e Falls f streng konvex, so liegt der Graph von f oberhalb seiner Tangente.

e Falls f streng konkav, so liegt der Graph von f unterhalb seiner Tangente.
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Wendepunkte.

Definition: Eine Funktion f: [a,b] — R hat in xg € (a,b) einen Wendepunkt,
falls eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist.

o f ist fiir ein € > 0 konvex in (xg — €,%x¢0) C [a,b] und konkav in
(x0,%0 + €) C [a,b] (Links-Rechtskurve).

e f ist fiir ein ¢ > 0 konkav in (xog — €,Xo) C la,b] und konvex in
(x0,%0 + €) C [a,b] (Rechts-Linkskurve).

/

4

Links-Rechtskurve in x,.
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Kriterien fiir Wendepunkte.
Satz: Sei f: [a,b] — R eine C3-Funktion.

(a) Notwendiges Kriterium:
Ist xo € (a,b) ein Wendepunkt, so gilt: T (xo) = 0.
(b) Hinreichende Kriterien:
o Gilt f' (x0) =0 und f3)(xg) > 0 fiir ein xo € (a,b),
so ist xo ein Wendepunkt von f mit Rechts-Linkskurve.
o Gilt f (x0) =0 und f3)(xg) < 0 fiir ein xo € (a,b),

so ist xo ein Wendepunkt von f mit Links-Rechtskurve.

Beweis: (a) folgt direkt aus der Stetigkeit von f" und der Eigenschaft von xo.

Zu Teil (b): Aus " (x0) =0 und £3)(xq) > 0 folgt

!/ /7

f (x)<O0firxe (xo—¢exo) wund f (x)>0firxe (xo,x0+ €)

fir ein € > 0. Somit ist f konkav in (xg — €,Xo) und konvex in (xg,Xo + €),
d.h. xo ist Wendepunkt mit Rechts-Linkskurve. Analog die andere Aussage. W
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BEiSpiE'. Betrachte die Funktion f(x) = x* — x3.

Es gilt
f'(x) = 4x> —3x?
£ (x) = 12x% —6x
£ (x) = 24x—6
sowle
f(0) = 0
£(0) = 0
” f(x) =x* —x3
f (0) = —6

Somit hat f in xo = 0 einen Wendepunkt (Links-Rechtskurve). Weiterhin hat f
ein lokales Minimum in x; = 3/4, denn f/(3/4) =0 und f (3/4)=9/4 >0. O

Frage: Gibt es weitere Wendepunkte?
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6.2 Die Regeln von de I'Hospital
Ausgangsfrage: Wie berechnet man den Grenzwert
. f(x)
lim ———,
x—xo g(x)
falls
e beide Funktionen gegen Null konvergieren, d.h.
lim f(x) = lim g(x) =0
X—X0 X—X0
e beide Funktionen gegen Unendlich konvergieren, d.h.
lim f(x) = lim g(x) = o
X—Xo0 X—X0
Beispiel: Sei f(x) = x? und g(x) = x. Dann gilt
f f
im ) im x =0 und  lim A~ lim x = oo,
x—0 g(X) x—0 X—00 X) X—00
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Die erste Regel von de I"'Hospital.

Satz (Regel von de 1’Hospital fiir 3):
Seien f,g: (a,b) — R stetig differenzierbar, sei xo € (a,b) mit

f(xo) = g(xo) = 0 und es gelte g(x) # 0 fiir x # xo. Dann gilt
f(x) f'(x)

li — = |
e gx)  xome g'(x)]

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beweis: Mit dem zweiten Mittelwertsatz gilt

fx) _ f(x) = flxo) _ F(E)

g(x)  glx)—glxo) g'(&)’
fiir einen Punkt & =xp +0(x —x0), 8 € (0,1) (d.h. 0 liegt zwischen x und xo).
Konvergiert nun x gegen Xo, so konvergiert auch & gegen xq, d.h.

’ f(x) (&)
Im ——= = |im

o g(x)  ee ¢/(8)
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Weitere Regeln von de I’'Hospital.

e Fiir einseitige Grenzwerte gilt

lim m— lim Flx) und lim m— lim fFx)
X%y Q(X) _X_)XSF 9,(X) X—X g Q(X) _x—>xo_ gl(X)

e Falls die rechte Seite gegen 00 oder —oco divergiert, d.h. falls gilt

/
lim F(x) = +o00,
x=xo g'(x)
so gilt mit der Regel von de |I'Hospital
f(x) f'(x)

= +00.

|- .
wive g(x) e g/(x)

e Wir betrachten nun uneigentliche Grenzwerte der Form

lim m und lim M
x—oo g(x) X——00 g(x)'
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De I'Hospital fiir uneigentliche Grenzwerte.

Satz: Seien f,g: R — R stetig differenzierbar mit g(x) # 0 fiir alle x € R.
Dann gilt

lim flx) = |lim F(x)
X— 00 g(x) X—00 g’(x) ’
lim flx) = lim F(x)

x——oo g(x) x—=o00 g'(x)’

sofern der jeweilige Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beweis: Mit dem Satz von de I'Hospital und der Substitution y = 1/x folgt

o fx) L fay) L P /Y)(=T/y?)

lim = lim = |im / 5

x—00 g(x) y—ot g(l/y)  vy—o+ g'(1/y)(—1/y*)
. (1) . f(x)
= lim = |im .
y—o+ ¢g'(1/y)  x—oo g'(x)

Den zweiten Teil der Aussage beweist man analog. |
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Die zweite Regel von de I'Hospital.

Satz (Regel von de 1’Hospital fiir 22):
Seien f,g: (a,b) \ {xo} — R stetig differenzierbar, sei xo € (a,b), und es gelte

lim f(x) = lim g(x) =00
X—X0 X—X0

sowie g'(x) # O fiir x # xo. Dann gilt

lim m: lim F(x)
o g(x)  xmo g'(x)]

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. ]

ANALYSIS I TUHH, WINTER 2013/2014 ARMIN ISKE 201



UH
H KAPITEL 5: WEITERER AUSBAU DER DIFFERENTIALRECHNUNG TUHH

Zwei Beispiele.

e Beispiel 1: Betrachte die sinc-Funktion sinc(x) = 3" phei Null:

X
. sin(x) . cos(x)
lim = |lim ——— =1
x—0 X x—0 1
e Beispiel 2:
. X+ 1 . log (z%])
lim x-log = lim 1
X—300 x — | X—00 1l
X
x—1 —2
o lim x+1  (x—1)2
X—00 1
XZ
—2
—  Jim X
x—00 — 1
XZ
, 2x?2
= |lim —— =2 [

x—00 X2 — ]
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Ein weiteres Beispiel.

e Beispiel 3:
lim 1 — 1 = |lim x — log(1 +x)
x—0 \log(1+x%x) x/  x=0 x-log(1+ x)

— |
X230 (T+x)log(T+x)+x

] ]
Do log(T+x) +1+1 2
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6.3 Kurvendiskussion

Ziel: Feststellung des qualitativen und quantitativen (Werte-)Verhaltens einer
gegebenen Funktion y = f(x) mit Skizze des Graphen von f.

Dabei sollen (mindestens) folgende Punkte untersucht werden.
(1) Definitionsbereich, Wertebereich

(2) Symmetrien

(3) Pole (Singularitdten)

(4) Asymptotisches Verhalten (Verhalten im Unendlichen)
(5) Nullstellenbestimmung

(6) Bestimmung der (lokalen) Extrema

(7) Werteverhalten

(8) Bestimmung der Wendepunkte

(9) Skizze des Graphen
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Erklarungen zur Kurvendiskussion.

Im folgenden bezeichne f: D — R, D C R, eine Funktion.

o fist symmetrisch zur y-Achse (bzw. f ist eine gerade Funktion), falls

f(—x) = f(x), fur alle x € D.

e f besitzt einen (algebraischen) Pol in xo € D, falls

g(x)
(x —x0)k

f(x) =

wobei k € N (Ordnung des Pols) und g : D — R stetig in xo mit g(xo) # 0.
Ist k ungerade, so ist der Pol ein Pol mit Vorzeichenwechsel.
Ist k gerade, so ist der Pol ein Pol ohne Vorzeichenwechsel.
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Weitere Erklarungen zur Kurvendiskussion.

e Eine Gerade y = ax + 3 heiBt Asymptote von f fiir x — o0, falls gilt

lim (f(x) —oax—p)=0

X—+o00

e Die Koeffizienten einer Asymptoten ergeben sich durch

AR BN MUCEES

e Werteverhalten: Hierbei soll untersucht werden, in welchen Intervallen f
— positiv (negativ)
— (streng) monoton fallend bzw. (streng) monoton wachsend

ISt.
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Beispiel zur Kurvendiskussion.
Betrachte die Funktion
_ 2x*+3x—4

i) = 3

(1) Definitionsbereich: D = R \ {0}

In xo = 0 ist f nicht stetig ergdnzbar, denn limy_,o(2x* +3x —4) = —4 #£ 0.
(2) Symmetrien: keine, f ist weder achsensymmetrisch noch punktsymmetrisch.
(3) Pole: xo = 0 ist Pol ohne Vorzeichenwechsel, denn lim,_,o+ f(x) = —o0.

(4) Asymptotik: Es gilt

_ 2x%2 +3x—4
lim =2,
Xx—+oo XZ

und somit ist y = 2 eine horizontale Asymptote.
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Beispiel zur Kurvendiskussion (Fortsetzung).

Betrachte die Funktion

B 2x%2 +3x—4

o) = 3

(5) Nulistellen: Es gilt
flx) =0 <= 2x*+3x—4=0.
Somit sind x1,2 = 7(—3 & V/41) die beiden (einzigen) Nullstellen von f.

(6) Lokale Extrema: Es gilt

- . 24
f/(x) = 3)’?8 und £ (x) = X224

Somit liegt bei x = % ein stationarer Punkt vor.

Weiterhin gilt f* (8) = —Z7 < 0.

Daher hat f in x = % ein strenges lokales Maximum mit f(%) = 3

| =

1 ~ 2.5625.

o)
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Beispiel zur Kurvendiskussion (Fortsetzung).

Betrachte die Funktion
_ 2x*+3x—4

x 2

f(x)
(7) Werteverhalten: Es gilt

2

>0 fiir —oo <x < (=3 —v/41) (positiv)

fx) <0 fiir $(—3—Vv41) <x <0 (negativ)

<0 fiir 0 < x < (=3 +V41) (negativ)

| >0 fiir 7(—3 4 v41) <x < o0 (positiv)

sowie
(<0 fur % <x <00 (streng monoton fallend)
f'(x)< >0 fir 0 < x < % (streng monoton wachsend)

L <0 flir —oco<x <0 (streng monoton fallend)
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Beispiel zur Kurvendiskussion (Fortsetzung).
(8) Wendepunkte: Es gilt

1 o 6x — 24

£ (x) 96—18x.

x 2

= und  fBI(x) =
Somit gilt £ (x) = 0 fiir x = 4 mit f(4) = % Weiterhin gilt f3)(4) = % > 0.
Daher liegt bei x =4 ein Wendepunkt mit Rechts-Linkskurve vor.

(9) Skizze:

Graph von f(x) = 2&X-£3x=4
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