Kapitel 2. Zahlenbereiche

2.3. Reelle Zahlen

Erweiterung des Zahlenbereichs der natiirlichen Zahlen

@ Ganze Zahlen

Z:={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = -NU {0} UN.

@ Rationale Zahlen
Q::{% \ mEZ,nEN}.

Beachte: v2 ¢ Q.

Aber: Die Zahl v/2 148t sich beliebig genau durch eine rationale Zahl aus
Q approximieren, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein g € Q mit

V2 —-gq|<e
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Axiomensystem fiir die reellen Zahlen.

(1) Regeln der Addition ((R, +) ist eine Abelsche Gruppe):

(d) x+(y+z) = (x+y)+z
(b) x+vy = y+x
(c) x+0 = 04+x = X

@) x+(=) = (x)+x = 0
(1)  Regeln der Multiplikation ((R \ {0}, +) Abelsche Gruppe):

(a) x-(y-2) (x-y) z

(b) x-y = y-x

(c)xl = 1-x = x
) ) =

) - x = 1 (x#0)
() Distrlbutlvgesetz (Regeln (I)—(I11): Korperaxiome):

x-(y+z)=x-y+x-z
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Weitere Axiome fir die reellen Zahlen.

(1V) Ordnungseigenschaften

a)
b) x<x

d) x<yANy<z) = x<z

(
(
(€ <yny<x)=x=y
( (
() x<y=x+z<y+z

(f) (x<yANz>0) = x-z<y-z
(V) Vollstiandigkeitsaxiom (Dedekind, 1872)

Sei R = LU R zerlegt in nichtleere Mengen mit Vx € Ly e R: x <y.
Dann gibt es genau eine Schnittzahl s € R mit

Vxel,yeR: (x<s<y)
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Eine Bemerkung und Rechnen mit Ungleichungen.

Bemerkung: Die Menge der rationalen Zahlen Q erfiillt nicht das
Vollstindigkeitsaxiom (V). Denn fiir

L = {xcQ|x*<2Vx<0}
R = {xeQ|x*>2A x>0}
gibt es keine Schnittzahl. Diese wire x = V2 ¢ Q.

Weitere Regeln beim Rechnen mit Ungleichungen (mit den Axiomen (IV))

(1) x<y=-x=-y

(2) (x<ynz<0)=x-z>y-z

(3) x>>0

(4) (x<yAu<v)=x+u<y+v

(5) 0<x<yAO<u<v)=x-u<y-v
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Der Betrag einer reellen Zahl.

Definition: Zu a € R heiBt
lal = a fallsa>0
"] —a fallsa<O

der Betrag von a. Zu a, b € R heiBt |a — b| der (nichtnegative) Abstand
der Zahlen a und b.
Eigenschaften:
(1) Ja>0
(2) Jaj=0=a=0
(3)  labl = al|b]
(4) |a+b|<|a]+|b| (Dreiecksungleichung)
(5) U(a):={xeR||x—al<e} (¢>0)
=(a—¢e,a+¢) (e-Umgebung von a)

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Analysis | fiir Ingenieure 61 / 190



Obere und untere Schranke, Supremum und Infimum.

Definition: Sei M C R eine Teilmenge von R.
1) Die Zahl x € R heiBt obere Schranke von M, falls gilt:

VweM: w<x

Analog definiert man den Begriff untere Schranke von M.

2) Die Menge M heiBt nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls es
eine obere (bzw. untere) Schranke von M gibt.
3) Die Zahl s € R heiBt Supremum von M, mit Notation
s = sup M = sup(M),
xeM

falls s die kleinste obere Schranke von M ist, d.h.

e s ist eine obere Schranke von M
o fiir jede beliebige obere Schranke x von M gilt: s < x

Analog definiert man den Begriff Infimum von M.
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Beispiele zu Supremum und Infimum.

Beispiel: Betrachte das Intervall / =[1,2) = {x e R|1 < x < 2}
Dann ist

@ jede Zahl x > 2 eine obere Schranke von /,
@ jede Zahl x <1 eine untere Schranke von /.
Also gilt
sup[1,2) =2 inf[1,2) =1
Beispiel: Betrachte die Menge M C R definiert durch

1 1 35 7 9 11
M.—{X€R|X—n+m,nEN}—{2,6,12,20,30,...}

Dann gilt
supM = g inf M =0
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Zur Existenz eines Supremums und Infimums.

Satz: Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrankte Menge M C R
besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Beweis: Mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms.

Folgerungen:

1) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt.
2) Fir alle x € R gilt:

1
x>0 = dneN: 0<;<X

3) Zwischen zwei reellen Zahlen x < y gibt es immer (unendlich viele)
rationale Zahlen.
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1. Normierte Vektorraume
Definition:
Sei V ein Vektorraum (oder linearer Raum) iiber (dem Korper) R.

Eine Abbildung || - || : V — [0, 00) heiBt Norm auf V/, falls die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind.

N1) [|[v] =0 <= v =0 (Definitheit).
N2) |[A-v] =|Al-|lv| firalle A€ R, v e V  (Homogenitat).
N3) |lv + wl| < |v| + |w] fir alle v,w € V  (Dreiecksungleichung).

V zusammen mit || - || heiBt dann normierter Vektorraum.
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Beispiele fiir normierte Vektorraume.

e R mit der Betragsfunktion | - | ist ein normierter Vektorraum.
e Fiir n > 1 ist der R", zusammen mit der p—Norm, p € N,

1/p

n
Ixllp = { Y IxlP fiir x = (x1,...,x,) " € R",
j=1

ein normierter Vektorraum.

Spezialfall: Fiir p = 2 bekommt man die Euklidische Norm

n
ijz fiir x = (x1,...,x,)" € R".
=1

Ixll2 =

Weiterhin (p = o0): Die Maximumnorm

Ixlloo = max || fiir x = (... ,xp) T €R".
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Kapitel 3. Konvergenz von Folgen und Reihen

3.2. Folgen

Definition: Sei V ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||. Eine Folge
ist eine Abbildung N — V/,n— ap,, kurz (an)nen oder (an)n>1.

Beispiele fiir Folgen.
@ Reelle Folgen (Folgen reeller Zahlen), d.h. V =R, z.B. ist

1
ap=—- firneN
n

eine reelle Folge.

e Komplexe Folgen (Folgen komplexer Zahlen), d.h. V =C, z.B. ist
a,=i" firneN
eine komplexe Folge.
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3.2. Folgen

Weitere Beispiele fiir Folgen.

e Vektorenfolgen (Folgen von Vektoren), d.h. V = RY oder V = C7,
z.B. ist

1 1
an, = <,n,2> firne Nundd =3
nn

eine Folge reeller Vektoren.

e Funktionenfolgen (Folgen von Funktionen), etwa V = C|a, b], z.B. ist
fir [a, b] = [0, 1] die Folge

fo(x) =x" firx e [0,1]und n e N
eine Funktionenfolge.

Bemerkung: Wir bezeichnen mit C[a, b] die Menge der stetigen
reellwertigen Funktionen f : [a, b] = R, a,b € R.
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3.2. Folgen

Rechenoperationen mit Folgen.
Die Menge aller Folgen in V bildet einen Vektorraum VY, fiir den die

Addition und skalare Multiplikation wie folgt definiert sind.
(an)nGN + (bn)nEN = (an + bn)nGN

)‘(an)nEN = ()‘an)neN

Rekursion und lteration.
Folgen lassen sich rekursiv beschreiben durch

ant1 = P(n,a,) firneN
wobei d:NxV -V

eine bestimmte Iterationsvorschrift bezeichnet.
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Das Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung).

@ Ziel: Bestimme eine Nullstelle einer stetigen Funktion f : [a, b] — R.
e Voraussetzung: f(a) - f(b) < 0.

e Iteration: Definiere zwei Folgen (un)nen, und (vn)nen, rekursiv mit
den Startwerten (ug, vo) = (a, b) und der Iterationsvorschrift.

FORn=1,2,...
x 1= (Up—1+ Va-1)/2;
IF f(x) = 0 THEN RETURN
IF (f(x)- f(vp_1) < 0) THEN
unp 1= X, Vp = Vp—1,
ELSE
Up = Up—1; Vp:i=X;

OUTPUT: x mit f(x) =0, Nullstelle von f in [a, b].
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Beispiel zum Bisektionsverfahren.

Betrachte die Funktion f(x) = x? — 2 auf dem Intervall [L,2].
Die gesuchte Nullstelle liegt bei x = /2 = 1.4142 13562.. ..

Un

Vn

W N = Ol

20
30

Beobachtung: Das Bisektionsverfahren konvergiert relativ langsam!
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1.0000 00000
1.0000 00000
1.2500 00000
1.3750 00000

1.4140 62500
1.4142 13181
1.4142 13562

2.0000 00000
1.5000 00000
1.5000 00000
1.5000 00000

1.4150 39063
1.4142 14134
1.4142 13562

Analysis | fiir Ingenieure

71 / 190



