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Es gibt insgesamt 60 Punkte in der Klausur; 30 Punkte sind ausreichend, um die Klausur

zu bestehen.

Wenn Sie im Beweis Theoreme aus der Vorlesung verwenden, zitieren Sie bitte die Aussage
der Theoreme prazise ohne Beweis: z.B. [ Im folgenden verwenden wir den Satz von
Cantor-Schroder-Bernstein: falls A < B und B < A, so gilt A ~ B“.

Frage 1. Frage 4.

(12 Punkte) (12 Punkte)
Frage 2. Frage 5.

(12 Punkte) (12 Punkte)
Frage 3. GESAMT

(12 Punkte) (60 Punkte)
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Frage 1. Peano-Strukturen & Induktion.

Eine Struktur (X, S, z) mit € X und S : X — X heifit Peano-Struktur falls die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

(P1) S ist injektiv,
(P2) z ¢ ran(S) und

(P3) falls A C X mit z € A abgeschlossen ist unter S (d.h., falls a € A, so auch S(a) € A),
dann ist A = X.

Falls (X, S,z) und (X', 5, 2") Strukturen sind, so heifit eine Bijektion 7 : X — X’ Isomor-
phismus, falls 7(z) = 2’ und fiir alle z € X gilt, 7(S(2)) = 5'(w(z2)).

Zeigen Sie, dafl je zwei Peano-Strukturen isomorph sind.



Frage 2. Ordnungen & Wohlordnungen.

Falls Xy = (Xp, <p) und X; = (X7, <) lineare Ordnungen sind, so definieren wir

1. die Summe von Xy und X; durch X := {0} x XqU{1} x X3, (i,2) < (j,y) genau dann,
wenn i < j oder ¢ = j und = <; y und X, @ X; = (X, <);

2. die Inverse von X, durch z <* y genau dann, wenn y <o « und X§ := (Xo, <*).
Zeigen Sie:
(i) Die Strukturen X, @ X; und X sind lineare Ordnungen.
(ii) Falls X, und X; Wohlordnungen sind, so ist X @ X; eine Wohlordnung.

(iii) Es gibt Wohlordnungen X, und X;, so daB Xj eine Wohlordnung ist und X7 keine
Wohlordnung ist.



Frage 3. Ordinalzahlen.

In der Vorlesung haben wir den Satz von der Cantor-Normalform bewiesen: fiir jede Ordi-
nalzahl o gibt es eine eindeutig bestimmte endliche Folge ag > a1 > ... > «a,,, so dal a =
W 4w + ...+ w*. Bringen Sie die folgenden Ordinalzahlausdriicke in Cantor-Normalform
(alle Operationen bezeichnen Ordinalzahloperationen). Geben Sie kurze Begriindungen fiir
die Umformungen:

(i) w+w?

(i) (w+1)-w®,
(iii) (w?* +w) - (2 + w?),

(iv) wf,

(w?-3) + (2 w),

(vil) w+

(vi

(viil) (w¥)¥ +
(ix) ((w*)=),
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Frage 4. Kardinalzahlen.

Formulieren Sie den Hauptsatz der Kardinalzahlarithmetik (ohne Beweis) und zeigen Sie
daraus:

(i) Fiir beliebige Kardinalzahlen x und A tritt einer der folgenden Félle ein:

(a) k* =2 oder
b) k* = k oder
(

(c) k" = I(p) fiir ein p mit cf(u) <\ < p.
(i) Falls 2% =R, , so gilt I(R,) = 2% und I(R,,) = 2%,



Frage 5. Polnische Raume und Borel-Mengen.
Sei (X, d) ein polnischer Raum und A C X. Setze G4 := {G N A; G ist d-offen in X} und

¥ = CGUXNX,d),
IT; .= {X\B; Be %},

Eé ::{UAn;AnEHﬁn fﬁran<a} falls o # 0.

neN
Wir nennen eine Menge A-Borel, falls sie in einer der Mengen 2;‘ liegt. Zeigen Sie:
NS A
(i) X, = II und

(i) falls (X,d) iiberabzihlbar ist, so gibt es genau 2% viele A-Borel-Mengen.



