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Wir definieren eine kardinale Multiplikationsoperation auf N: fiir n,m € N sei
n ® m die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl k, so dafl £ ~ n x m. Zeigen Sie,
daf3 dies wohldefiniert ist und mit der rekursive Definition der Multiplikation von
Ubungsblatt 1 iibereinstimmt.

Seien X,Y,Z Mengen. Zeigen Sie:

(a) X¥Y*Z4 ~ XY x X% und
(b) XYxZ (XY)Z.

Sei (X, <) eine Wohlordnung. Wir sagen, daf} ein Element x ein Nachfolger ist,
falls ein y € X existiert, so dal = das kleinste Element von {z € X ; y < z} ist.
Elemente, die keine Nachfolger sind, nennen wir Nichtnachfolger. Wir sagen, daf}
(X, <) kein grifstes Element hat, wenn fiir alle x € X ein y € X existiert mit
x<y.

(a) Sei n eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dal es bis auf Isomorphie genau ei-
ne Wohlordnung gibt, die kein gréfites Element hat und genau n + 1 viele
Nichtnachfolger besitzt.

(b) Zeigen Sie, dafl die Aussage von Aufgabenteil (a) nicht auf unendliche Men-
gen von Nichtnachfolgern ausdehnbar ist: es gibt nicht-isomorphe Wohlord-
nungen (X, <) und (Y, <), die keine gréfiten Elemente haben und unendlich
viele Nichtnachfolger besitzen. Wir kénnen sogar verlangen, dafl die beiden
Wohlordnungen die gleiche Anzahl von Nichtnachfolgern haben, also

{¢ € X ; ¢ ist Nichtnachfolger} ~ {n € Y ; n ist Nichtnachfolger}.

Seien (Xo, <o) und (X3, <;) totale Ordnungen. Definieren Sie Relationen <g und
<y auf Xo @ X7 und Xy x X7 durch:

(b, z)
(z,2")

<g (¢,7') : = b<coder (b=cund x < 2');
<« (5,y) : = x <gyoder (x =y und 2’ <1 7).

Zeigen Sie, daB <g und <y totale Ordnungen sind. Zeigen Sie auflerdem, dafl,
falls <o und <; Wohlordnungen sind, dann auch <g und <. (Warum sehen sich
eigentlich die Definitionen von <g und <y so dhnlich?)



