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In dieser Gruppenarbeit betrachten wir die Erdés’sche Pfeilnotation, welche in der Vorlesung
flir den Begriff der schwachen Kompaktheit eingefithrt wurde, genauer.

Wir wiederholen und verallgemeinern die Definition aus der Vorlesung: seien x, A, g und v
Kardinalzahlen; wir schreiben [X]" fiir die Menge aller Teilmengen von X C s mit Kardinalitit v
und nennen Funktionen ¢ : [X]¥ — p eine Farbung mit p Farben. Falls ¢ eine solche Farbung ist,
so heifit H C X homogen fiir ¢, falls ¢ konstant auf [H]” ist. Wir schreiben

K= (A
fir die Aussage “fiir jede Farbung ¢ : [k]¥ — p gibt es eine homogene Teilmenge H C k der
Kardinalitat A”, ausgesprochen “k pfeilt A, v, . Diese Notation nennt man auch die Erdds’sche
Pfeilnotation.

(1) Uberlegen Sie sich, daB die Erdés’sche Pfeilnotation monoton in den Kardinalzahlen links
vom Pfeil und antiton in den Kardinalzahlen rechts vom Pfeil ist. Das heifit, falls x* > k,
A <A v <vund p* < pund & — (A}, so gilt k* — ()\*)Zi

(2) Der (unendliche) Satz von Ramsey in dieser Notation besagt, daf fiir alle natiirlichen Zahlen
n und m gilt, daf w — (w)}’,. Wenn Sie diesen Satz noch nie gesehen haben, kénnten Sie

diese Gelegenheit nutzen, um sich ihn (und seinen Beweis) anzusehen.
In der endlichen Kombinatorik gibt es auch den (endlichen) Satz von Ramsey, welcher besagt,
daB fiir alle Zahlen k,n,m € N eine Zahl r(k,n,m) € N existiert, so daf

r(k,n,m) — (k)

.
Beweisen Sie den endlichen Satz von Ramsey aus dem unendlichen Satz von Ramsey.

(3) Zeigen Sie, dafl in ZFC, also unter Verwendung des Auswahlaxioms, der Exponent v immer
endlich sein muB, indem Sie zeigen, dafl w /4 (w)$.

[Hinweis. Es sei R eine Wohlordnung auf [w]*. Wir farben Elemente A € [w]” wie folgt: ¢(A) := 0, falls A das
R-kleinste Element von [A]* ist und ¢(A) := 1, sonst.]

(4) Sei nun [X]<% :=J,cn[X]" und ¢ : [X]<¥ — pu eine Féarbung aller endlichen Teilmengen von
X. Schreiben Sie x — (A\); fiir “fiir jede Farbung c : [k]<“ — pu gibt es eine homogene
Menge H der Kardinalitat A, also ein H, so dafl ¢[[H]<“ konstant ist”. Warum ist dies keine
sinnvolle Definition? Wie kann man diese Definition abschwéchen, um eine sinnvolle Defini-
tion von K — (A)5“ zu erhalten? (Hier heifit “sinnvoll” erst einmal nur “nicht offensichtlich

m
widerspriichlich”.)



