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In dieser Gruppenarbeit betrachten Sie normale und nicht-normale Operationen auf Kardinalzahlen.
Zunichst erinnern wir uns an den Satz aus der Vorlesung:

Theorem. Eine Ordinalzahloperation F' heifit normal, falls fiir alle o < 8 gilt, dafl F(a) < F(f)
und fiir alle Limesordinalzahlen A gilt, dafl F'(A) = U, F'(§). Jede normale Ordinalzahloperation
hat beliebig grofie Fixpunkte, also 7, so dal F'(n) = 7.

(1)

Wir hatten uns in der Vorlesung die normalen Ordinalzahloperationen § +— N¢ und £ — ¢
angesehen; deren Fixpunkte heiflen Aleph-Fizpunkte und Beth-Fizpunkte. Sei k eine regulare
Kardinalzahl. Zeigen Sie, dafl es Aleph-Fixpunkte und Beth-Fixpunkte mit Konfinalitdt s
gibt.

[Hinweis. Sei p¢ der {te Aleph-Fixpunkt. Zeigen Sie, daf} cf(p¢) = cf(€) und ebenso fiir die Beth-Fixpunkte.]
Zeigen Sie, dafl eine Kardinalzahl « genau dann ein starker Limes ist, falls es eine Limes-

ordinalzahl \ gibt, so dal x = 3. (Vergleichen Sie dies mit der Situation bei der Aleph-
Operation.)

Betrachten Sie die Operation § — ¢¢ aus dem Hinweis zu (1). Uberlegen Sie sich, daB dies
eine normale Ordinalzahloperation ist und somit beliebig grofle Fixpunkte hat.

Wir wollen Fixpunkte der Operation & — ¢ Hyper-Aleph-Fizpunkte nennen. Zeigen Sie, dafl
jede unerreichbare Kardinalzahl ein Hyper-Aleph-Fixpunkt ist.

[Hinweis. Uberlegen Sie sich, daB cf(¢wa+1) = No fiir alle @ und verwenden Sie den Hinweis fiir (1).]
Sei g¢ die {te regulare Kardinalzahl. Ist die Operation § — g normal?

Zeigen Sie, daf} eine Kardinalzahl x genau dann schwach unerreichbar ist, wenn sie Fixpunkt
der Operation p ist, also kK = gy.

Sei o¢ die {te singuldre Kardinalzahl. Also

oo = Ny = Ry,.(140) 01 = Ru2 = Ry (141)
o2 = N3 = Ny, (142)
ou =Ry = Nw-(1+w)
Koénnen Sie im allgemeinen beweisen, dafi o = R,,.(144)7 Was ist der Zusammenhang zwis-

chen dieser Frage, der Normalitat der Operation £ — o¢ und schwach unerreichbaren Kardi-
nalzahlen?

Nehmen Sie an, dafl es unbeschrankt viele unerreichbare Kardinalzahlen gibt; also: fiir alle
k gibt es eine unerreichbare Kardinalzahl, die groler als s ist. Sei ¢¢ die {te unerreichbare
Kardinalzahl. Kann man (in ZFC) beweisen, daf die (nicht normale) Operation & — ¢¢
Fixpunkte hat?



