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In dieser Gruppenarbeit betrachten Sie normale und nicht-normale Operationen auf Kardinalzahlen.
Zunächst erinnern wir uns an den Satz aus der Vorlesung:

Theorem. Eine Ordinalzahloperation F heißt normal, falls für alle α < β gilt, daß F (α) < F (β)
und für alle Limesordinalzahlen λ gilt, daß F (λ) =

⋃
ξ<λ F (ξ). Jede normale Ordinalzahloperation

hat beliebig große Fixpunkte, also η, so daß F (η) = η.

(1) Wir hatten uns in der Vorlesung die normalen Ordinalzahloperationen ξ 7→ ℵξ und ξ 7→ iξ
angesehen; deren Fixpunkte heißen Aleph-Fixpunkte und Beth-Fixpunkte. Sei κ eine reguläre
Kardinalzahl. Zeigen Sie, daß es Aleph-Fixpunkte und Beth-Fixpunkte mit Konfinalität κ
gibt.

[Hinweis. Sei ϕξ der ξte Aleph-Fixpunkt. Zeigen Sie, daß cf(ϕξ) = cf(ξ) und ebenso für die Beth-Fixpunkte.]

(2) Zeigen Sie, daß eine Kardinalzahl κ genau dann ein starker Limes ist, falls es eine Limes-
ordinalzahl λ gibt, so daß κ = iλ. (Vergleichen Sie dies mit der Situation bei der Aleph-
Operation.)

(3) Betrachten Sie die Operation ξ 7→ ϕξ aus dem Hinweis zu (1). Überlegen Sie sich, daß dies
eine normale Ordinalzahloperation ist und somit beliebig große Fixpunkte hat.

(4) Wir wollen Fixpunkte der Operation ξ 7→ ϕξ Hyper-Aleph-Fixpunkte nennen. Zeigen Sie, daß
jede unerreichbare Kardinalzahl ein Hyper-Aleph-Fixpunkt ist.

[Hinweis. Überlegen Sie sich, daß cf(ϕα+1) = ℵ0 für alle α und verwenden Sie den Hinweis für (1).]

(5) Sei %ξ die ξte reguläre Kardinalzahl. Ist die Operation ξ 7→ %ξ normal?

(6) Zeigen Sie, daß eine Kardinalzahl κ genau dann schwach unerreichbar ist, wenn sie Fixpunkt
der Operation % ist, also κ = %κ.

(7) Sei σξ die ξte singuläre Kardinalzahl. Also

σ0 = ℵω = ℵω·(1+0) σ1 = ℵω·2 = ℵω·(1+1)

σ2 = ℵω·3 = ℵω·(1+2) . . .

σω = ℵω·ω = ℵω·(1+ω)

Können Sie im allgemeinen beweisen, daß σα = ℵω·(1+α)? Was ist der Zusammenhang zwis-
chen dieser Frage, der Normalität der Operation ξ 7→ σξ und schwach unerreichbaren Kardi-
nalzahlen?

(8) Nehmen Sie an, daß es unbeschränkt viele unerreichbare Kardinalzahlen gibt; also: für alle
κ gibt es eine unerreichbare Kardinalzahl, die größer als κ ist. Sei ιξ die ξte unerreichbare
Kardinalzahl. Kann man (in ZFC) beweisen, daß die (nicht normale) Operation ξ 7→ ιξ
Fixpunkte hat?


