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In dieser Gruppenarbeit behandeln Sie den Satz von Hessenberg und seine Konsequenzen.
Sie können in ZFC arbeiten und das Auswahlaxiom verwenden. Allerdings ist es für (1)
bis (3) irrelevant; bei (4) reicht es, anzunehmen, daß die Menge S wohlordenbar ist. Wenn
Sie Zeit und Energie haben, können Sie sich überlegen, wie Sie evtl. Anwendungen des
Auswahlaxioms in Ihren Beweisen vermeiden können.

Der folgende Auszug stammt aus dem Buch Set Theory von Thomas Jech (S. 30f):

(1) Fertigen Sie eine Zeichnung an, um die Funktion Γ zu verstehen. Berechnen Sie die
Werte Γ(2, 2), Γ(3, 3), Γ(4, 4), Γ(0, ω), Γ(ω, 0), Γ(ω, ω), Γ(ω, ω+1) und Γ(ω+3, ω+3).

(2) Überprüfen Sie Jechs Behauptungen im obigen Textauszug:

(a) < ist eine totale Ordnung,



(b) falls X eine nichtleere Menge von Ordinalzahlpaaren ist, so hat X ein <-minimales
Element und

(c) für eine gegebene Ordinalzahl α gilt, daß α × α = <[(0, α)] := {(γ, δ) ; (γ, δ) <
(0, α)}.

(3) Verwenden Sie die Funktion Γ, um den Satz von Hessenberg zu beweisen: für jede
unendliche Ordinalzahl α gibt es eine Bijektion zwischen α× α und α.

[Hinweis. Es reicht, dies für Kardinalzahlen ℵγ zu zeigen (warum?). Für diese zeige man es per
Induktion über γ.]

(4) Verwenden Sie (3), um zu zeigen, daß für eine Symbolmenge S gilt, daß |T S| ≤
max(ℵ0, |S|). Warum kann man in dieser Behauptung nicht einfach “|T S| ≤ |S|”
oder “|T S| = max(ℵ0, |S|)” schreiben?

[Hinweis. Zeigen Sie mit (3), daß für eine Menge X der Kardinalität κ ≥ ℵ0 gilt, daß für jede positive
natürliche Zahl n gilt, daß |Xn| = κ. Finden Sie eine Surjektion von ℵ0 × κ auf die Menge der
endlichen Folgen von Elementen aus X. Warum reicht dies?]
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