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10. Entscheidung der Ldsbarkeit ciner Diophantischen Gleichung.

Eine Diophantische Gleichung mit irgend welchen Unbe-
kannten und mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten sei vorge-
legt: man soll em Verfahren angeben, nach welchem sich miitelst
eier endlichen Anzall von Operationen entscheiden lift, ob die Glei-

chung in ganzen rationalen Zahlen lisbar ist.
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§12. Das Entscheidungsproblem.

Aus den Uberlegungen des vorigen Paragraphen ergibt sich die grund-
sitzliche Wichtigkeit des Problems, bei einer vorgelegten Formel des
Pradikatenkalkiils zu erkennen, ob es sich um eine identische Formel
handelt oder nicht. Nach der in § § gegebenen Definition bedeutet die
Identitit einer Formel dasselbe wie die Allgemeingiiltigkeit der Formel
fiir jeden Individuenbereich. Man pflegt deswegen auch von dem Problem
der Allgemeingiiltigheit einer Formel zu sprechen. Genaver miBte man
statt Allgemeingiiltigkeit Allgemeingiiltigheit fiir jeden Individuenbereich
sagen. Die identischen Formeln des Pridikatenkalkills sind nach den
Ausfihrungen des § 10 gerade die Formeln, die aus dem Axiomensystem
des §§ sich ableiten lassen. Zu einer Lisung des Problems der All-
gemeingilltigkeit vermag uns diese Tatsache nicht zu helfen, da wir
kein allgemeines Kriterium fiir die Ableitbarkeit einer Formel haben.
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ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

By A. M. Turixe.

[Received 28 May, 1936.—Read 12 November, 1936.]
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DECIDABILITY

" = “ I § 12. Das Entscheidungsproblem.
Aus den Uberlegungen des vorigen Paragraphen ergibt sich die grund-
Mﬂm(_ sitzliche Wichtigkeit des Problems, bei einer vorgelegten Formel des
Pridikatenkalkills zu erkennen, ob es sich um eine identische Formel

handelt oder nicht. Nach der in § § gegebenen Definition bedeutet die
Identitit einer Formel dasselbe wie die Allgemeingiiltigkeit der Formel
fiir jeden Individuenbereich. Man pflegt deswegen auch von dem Problem
der Aligemengiiltighest einer Formel zu sprechen. Genauer miiBte man
statt Allgemeingiiltigkeit Allgemeingiiltigkeit fiir jeden Individuenbereich
sagen. Die identischen Formeln des Pridikatenkalkils sind nach den
Ausfilhrungen des § 10 gerade die Formeln, die aus dem Axiomensystem
des §5 sich ableiten lassen. Zu einer LGsung des Problems der All-
gemeingiiltigkeit vermag uns diese Tatsache nicht zu helfen, da wir
kein allpemeines Kritermum fGr die Ableitbarkeit einer Formel haben.
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Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I').

Von Kuart Godel in Wien.

Die Entwicklong der Mathematik in der Richtung 2o grilerer
Exaktheit hat bekanotlich dazn gefiihrt, dal weite Gebiete von ihr
formalisiert wurden, in der Art, dal das Beweisen nach einigen
wenigen mechanischen Hegeln vollzogen werden kann, Die umfas-
sendsten derzeit aafgestellten formalen Systeme zind das System der
Principin Mathematica (PM)%) ecinerseits, das Zermelo-Fraenkel-
sche (von J. v. Nenmann weiter ausgebildete) Axiomensystem der
Meogenlehre?) andererscite. Diese beiden Systeme gind so weit, dal
alle heote in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in thoen
formalisiert, d. h. aaf einige wenige Axiome und Schlufiregeln zoriick-
gefihri sind. Es liegt daher die Vermutung nabe, dal diese Axiome
und Sehlubregeln dazn ansreichen, alle mathematischen Fragen, die
sich in den beireffenden Systemen Uberhanpt formal ansdrileken
lassen, anch xo entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, dal dies
nicht der Fall ist, sondern dab es in den beiden angefiihrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der ge-
wihnlichen ganzen Zahlen gibi¢), die sich aos den Axiomen nicht




ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN AFPPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSFROBLEM

Madidaz. wode)
TORING Mudede
cone baced ow.. Lo Al TORING

\9\2-13SH-
gfﬁ- 2 pa) e,



Rea\steER MACKHNES

. couemss 4o



Tox uau.o.uLP Ne. et Z Collad)
_Ra AP m& It ekemgda oy
aled. lelae

lWOe. wile_ "Z"" Nl Qﬁ:\-ag Al
5 ©
%‘\d &l%g (De tﬂu‘\a W r[t')ﬂ‘

“Q__Lem}. W s coowdabl R?L;‘LQ

%%A)AQME oﬁowodab(i

o S s o) f c:mwc.FJﬁbb & d@}t«aﬂl e Qreeq
ﬁ . owl mﬁ@&j UL, %\ﬂ&

Qe bo Cm@.im“\t&&ntl WOV dﬁ?:\i\\j

%\r\l(@ﬂ Aloc ae m_cz:-uqu\ﬂi:b &is.




Lwe. m’al\m/%- ek 2 ,(i\w

%'-‘lla?_ EﬂtP
aoum\amﬂ\m >

l\ﬂ“\ = |L0\+\xj\ W\ (_,‘4_ = '*a_-:
J! \“Cﬁ) & 'S -\r::h-mt ~
wel = @ll@tz < oue wEN <X,

\%ﬁrez weWW Lew .

wS  obuwot.
wl.
LQ Q& Z‘) e wite. & lea_ LLedg L
toaek. l M Coul!
Qutﬁr 2 Q
l’? wéw) \,0 W\LX rRCONERe

U)M’"-— WO -



4.1 Register machines

Let X be an alphabet and () a non-empty finite set whose elements we shall call states. A
tuple of the form

(0. k,a.q) e NxNx X x Q.
(1,k,a,9.d) e NxNx ¥ xQ x Q.
(2.k.q. ) eNxNxQ xQor

(3. k. ¢) ENxNxQxQ

s called a (£, Q)-instruction. For improved readability, we write

+(k.a,q) = (0, k. a,q). ( “add” )
Nk,a,q,q9) :=(1,k,0,q,q), [ “check™ )
Nk,e,q,q) :==(2,k,q.q') and [ “check™)
—(k,q.q9") := (3. k,q.9") ( “remove’” )

Instruction Interpretation

+(k,a,q) “Add the letter a to the content of register & and go to state ¢.”

(k,a.q,q') “Check whether the last letter in register k is a; if so, go to
state q; otherwise, go to state ¢'.”

kg, q.q¢")  “Check whether register k is empty; if so, go to state ¢: otherwise,
go to state ¢'.”

—(kyq.q')  “Check whether register k is empty; if so, go to state q; otherwise,
remove the hnal letter of its content and go to state ¢.
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