Studentische Losungen zum Ubungsblatt 9

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben

wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lésungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfiigung gestellt werden.

Hausaufgabe 9.1.
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Hausaufgabe 9.2.

Behauptung. Jede Limeszahl ist Supremum einer Menge von Nachfolgerzahlen.

Beweis. Sei § eine Limeszahl. Wir werden zeigen, dass § das Supremum der Menge M := {S(«) :
a € ¢} ist. Sei § € M. Dann gibt es ein a € § mit S(«) = . Da § eine Limeszahl ist, gilt entweder
B € d oder § € 5. Angenommen ¢ € 5. Dann gilt

depf=5a)=aU{a}

uns so ist § = 5. Aber das kann nicht sein. Also muss 8 € § gelten und so ist d eine obere Schranke

von M. Sei nun o € 6. Dann ist @« +1 € M und so ist a keine obere Schranke. Also ist § das

Supremum von M.

Behauptung. Es gibt eine Limeszahl §, die das Supremum einer Menge von Limeszahlen < § ist.

Beweis. Sei A eine Limeszahl, 6 = w - A und My := {w-&: £ € A und £ > 0}. Dann gilt nach

Definition § = [J M. Also ist 6 das Supremum der Menge M,. Wir zeigen nun, dass fiir alle

Ordinalzahlen o > 0, w - a eine Limeszahl ist. Wir machen eine Fallunterscheidung;:
Fall 1: « ist eine Nachfolgerzahl. Sei 5 der Vorgénger von «. Dann gilt

w-a:w-(ﬁ—i-l):w-ﬂ+w:U{w~B+n:n€w}.

Angenommen w - o =y + 1. Dann gibt es ein n € w mit v € w - § 4+ n und so gilt

y+le(w-B+n)+l=w-f+(n+1) Cw-a.



Aber das ist ein Widerspruch. Also ist w - « eine Limeszahl.
Fall 2: « ist eine Limeszahl. Dann gilt w - a = |J M,,. Angenommen w - o = § + 1. Dann gilt
B € w-a. Also gibt es ein n € w mit 8 € w-n und so gilt

SB)<Sw-n)<w-n+w=w-(n+1) Cw-a.

Aber das ist ein Widerspruch.
Also gilt fiir jede Ordinalzahl o > 0, dass w - a eine Limeszahl ist, die das Supremum einer
Menge von Limeszahlen < w - « ist. Insbesondere gilt dies auch fiir a = w. O

Behauptung. Die Limeszahlen bilden keine Menge.

Beweis. Angenommen die Limeszahlen wiirden eine Menge bilden. Sei M diese Menge. Dann ist
auch |J M eine Menge. Es reicht zu zeigen, dass es fiir alle Ordinalzahlen « eine Limeszahl § gibt
die grofler als « ist. Denn dann wiirde | J M alle Ordinalzahlen enthalten und das kann nicht sein.
Sei also a eine Ordinalzahl. Wir definieren rekursiv eine Funktion auf w durch

f(0):=aund f(i+1):= f(@) + 1.

Nach Ers ist M := {f(4) : i € w} eine Menge von Ordinalzahlen. Somit ist auch | J M eine Menge
von Ordinalzahlen. Sei § € |JM und v € . Dann gibt es ein i € w mit 8 € f(i) und so gilt auch
~v € f(i). Also ist |JM eine transitive Menge von Ordinalzahlen und somit eine Ordinalzahl. Wir
setzen B :=J M. Dann gilt @ € 8. Angenommen S wére eine Nachfolgerzahl mit 5 =~ + 1. Es gilt
~v € B und so gibt es ein i € w mit v € f(i). Dann gilt y+1 € f(i)+1 = f(i+ 1) C 5. Aber das
kann nicht sein. Also ist § eine Limeszahl grofler als a. O

Hausaufgabe 9.3.
Behauptung. Ist a beschriankt rational und S < «, so ist § beschrankt rational.

Beweis. Seien ¢,q* € Q und f eine ordnungserhaltende Einbettung von « in (g,¢*) N Q. Dann ist
auch f[f3 eine ordnungserhaltende Einbettung von § in (g,¢*) N Q. O

Behauptung. Ist a beschrankt rational, so ist o + 1 beschrankt rational.

Beweis. Seien ¢,q* € Q und f eine ordnungserhaltende Einbettung von « in (g,q*) N Q. Wir
definieren g : o+ 1 = (¢,¢* + 1) N Q durch

5o {f(ﬁ) Bea,

q* sonst.

Dann ist g eine ordnungserhaltende Einbettung von ae+ 1 in (¢,¢* + 1) N Q. O

Behauptung. Ist o = (J, ., @n, Wobei jedes oy, beschrankt rational ist, bezeugt durch eine Ein-
bettung f, : @, — Q, dann ist a beschrankt rational.

Beweis. Sei qp := 0und g,,41 := qo+ % Dann ist g, eine streng monoton wachsende folge rationaler

Zahlen mit Limes 1. Da je zwei offene Intervalle rationaler Zahlen zueinander ordnungsisomorph
sind, kénnen wir oBdA. annehmen, dass f, : &, — (qn,@nr1) N Q. Sei nun B, = U,c, a;. Wir
definieren

f= U{fn[(an\ﬂn) inEwh.

Sei v € @ und sei n minimal mit v € «,,. Dann gilt v € a;\f; genau, dann wenn ¢ = n. Also ist
f eine Funktion von « nach (0,1) N Q, die v € « auf f,, () abbildet, wobei n minimal mit v € a,
ist. Weiter ist f nach Definition injektiv. Es bleibt zu zeigen, dass f ordnungserhaltend ist. Seien
~v,7' € a mit v < 7. Sei n minimal mit v € @, und »’ minimal mit 4’ € «,,/. Dann gilt n < n’.
Wir machen eine Fallunterscheidung;:



Fall 1: n = n/. Dann gilt

f(v) = fuly) < fn(’yl) = fn’('yl) = f(’Y/)a

da f, ordnungserhaltend ist.
Fall 2: n < n'. Dann gilt

f(’)/) = fn(’Y) < @n+1 < G < fn’(’}/) = f(’yl)v

nach Wahl der ¢;.
Also ist f eine ordnungserhaltende Einbettung von « in (0,1) N Q.



