
Studentische Lösungen zum Übungsblatt 8

Hier finden sich gute bis sehr gute Lösungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lösungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfügung gestellt werden.

Hausaufgabe 8.1.

Behauptung. Das Links-Distributivgesetz gilt auf den natürlichen Zahlen.

Beweis. Sei

Z := {k ∈ N : ∀n, m ∈ N n · (m + k) = n · m + n · k} ⊆ N.

Wir zeigen, dass Z induktiv ist. Seien n, m ∈ N beliebig. Es gilt

n · (m + 0) = n · m = n · m + 0 = n · m + n · 0.

Somit gilt 0 ∈ Z. Sei nun k ∈ Z. Dann gilt

n · (m + S(k)) = n · S(m + k) = n · (m + k) + n.

Da k ∈ Z, gilt

n · (m + k) + n = (n · m + n · k) + n = n · m + (n · k + n) = n · m + n · S(k).

Also ist S(k) ∈ Z und somit ist Z induktiv.

Dieser Beweis benutzt außer der Definitionen von + und · nur noch das Assoziativgesetz für +.
Wir wollen jetzt versuchen mit dem gleichen Beweis das Rechts-Distributivgesetz zu zeigen. Dann
gibt es zwei verschiedene Möglichkeiten wie wir Z definieren könnten, nämlich

Z1 := {k ∈ N : ∀n, m ∈ N (n + m) · k = n · k + m · k} oder

Z2 := {m ∈ N : ∀k, n ∈ N (n + m) · k = n · k + m · k}.

Wir betrachten zunächst Z1. Seien n, m ∈ N beliebig. Es gilt

(n + m) · 0 = 0 = 0 + 0 = n · 0 + m · 0

und so 0 ∈ Z1. Sei nun k ∈ Z. Dann gilt

(n + m) · S(k) = (n + m) · k + (n + m).

Da k ∈ Z1, gilt

(n + m) · k + (n + m) = (n · k + m · k) + (n + m).

An dieser Stelle harkt nun der Beweis. Aber wenn wir zusätzlich noch das Kommutativgesetz für
+ annehmen gilt

(n · k + m · k) + (n + m) = (n · k + n) + (m · k + m) = n · S(k) + m · S(k).

Somit gilt S(k) ∈ Z1 und so ist Z1 induktiv.
Wir betrachten nun Z2. Seien k, n ∈ N beliebig. Es gilt

(n + 0) · k = n · k = n · k + 0 = n · k + 0 · m.

Somit ist 0 ∈ Z2. Hier haben zusätzlich benutzt, dass 0 · a = 0 für alle a ∈ N gilt. Sei nun k ∈ Z2.
Dann gilt

(n + S(m)) · k = S(n + m) · k.



An dieser Stelle harkt nun der Beweis. Wenn wir nun zusätzlich annehmen, dass für alle a, b ∈ N

gilt, dass S(a) · b = a · b + b, dann gilt

S(n + m) · k = (n + m) · k + k.

Da m ∈ Z2, gilt

(n + m) · k + k = (n · k + m · k) + k = n · k + (m · k + k) = n · k + S(m) · k.

Somit gilt S(k) ∈ Z2 und so ist Z2 induktiv. Beide Annahmen die wir für diesen Beweis getroffen
haben folgen direkt aus dem Kommutativgesetz für ·. Beide Kommutativgesetze auf den natürlichen
Zahlen können per Induktion bewiesen werden.

Hausaufgabe 8.2.



Hausaufgabe 8.3.




