Studentische Losungen zum Ubungsblatt 12

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lésungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfiigung gestellt werden.

Hausaufgabe 12.1.
Behauptung. Ist € elementar so is auch die zu € komplementére Klasse & elementar.

Beweis. Da € elementar ist, gibt es einen S-Satz ¢ mit € = Modsgo. Dann gilt fiir alle S-Strukturen
A

AER <= AL C <= A p < AE 0.

Also gilt & = Mod®—¢ und somit ist & elementar. O
Behauptung. Die Klasse der unendlichen Gruppen ist A-elementar, aber nicht elementar.

Beweis. Sei € die Klasse der unendlichen Gruppen. Wir zeigen zunéchst, dass € A-elementar ist.
Sei g, die Konjunktion der Gruppenaxiome und sei

P>p =3z, T2y, /\ T = T5.
i#]

Dann gilt € = Mod®{¢a,} U {p>, : 7 € w} und somit ist € A-elementar.

Wir zeigen nun. dass € nicht elementar sein kann. Angenommen € wire elementar. Dann ist
nach (a) auch die zu ¢ komplementire Klasse 8 elementar. Sei ¢ ein S-Satz mit & = Mod®+ und
sei x := pgr A Y. Dann gilt fir alle S-Strukturen A

AEx < AE pgr und A ¢ €.

Also gilt 20 = x genau dann, wenn 2 eine endliche Gruppe ist. Aber das ist ein Widerspruch, da
die Klasse der endlichen Gruppen nicht elementar ist. Somit kann € auch nicht elementar sein. [

Hausaufgabe 12.2.
Wir betrachten als erstes die Kontrapositionsregeln (vgl. 4.3.3 aus dem Buch von Ebbinghaus, Flum
und Thomas):

4.3.3 Kontrapositionsregeln (KP) Rechtfertigung von (a).
I' ¢ L - — . . A—
(a) v (b) i 1. T ¢ . L‘ Préamisse
L = =y ' ¢ v 2. T = ¢ ¢ (Ant) auf 1.
' = v | I' ¢ = 3. ' ¢ ¢ - (Vor)
(c) r o ¢ (d) L & —p 4. T = ¢ —p (Wid') auf 2., 3.
5. T = —¢ -—p (Vor)
6. T — - (FU) auf 4., 5.
Mit Hilfe der Kontrapositionsregeln kénnen wir nun die Regeln ableiten.
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Hausaufgabe 12.3.

Behauptung. Jede widerspruchsfreie Menge lésst sich zu einer maximalkonsistenten Menge erwei-
tern.

Beweis mit Lemma von Zorn. Sei ® C Lg eine widerspruchsfreie Menge und sei
X :={UCLy:®CVund V¥ ist widerspruchsfrei}.

Dann ist (X, C) eine partielle Ordnung. Wir werden zeigen, dass (X, C) kettenvollstiandig ist. Sei
C C X eine nicht-leere Kette. Betrachte | JC. Nach Definition gilt fiir alle ¥ € C, dass & C U.
Somit gilt auch ® C |JC. Angenommen | J C wire nicht widerspruchsfrei. Dann gibt es eine endliche
Teilenge {vg,...,¥n} C |JC die nicht widerspruchsfrei ist. Seien ¥; € C mit ¢; € ¥,;. O.B.d.A
gelte Uy C ¥y C--- C U, Dann gilt {9, ..., %} C ¥,. Aber das ist ein Widerspruch zur Wider-
spruchsfreiheit von ¥,,. Also ist | J C eine obere Schranke von C' und so ist (X, C) kettenvollstandig.
Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element ¥. Dann ist ® widerspruchsfrei und
es gilt ® C ¥. Angenommen ¥ wére nicht maximalkonsistent. Dann gibt es eine widerspruchsfreie
echte Obermenge ¥’ € X. Aber das wire ein Widerspruch zur Maximalitdt von ¥. Also ist ¥ eine
maximalkonsistente Obermenge von ®. O

Beweis mit Wohlordnungssatz. Sei & C Lg eine widerspruchsfreie Menge. Nach dem Wohlordnungs-
satz ist L3 wohlordenbar. Also gibt es eine Ordinalzahl die in Bijektion zu Lj steht. Sei f : o — L3
so eine Bijektion und sei g := f(8) fir § € a. Wir definieren rekursiv

\IJO =0

Dosr e {\Ilg U{ps} TsU{ps} ist widerspruchsfrei
AT
8 sonst

Uy = J{¥s: 8 <AL

Wir zeigen nun per Induktion, dass Wy fiir alle § < a widerspruchsfrei ist. Fiir 3 = 0 folgt dies
direkt aus der Definition.



Sei 8 < a sodass W widerspruchsirei ist. Dann gilt entweder ¥gy1 = ¥z U {pg} oder Upiq =
Ug. Ersteres gilt nur wenn ¥z U {¢g} widerspruchsfrei ist. Somit ist ¥4q in beiden Fallen wider-
spruchsfrei.

Sei A < o eine Limeszahl sodass Wg fiir alle 8 < A widerspruchsfrei ist. Angenommen ¥, wiére
widerspruchsvoll. Dann gibt es eine endliche Teilmenge ¥* C ¥, die widerspruchsvoll ist. Da ¥*
endlich ist, gibt es ein § < A mit U* C Wg. Aber das kann nicht sein. Also ist ¥y widerspruchsfrei.

Seinun ¥ := J{¥s : § € a}. Dann gilt & C ¥. Wir miissen zeigen, dass ¥ widerspruchsfrei und
maximalkonsistent ist. Mit dem gleichen Argument wie im Limesschritt ist U widerspruchsfrei. Sei
¢ € L§\W und sei f < @ mit ¢ = pg. Dann kann Wg U {¢s} nicht widerspruchsfrei sein, da sonst
nach Definition Ug11 = Ug U {pg} wire und so pg € ¥ gelten wiirde. Also kann auch ¥ U {¢}
nicht widerspruchsfrei sein. Daher ist ¥ ist maximalkonsistent. O

Der zweite Beweis nutzt das Auswahlaxiom nur um sicherzustellen, dass Lj wohlordenbar ist.
Wenn S abzéhlbar ist, konnen wir, ohne Verwendung des Auswahlaxioms, eine Wohlordnung auf
L§ definieren: Da S abzihlbar ist, ist auch das Alphabet A der Sprache S abzihlbar. Nach Lemma
2.1.2 aus dem Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas, ist auch die Menge A* der Zeichenketten
iiber A abzdhlbar. Sei f : w — A* eine Bijektion und =< die von f induzierte Wohlordnung =< auf
A*. Dann ist < N(Lg)? eine Wohlordnung auf L.



