
Studentische Lösungen zum Übungsblatt 11

Hier finden sich gute bis sehr gute Lösungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lösungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfügung gestellt werden.

Hausaufgabe 11.1.





Hausaufgabe 11.2.



Hausaufgabe 11.3. Sei Φ eine Menge von Formeln.

(a) Sei (RΦ) die Regel

Γ ϕ
, falls ϕ ∈ Φ

und sei KΦ der Kalkül, der nur die Regel (RΦ) hat.

Behauptung. Sei Ψ eine Menge von Formeln und sei ϕ eine Formel. Dann gilt Ψ ⊢KΦ
ϕ

genau dann, wenn ϕ ∈ Φ.

Beweis. “⇒”: Sei S1 . . . Sn eine KΦ-Ableitung mit Sn = Γϕ und TΓ ⊆ Ψ. Da KΦ nur eine
Regel hat, ist Sn ∈ (RΦ). Somit gilt ϕ ∈ Φ.

“⇐”: Sei ϕ ∈ Φ und sei Γ ⊆ TΨ. Dann ist Γϕ ∈ (RΦ) und so ist die Folge S1 := Γϕ eine
KΦ-Ableitung. Also gilt Ψ ⊢KΦ

ϕ.

(b) Angenommen Φ wäre nicht KΦ-widerspruchsfrei. Dann gibt es eine Formel ϕ sodass Φ ⊢KΦ
ϕ

und Φ ⊢KΦ
¬ϕ gelten. Nach (a) gilt dann ϕ,¬ϕ ∈ Φ. Also gilt auch ⊢KΦ

ϕ und ⊢KΦ
¬ϕ. Aus

der Korrektheit folgt nun, dass |= ϕ und |= ¬ϕ gelten. Aber dies ist ein Widerspruch. Also
ist Φ KΦ-widerspruchsfrei.

(c) Die Umkehrung von (b) gilt im Allgemeinem nicht. Betrachte zum Beispiel ϕ = ¬x ≡ x und
Φ = {ϕ}. Dann ist KΦ nicht korrekt aber Φ ist KΦ-widerspruchsfrei.

(d) Sei ϕ = x ≡ x und sei Φ = {ϕ}. Dann gilt für jede Menge von Formeln Ψ, Ψ ⊢KΦ
ψ

genau dann, wenn ψ = ϕ. Also ist KΦ nicht explosiv. Der Kalkül ist aber korrekt, da jede
Interpretation ϕ erfüllt und so |= ϕ gilt.


