Studentische Losungen zum Ubungsblatt 10

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lésungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfiigung gestellt werden.

Hausaufgabe 10.1.
(c)

Behauptung. Fiir alle Ordinalzahlen «, 8 und v mit o < 8 gilt v+ a < v + 5.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch transfinite Induktion nach 3. Sei § eine Ordinalzahl und
Z={fed:Vo,y(a<B—=(y+ta<vy+08))}

1. Es gibt kein av < 0. Somit ist 0 € Z.

2. Sei B € Z und a < S(B). Dann gilt @ < 8 oder a = 8. Im ersten Fall gilt

v+0 "< v+ 8< Sy +B) =+ 5(8)
und im zweiten Fall

THa=7y+B8<S(y+B8)=7+5().
Also gilt S(8) € Z.

3. Sei A < 4 eine Limeszahl mit A € Z und sei @ < A. Dann gilt a < S(a) < A und so
v+a < v+ S(a). Weiter gilt y+ X =UJ{v+8: 8 <A}. Alsoy+a <y+Aundsogilt A € Z.

Nach dem Satz iiber die transfinite Induktion gilt nun Z = . Da dies fiir beliebig grofie Ordinal-
zahlen 0 gilt, folgt die Behauptung. O

(a)
Behauptung. Fir alle Ordinalzahlen «, 8 und ~ gilt (a4 8) +v=a+ (6 + 7).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch transfinite Induktion nach «. Sei § eine Ordinalzahl und
Z:={yed:Va,fla+8)+y=a+(B+7)}.

1. Es gilt
(@a+B)+y=(a+B)+0=a+B=a+(B+0)=a+(B+7).
Somit ist 0 € Z.

2. Sei v € Z. Dann gilt

(@+B8)+5() =S((a+8) +7) " Sla+(B+7) =a+SB+7) =a+(B+5()).
Somit ist S(vy) € Z.

3. Sei A < 4 eine Limeszahl mit A C Z. Dann gilt

(at+B)+ A= Ja+B) +7:7 <A E Ula+(B+7) 7<)

QU{@+7:7<ﬁ+/\} = a+ (B+A).

Limes

Somit ist A € Z.



Nach dem Satz iiber die transfinite Induktion gilt nun Z = 4. Da dies fiir beliebig grofie Ordinal-
zahlen ¢ gilt, folgt die Behauptung. O

(b)
Behauptung. Fiir alle Ordinalzahlen 8 < « gibt es ein eindeutiges v mit a = 8 + 7.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt direkt aus (c). Seien 8,7 und " Ordinalzahlen mit v < 4/. Dann
gilt nach (b), dass B+y < B <.

Wir zeigen nun die Existenz durch transfinite Induktion nach «. Sei § eine Ordinalzahl und
Z:={a€d:V8<ady(a=p+7)}

1. Esgilt 0=0+4+0undso 0 € Z.

2. Sei @ € Z und B < S(«). Dann gilt entweder 5 < «, f = a oder § = S(«). Die letzten beiden
Fille sind klar (wéhle v = 1 oder v = 0). Im ersten Fall gibt es ein ' sodass o = 3 + 7/ ist.
Sei v = S(+’). Dann gilt

B+y=B+50)=50B+7)=S5)
Somit gilt S(a) € Z.

3. Sei A < § eine Limeszahl mit A C Z und # < A. Der Fall § = X ist klar. Also nehmen wir
an, dass § < A ist. Dann gibt es Ordinalzahlen o mit 8 < a < A. Da A C Z, gibt es fiir
jedes solches a ein 7, sodass a = 8+ v, gilt. Sei v := U{Va : B < @ < A}. Dann ist v eine
Limeszahl und es gilt

B+y=JB+aia<y}={JB+n:B<a<r}=Ha:B<a<r}=A\
Somit gilt A € Z.

Nach dem Satz iiber die transfinite Induktion gilt nun Z = 4. Da dies fiir beliebig grofie Ordinal-
zahlen ¢ gilt, folgt die Behauptung. O

(d)
Behauptung. Fiir alle Ordinalzahlen o, 5 und v mit a < g gilt a +v < 5+ 7.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch transfinite Induktion nach «y. Sei § eine Ordinalzahl und
Z={yed:Va,fla<B = (a+y<B+7)}

1. Esgilt a+0=a < 8 =+0 und somit 0 € Z.

2. Sei v € Z. Dann gilt

a+8(7)=S(a+7) @Z S(B+7)=B+S5(7)-

Somit gilt S(v) € Z.

3. Sei A < 4 eine Limeszahl mit A C Z. Dann gilt fiir alle v < A\, a4+ v < 8 + . Somit gilt
a+td=|Jat+y:y<A < JB+rir<Ab =8+

Somit gilt A € Z.

Nach dem Satz iiber die transfinite Induktion gilt nun Z = . Da dies fiir beliebig grofie Ordinal-
zahlen 0 gilt, folgt die Behauptung. O



Hausaufgabe 10.2.
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Hausaufgabe 10.3.
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Behauptung. Es gelten f(w) = (0,w), f(w-2+1) = (w,1) und f(w-3+2) = (1,w+1).

Beweis. Da f ein Isomorphismus ist, muss f(w) das kleinste Paar ungleich (0, 0) sein welches keinen
direkten Vorgénger beziiglich r hat. Wir zeigen, dass (0,w) dieses Paar ist. Sei (8,7)r(0,w). Dann
muss 3,y € w gelten. Weiter gilt (8, v)r(8,v+1)r(0,w). Somit hat (0,w) keinen direkten Vorgénger
beziiglich r. Sei nun (8,~)r(0,w) mit (5,v) # (0,0). Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: 8 > v und « # 0. Dann ist (8,7 — 1) der direkte Vorgénger von (3, ~) beziiglich r (v —1
ist wohldefiniert, da v € w und v # 0).

Fall 2: 8 > v und v = 0. Dann ist (8 — 1, 8) der direkte Vorganger von (3,~) beziiglich r (8 —1
ist wohldefiniert, da 8 € w und 8 # 0).

Fall 3: 8 < v und 8 # 0. Dann ist (8 — 1,~) der direkte Vorgénger von (8, ) beziiglich r (8 —1
ist wohldefiniert, da 8 € w und g8 # 0).

Fall 4: 8 < v und 8 = 0. Dann ist (y — 1,7 — 1) der direkte Vorgéinger von (8,~) beziiglich r
(v — 1 ist wohldefiniert, da v € w und v # 0).

Also hat (8,7) in jedem Fall einen direkten Vorginger beziiglich r. Somit ist (0,w) das kleinste
Paar ungleich (0, 0) sein welches keinen direkten Vorgénger beziiglich r hat und so gilt f(w) = (0,w).

Analog kann man zeigen, dass f(w-2) = (w,0) und f(w-3) = (w,w) gelten. Somit gelten auch
flw-2+1)=(w,1) und f(w-3+2) = (L,w+1). O



