Studentische Losungen zum Ubungsblatt 1

Hier finden sich gute bis sehr gute Losungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Losungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle
zur Verfligung gestellt werden.

Hausaufgabe 1.1.

Sei A Das Alphabet mit einem einzigen Symbol e. Eine Zeichenreihe iiber A heifle Basiskette,
falls sie entweder zwei Elemente hat oder die Anzahl ihrer Elemente ein Vielfaches von elf ist. Wir
definieren rekursiv den Begrift chinesische Kette: jede Basiskette ist chinesisch und falls s und ¢
chinesische Ketten sind, so ist auch st eine chinesische Kette (wobei Hintereinanderschreibung
die Verkettung zweier Folgen bezeichnet). Schreibe (K1) fiir: Jede Basiskette ist chinesisch. Und
schreibe (/2) fiir: Falls s und ¢ chinesisch sind, so ist st chinesisch.

(a)
Behauptung: » e ee und e e e ® ee sind chinesische Ketten, aber keine Basisketten.
Beweis: Ich zeige zuniichst e e ee ist chinesisch per Kettenableitung.

1l.ee(K1)
2.e00e(2) auf 1 und 1

Ahnlich fiir e e e ® ee:

1l.ee(K1)
2.e00e(A2) auf | und 1
3.e000ee (2) auf 1 und 2

Es bleibt zu zeigen, dass e e ee und e ¢ ¢ @ ee keine Basisketten sind. e e ee hat 4 Elemen-
te. 4 £ 2 und 4 # 11n. fiir alle n € N. Also ist e e ee keine Basiskette. Weiterhin hat ee e @ 00
Elemente und es gilt 6 = 2 und 6 # L1n, fiir alle n € N. Also ist e @ @ ee keine Basiskette. [

(b)

Behauptung: e und e e e sind nicht chinesisch.

Beweis: Da A aus nur einem Symbol besteht, ist eine Zeichenfolge von Symbolen aus A eindeu-
tig durch ihre Linge bestimmt. Ich zeige per Induktion tiber den Kettenautban, dass fiir alle
chinesischen Ketten k gilt, dass die Linge von &k ungleich 1 ist. Mit (K1) kénnen Ketten der
Lingen 2 und 11n mit n € N erzeugt werden. Es gilt 2 # 1 und es gibt kein n € N, so dass
11n = 1. Seien k und k' chinesische Ketten mit Lingen ungleich 1. Dann gilt, dass kk’ nicht die
Linge 1 haben kann. Da die Linge der Zeichenkette immer eine natiirliche Zahl ist, waren die
einzigen Moglichkeiten dafiir, dass die Linge von k&' 1 ist, dass k = 0, k" = 1 oder umgekehrt.
Da k und & per Annahme ungleich 1 sind, folgt die Behauptung.

Ich zeige nun per Induktion iiber den Kettenaufbau, dass fiir alle chinesischen Ketten £ gilt,
dass die Linge vom k ungleich 3 ist. Mit (K1) konnen Ketten der Lingen 2 und 11n mit n € N
erzeugt werden. Es gilt 2 2 3 und es gibt kein n € N, so dass 11n = 3. Seien k und &’ chinesische
Ketten mit Lingen ungleich 3. Dann gilt, dass k4" nicht die Linge 3 haben kann. Da die Linge
der Zeichenkette immer eine natiirliche Zahl ist, wiiren die einzigen Moglichkeiten dafiir, dass
die Linge von kk' 3 ist, dass k = 0,k' = 1 oder umgekehrt oder, dass k = 2,/ = 1 oder
umgekehrt. Da & und & ungleich 1 sind (voheriger Induktionsbeweis), und per Annahme & und
E' ungleich 3 sind, folgt die Behauptung. O



(c)

Sei A := {k|k € A* und Lénge von k # 1,3,5,7,9}.

Behauptung: A ist die Menge der chinesischen Ketten in A*.

Beweis: Nach voherigem Beweis sind Zeichenreihen £ mit Linge von k ist 1 oder 3 nicht chi-
nesische Ketten. Ein analoges Argument zeigt dies ebenfalls fiir 5,7 und 9. Zunéchst zeige ich,
dass alle Ketten mit der Linge n, wobei n eine gerade positive Zahl ist eine chinesische Kette
ist.

Induktionsanfang: Nach (K1) ist die Zeichenreihe in A* mit Linge 2 eine chinesische Kette.
Induktionshypothese: Die Zeichenreihe £ mit Linge n sei eine chinesische Kette.
Induktionsschritt: k ist eine chinesische Kette. Nach (K1) ist ee eine chiensische Kette. Dann
ist nach (/2) k e e eine chinesische Kette. Also ist die Zeichenreihe in A* mit Lange n + 2
ebenfalls eine chinesische Kette.

Es folgt, dass alle Zeichenreihe in A* mit einer Zeichenléinge, die einer geraden positiven Zahl
entspricht, chinesische Ketten sind.

Weiterhin ist nach (K1) mit n = 0 die leere Zeichenreihe [J eine chinesische Kette.

Letzlich sind auch Zeichenreihen in A4* mit einer Liinge, die einer ungeraden Zahl grofiergleich
11 entspricht, chinesische Ketten. Ich zeige dies wieder induktiv.

Induktionsanfang: Die Zeichenreihe in A* mit Linge 11 ist nach (K1) mit n = 1 eine chi-
nesische Kette.

Induktionshypothese: Die Zeichenreihe & in A® mit Linge n ist eine chinesische Kette.
Induktionsschritt: & ist eine chinesische Kette. Nach (A1) ist ee eine chiensische Kette. Dann
ist nach (K2) k e e eine chinesische Kette. Also ist die Zeichenreihe in A* mit Linge n + 2
ebenfalls eine chinesische Kette.

Es folgt, dass alle Zeichenreihe in A* mit einer Zeichenliinge, die einer ungeraden Zahl gréfier-
gleich 11 entspricht, chinesische Ketten sind.

Es folgt die Behauptung. [l
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