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Abgabe der Hausaufgaben am 4. Mai 2021 bis 10 Uhr (s.t.) iiber das Moodle
https://lernen.min.uni-hamburg.de/course/view.php?id=1245 .

Gruppenaufgabe G3 (wird in der Ubung am 27. April 2021 bearbeitet). Sei S eine Sym-
bolmenge und 2 = (A, a) eine S-Struktur. Eine Teilmenge X C A heifit S-definierbar diber
2, falls es eine Formel ¢ € L® mit genau einer freien Variable z gibt, so daf fiir alle Inter-
pretationen J = (2, 8) und alle a € A gilt:

aeX jg)zgp.
x

(G3.1) Seien 2 und B zwei S-Strukturen und 7 : A — B. Erinnern Sie sich an die Notation
J™ aus der Vorlesung: falls J = (2, ), so 3™ = (B, 7 o ). Was hatten wir im Beweis
des Isomorphielemmas iiber diese Interpretation gezeigt (unter der Annahme, daf§ =
ein S-Isomorphismus ist)?

(G3.2) Ein S-Isomorphismus 7 : 2 = A wird auch als S-Automorphismus bezeichnet. Sei
7w ein S-Automorphismus und ¢ eine S-Formel mit genau einer freien Variable x.
Zeigen Sie, daf} fiir jedes a € A gilt:
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[Hinweis. Uberlegen Sie sich, daB nicht im allgemeinen gilt, daB (J¢)™ = 3%.
Warum gilt die Behauptung trotzdem?]

(G3.3) Folgern Sie aus (G3.2), daB eine S-definierbare Menge invariant unter Automorphis-
men sein mufl. Uberlegen Sie sich, wie man diesen Begriff préizise definiert und geben
Sie einen Beweis dieser Eigenschaft mit Hilfe von (G3.2).

Sei S := {0, ®, ®} mit einem Konstantensymbol 0 und zwei binédren Funktionssymbolen &
und ®. Betrachten Sie Sy := @, S; := {0}, S := {0,®} und S; := S, sowie A := Z und
a(0) = 0, a(®) := + und a(®) := -. Sei A := (A,a) und 2; das S;-Redukt von 2 (fiir
ie€{0,1,2,3}).

(G3.4) Finden Sie eine Formel, welche zeigt, dafl @ C Z eine Sy-definierbare Menge iiber 2,
ist.



(G3.5) Finden Sie eine Formel, welche zeigt, daBl {0} C Z eine S;-definierbare Menge iiber
Qll ist.

(G3.6) Finden Sie eine Formel, welche zeigt, dal {2z; z € Z} C Z eine Ss-definierbare
Menge iiber 2, ist.

(G3.7) Finden Sie eine Formel, welche zeigt, dafl {1} C Z eine Ss-definierbare Menge iiber
Ql3 ist.

(G3.8) Uberlegen Sie sich, welche S;i-Automorphismen es fiir die Strukturen 2; gibt (fiir
i=0,1,2,3).

(G3.9) Verwenden Sie (G3.3) und (G3.8), um zu zeigen, dafi {0} nicht Sy-definierbar iiber
2[0 ist.

(G3.10) Verwenden Sie (G3.3) und (G3.8), um zu zeigen, dafl {2z ; z € Z} nicht S;-definierbar
uber 2, ist.

(G3.11) Verwenden Sie (G3.3) und (G3.8), um zu zeigen, dafi {1} nicht Ss-definierbar iiber
ng ist.

Prisentationsaufgabe P3 (wird in der Ubung am 4. Mai 2021 prisentiert). Prisentieren
Sie die Losung von Aufgabe 3.1.6, Teile (a) & (c) im Buch von Ebbinghaus, Flum und
Thomas:

3.1.6 Aufgabe Fiir S-Strukturen 2 = (A, a) und B = (B,b) sei 2 x B, das
direkte Produkt von A und 8, die S-Struktur mit Trager

Ax B:={(a,b)|a€ A bec B},

die durch die folgenden Festlegungen gegeben ist: Fiir n-stelliges R aus S und

R™®(ay, b)) ... (an.by) gdw R¥a;...a, und R¥b;...b,,
fiir n-stelliges f aus S und (ay,by),...,(an,b,) € A x B sci
B ((ay,b1),. .., (an by)) = (fHay, ... a,), f2(b1,....bn)),

und fiir ¢ € S sei

AP = (A, cP).

Man zeige:
(a) Sind die Sg,-Strukturen 2 und 8 Gruppen, so ist auch 2 x B eine Gruppe.
(c) Sind die Sa,-Strukturen 2,8 Korper, so ist 2 x B kein Korper.



Hausaufgaben H3 (werden bis zum 4. Mai 2021 via Moodle abgegeben).

(H3.1) Lesen Sie den Beweis des Koinzidenzlemmas 3.4.6 im Buch von Ebbinghaus, Flum
und Thomas. Im Beweis werden die Fille t = ¢, ¢ = t; =t und ¢ = (¢ V x) nicht
behandelt, sondern als “entsprechend” gekennzeichnet. Geben Sie diese Beweise.

Was ist mit den Féllen ¢ = (¢ A x), ¢ = (¥ = x), ¢ = (¢ <> x) und ¢ = Va)?
(H3.2) Losen Sie Aufgabe 3.4.11 im Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas:

3.4.11 Aufgabe Man zeige:

a) V(o A ) H= (Vap AVry).

b) 3z(p v ) = Bae vV 3ay).

c) Ve(e V) g (¢ VVzy), falls z ¢ frei(y).

d) Jz(p AY) HE= (@ AJxp), falls = ¢ frei(y).

e) Man zeige, dass man in (c), (d) auf die Voraussetzung ,,x ¢ frei(¢)“ nicht
verzichten kann.
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(H3.3) Eine S-Formel heile x-universell, falls in ihr die Symbole —, —, <> und 3 nicht
auftauchen. Ist jede universelle Formel x-universell? Ist jede x-universelle Formel
universell? Begriinden Sie Ihre Antworten.



