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Gruppenaufgabe G13 (wird in der Ubung am 6. Juli 2021 bearbeitet). Wir betrachten die
Definition der Terminterpretation; vgl. S. 80f im Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas:

Im Folgenden sei ® eine Menge von Ausdriicken. Wir definieren nun eine In-
terpretation J% = (T%, #%). Hierzu erkliren wir zunichst auf der Menge T
der S-Terme eine zweistellige Relation ~ durch

5.1.1 ty ~ 1y :gdw D+ t1 =1ts.

5.1.2 Lemma (a) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(b) ~ ist im folgenden Sinne mit den Symbolen aus S vertraglich:

Wenn ty ~t),... . t, ~ 1, so gilt fir n-stelliges f € S

ftoo o tn~ fth 8,
und fiir n-stelliges R € S
OF Riy...t, gdw Rt ...

Der Beweis ergibt sich leicht mit der Regel (=) und 4.5.3, 4.5.4. Wir zeigen
das hier exemplarisch in zwei Fallen.
(1) ~ ist symmetrisch: Sei t; ~ ty, also @ F ¢; = t5. Nach 4.5.3(a) gilt dann
P+ to =1y, d.h. ty ~ 1.
(2) f sei ein n-stelliges Funktionssymbol aus S, und es sei t; ~ |, ..., &, ~ 1],

dh. ®Ft; =4¢,...,2 F t, =t Nach 4.54(b) gilt dann ¢ + ft;...¢,
Fto A fty .t~ fEL

L

Es sci T die Aquivalenzklasse von #:
to={teT|t~t}
und T® (statt genauer 7%) die Menge der Aquivalenzklassen:
T .= {t |t T%}.

T® ist nicht leer. Uber T® definieren wir die S-Struktur T2, die sog. Term-
struktur zu @, durch die folgenden Festsetzungen:

5.1.3 Fiir n-stelliges R € S:
R¥E .1, wqdw ®F Rty .. .t,.
5.1.4 Fiir n-stelliges f € S:
FE ) =T

5.1.5 Firce S: & :=¢.

(G13.1) Sei S eine beliebige Symbolmenge und ®; := {—=3Jzdy—x = y}. Beschreiben Sie
Mod®®;.



(G13.2) Zeigen Sie, daBl Mod®®; keine Menge sein kann.

[Hinweis. Erinnern Sie sich daran, wie wir gezeigt hatten, dafl es keine Menge aller
Einermengen gibt.]

(G13.3) Zeigen Sie, daf} die folgenden Regeln im Gentzenkalkiil ableitbar sind:

r @
I ¢ (KS) T~ —p (KP) I ¢ (DN)

Uberlegen Sie sich, warum diese Regeln “KettenschluB”, “Kontraposition” und
“Doppelte Negation” heiflen.

(G13.4) Seien v und w zwei Variablen. Zeigen Sie im Gentzenkalkiil, dal v ~ w (das ist
die in 5.1.1 im Buch von Ebbinghaus, Flum und Thomas definierte Relation, hier
unter Verwendung von ®p). Listen Sie auf, welche Regeln des Gentzenkalkiils Sie
fiir Thren Beweis gebraucht haben.

[Hinweis. Verwenden Sie die ableitbaren Regeln aus (G13.3) und bedenken Sie, dafl
deren Ableitung auch Regeln aus dem Gentzenkalkiil verwendet hat.]

(G13.5) Verallgemeinern Sie den Beweis aus (G13.4) auf beliebige S-Terme ¢ und #'.

(G13.6) Bestimmen Sie unter Verwendung von (G13.5), was die Termstruktur T** ist. Be-
merken Sie, daf8 daraus folgt, daf T = ®;.

(G13.7) Sei nun ® eine Menge von S-Sétzen, welche in mindestens einer S-Struktur mit
mindestens zwei Elementen erfiillt ist. Sei 2l = (A, a) eine solche Struktur mit a #
b € A. Definieren Sie eine Belegung f(x) := a und S(y) := b fiur zwei verschiedene
Variablen x und y. Folgern Sie, dafl ® I/ z = y.

[Hinweis. Verwenden Sie, daf§ ® eine Menge von S-Sdtzen ist und die Korrektheit
des Gentzenkalkiils.|

(G13.8) Uberlegen Sie sich, warum Sie (G13.7) nicht fiir allgemeine Mengen von S-Ausdriicken
beweisen konnen.

(G13.9) Uberlegen Sie sich, wie man das Argument von (G13.7) erweitern kann, um zu
zeigen, daf} alle Variablen paarweise nicht in der Relation ~ stehen. Folgern Sie
daraus, dafl das Termmodell T* unendlich viele Elemente hat.

(G13.10) Geben Sie nun ein Beispiel fiir ® an, so dal T £ .

[Hinweis. Nehmen Sie einen einzelnen Satz, der impliziert, dafl es nur endlich viele
Elemente gibt, aber den Voraussetzungen von (G13.7) entspricht.]

(G13.11) Insbesondere gilt, dal Ihr Beispiel ® aus (G13.10) den Satz von Henkin nicht erfiillen
kann. Welche Voraussetzung(en) des Satzes von Henkin erfiillt Thr Beispiel nicht?



