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(15) Sei S die Symbolmenge mit SK := {0̇, 1̇}, SF := {+̇, −̇, ×̇, ⊕̇, ⊗̇} und SR := {V̇ , Ṡ}, sowie σ(+̇) =
σ(⊕̇) = σ(⊗̇) = 2 und σ(−̇) = σ(V̇ ) = σ(Ṡ) = 1. Geben Sie Axiome Γ in der Sprache LS an, so daß
gilt: A = (A,α) |= Γ impliziert, daß α(V̇ ) ein K-Vektorraum mit der Vektoraddition α(⊕̇) und der
skalaren Multiplikation α(⊗̇) über dem Körper (α(Ṡ), α(+̇), α(−), α(0̇), α(×̇), α(1̇)) ist.

(16) Sei S = ∅ die leere Symbolmenge und seien X ⊆ Y Mengen; dann sind (X,∅) und (Y,∅) S-Strukturen.
Zeigen Sie: falls X unendlich ist, so existiert eine elementare Einbettung von (X,∅) nach (Y,∅). Was
passiert, wenn X endlich ist?

(17) Sei S eine Symbolmenge und A = (A,α) eine S-Struktur. Eine Teilmenge X ⊆ A heißt S-definierbar,
wenn es eine S-Formel ϕ mit einer freien Variable x gibt, so daß für alle a ∈ A gilt, daß a ∈ X genau
dann, wenn A |= ϕax .

Sei S := {0̇, +̇, ×̇} mit einem Konstantensymbol 0̇ und zwei binären Funktionssymbolen +̇ und ×̇.
Betrachten Sie außerdem S0 := ∅, S1 := {0̇}, S2 := {0̇, +̇} und S3 := S, sowie A := Z und α(0̇) = 0,
α(+̇) := + und α(×̇) := ·.
Entscheiden Sie für die folgenden Teilmengen von N, ob sie Si-definierbar sind (für i = 0, 1, 2, 3; s.
Tabelle unten) und geben Sie eine Begründung:

(a) X0 := {0},
(b) X1 := {1},
(c) X2 := {z ; z ist gerade}, und

(d) X3 := {1,−1}.

S0 S1 S2 S3

X0 ??? ??? ??? ???
X1 ??? ??? ??? ???
X2 ??? ??? ??? ???
X3 ??? ??? ??? ???

(18) Sei S eine Symbolmenge, A = (A,α) und A′ = (A′, α′) zwei S-Strukturen und π : A → A′ eine
Einbettung von A nach A′. Zeigen Sie daß die folgenden zwei Aussagen äquivalent sind (das sogenannte
Tarski-Vaught-Kriterium für elementare Einbettungen):

(a) die Abbildung π ist eine elementare Einbettung und

(b) für jede Formel ϕ mit freien Variablen x0, ..., xn und a1, ..., an ∈ A gilt: falls es ein a′ ∈ A′ gibt,

so daß B |= ϕ a′

x0

π(a1)
x1
· · · π(an)xn

, so gibt es ein a ∈ A, so daß A |= ϕ a
x0

a1
x1
· · · anxn

.


