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(24) In der Vorlesung hatten wir bewiesen, daß Produkte von Verbänden wieder Verbände sind, indem wir
gezeigt hatten, dass für (a, b), (a′, b′) ∈ A⊗B gilt, daß

(a, b) ∧ (a′, b′) := (a ∧ a′, b ∧ b′)

die größte untere Schranke und

(a, b) ∨ (a′, b′) := (a ∨ a′, b ∨ b′)

die kleinste obere Schranke ist.

In Aufgabe (23) hatten wir definiert, daß ein Verband distributiv heißt, falls

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) und a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

gelten.

Zeigen Sie, daß Produkte distributiver Verbände wieder distributiv sind.

(25) In der Vorlesung hatten wir das folgende Lemma formuliert:

Lemma. Seien A und B Verbände und f : A→ B eine Funktion. Dann sind äquivalent:

(i) f ist ordnungserhaltend,

(ii) für alle a, a′ ∈ A gilt, daß f(a ∨ a′) ≥ f(a) ∨ f(a′) und

(iii) für alle a, a′ ∈ A gilt, daß f(a ∧ a′) ≤ f(a) ∧ f(a′).

In der Vorlesung hatten wir gezeigt, daß (i) ⇐⇒ (ii). Zeigen Sie die verbleibenden Richtungen der
Äquivalenz.

(26) Ein Verband heißt vollständig, wenn jede Teilmenge eine kleinste obere Schranke und eine größte untere
Schranke besitzt. Wir hatten gesehen, dass jeder endliche Verband vollständig ist. Welche der folgenden
unendlichen Verbände sind vollständig? (Begründen Sie Ihre Antwort.)

(a) Betrachte die Menge aller Teilmengen von N, geordnet durch die Teilmengenbeziehung ⊆.

(b) Betrachte Q∪{−∞,+∞}, die Ordnung der rationalen Zahlen mit zwei zusätzlichen Punkten, ein
kleinster Punkt −∞ und ein größter Punkt +∞.

(c) Betrachte R ∪ {−∞,+∞}, die Ordnung der reellen Zahlen mit zwei zusätzlichen Punkten, ein
kleinster Punkt −∞ und ein größter Punkt +∞.


