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Die Klausur dauert 120 Minuten (von 13:00 s.t. bis 15:00).

Es gibt insgesamt 100 Punkte in der Klausur; 50 Punkte sind ausreichend, um die Klausur
zu bestehen.

Wenn Sie im Beweis Theoreme aus der Vorlesung verwenden, zitieren Sie bitte die Aussage
der Theoreme prazise ohne Beweis: z.B. [ Im folgenden verwenden wir den Satz von
Cantor-Schroder-Bernstein: falls A < B und B < A, so gilt A ~ B“.

Frage 1. Frage 4.
(20 Punkte) (20 Punkte)
Frage 2. Frage 5.
(20 Punkte) (20 Punkte)
Frage 3. GESAMT
(20 Punkte) (100 Punkte)
NOTE




Frage 1. Syntax der Prddikatenlogik erster Stufe.

Der in der Vorlesung definierte Gentzen-Kalkil besteht aus den folgenden zehn Regeln: AB-
SCHWACHUNGSREGEL, VORAUSSETZUNGSREGEL, REFLEXIVITATSREGEL, SUBSTITUTION-
SREGEL, WIDERSPRUCHSREGEL, FALLUNTERSCHEIDUNGSREGEL, V-EINFUHRUNGSREGEL
IM ANTEZEDENS, V-EINFUHRUNGSREGEL IM SUKZEDENS, J-EINFUHRUNGSREGEL IM AN-
TEZEDENS und 3-FEINFUHRUNGSREGEL IM SUKZEDENS.

Wahlen Sie fiinf Regeln Ry, R, R3, R4 und R; aus dieser Liste aus, so dafl der Kalkiil
R :={Ry, Ry, R3, Ry, R5} die folgenden Eigenschaften hat:

(1) Falls T'p und T'py) K-ableitbar sind, so auch T'.
(2) Falls I'(=p V ¢) und I'p R-ableitbar sind, so auch I'y.
Aufgabe.
(i) Formulieren Sie die fiinf von Ihnen gewéhlten Regeln mathematisch prézise.

(ii) Beweisen Sie, dafl der von Thnen gewéhlte Kalkiil die Eigenschaften (1) und (2) hat.



Frage 2. Semantik der Prddikatenlogik erster Stufe.

Im folgenden erhalten Sie jeweils eine Symbolmenge S und zwei S-Strukturen, die nicht
elementar aquivalent sind. In jedem Fall geben Sie einen S-Satz an, der in einer der beiden
Strukturen gilt und in der anderen nicht.

(i) S={<} A= (N,<),B =(Z,<), wobei < jeweils die natiirliche Ordnung bezeichnet.
(i) S={<},A=(Z,<),B = (Q, <), wobei < jeweils die natiirliche Ordnung bezeichnet.

(iii) S = {+,50,1}, A = (Q,+,-,0,1), B = (Z, +,-,0,1), wobei + und - die natiirlichen
Operationen bezeichnen.

(iv) S = {4,0}, A = (Z/27Z,+,0), B = (Z,+,0), wobei + jeweils die iiblichen Gruppen-
operationen beschreibt.

(v) S = {E} mit einem zweistelligen Relationssymbol, % = (A, E) und B = (B, E) sind
die durch die folgenden Bilder angegebenen gerichteten Graphen (die Beziehung xFEy
wird durch einen Pfeil von x nach y dargestellt):
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Frage 3. Axiome der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.

(i) Definieren Sie die von Neumann-Hierarchie V.

(ii) Beweisen Sie unter Verwendung des Regularititsaxioms, dafl jede Menge in einem V,,
liegt.

Sei nun (M, F) = ZFC. Fiir eine M-Klasse C' C M und ein Element z € M sagen wir, daf§
C und x koextensional sind, falls C = {z € M ; zFEx}. Eine M-Klasse C heifit echte Klasse,
falls es kein Element x von M gibt, so da} C' und = koextensional sind.

(iii) Betrachten Sie die folgenden informell beschriebenen M-Klassen und geben Sie fiir jede
an (mit kurzer Begriindung), ob sie eine echte Klasse ist oder nicht:

a) {x € M ; x ist eine nichtleere Menge von natiirlichen Zahlen},

b) {x € M ; x ist eine endliche Menge von reellen Zahlen},

(c) {xr € M ; x ist eine einelementige Menge von rationalen Zahlen} und
)

(d) {x € M ; x ist eine zweielementige Teilmenge eines R-Vektorraums}.



Frage 4. Ordinalzahlen & Kardinalzahlen.

(i) Formulieren Sie den Satz iiber die Cantor-Normalform mathematisch préizise.
Eine Ordinalzahl v heiit Gammazahl, falls fir alle o, 5 € v gilt, dal o + 5 € 7.

(ii) Zeigen Sie: eine Ordinalzahl v ist eine Gammazahl genau dann, wenn ein ¢ existiert,
so dafl v = wt.

(iii) Zeigen Sie: fur jede Ordinalzahl £ gibt es eine Gammazahl v > &.

(iv) Welche der folgenden Zahlen sind Gammazahlen? (Geben Sie eine kurze Begriindung
fiir jede Antwort.)

(a) wi + wo,
(b) w* 4w,

(c) W™ +w,



Frage 5. Das Auswahlaxiom.

(i) Formulieren Sie das Zornsche Lemma mathematisch prizise und geben Sie Definitio-
nen der darin vorkommenden Begriffe “Kette”, “kettenvollstandig” und “maximales
Element”.

(ii) Beweisen Sie das Zornsche Lemma unter Annahme des Auswahlaxioms.



