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Kapitel 1

Einleitung

Um zu verstehen, wodurch in einem Graphen eine reichhaltige Struktur erzeugt
wird, fragt man im Rahmen der extremalen Graphentheorie, welchen Wert Gra-
phenparameter — wie zum Beispiel der Durchschnittsgrad oder die chromatische
Zahl — mindestens annehmen miissen, um diese Struktur zu erzwingen.

Da jeder Graph in einem vollstdndigen Graphen der gleichen Ordnung ent-
halten ist, ist es von besonderem Interesse, wann ein Graph einen vollstéindigen
Graphen als Teilgraph oder als Minor enthédlt. Wahrend es gelungen ist, den
dafiir erforderlichen Durchschnittsgrad zu bestimmen, gehort die Frage, welchen
Wert die chromatische Zahl x(G) mindestens annehmen muf, um einen grofien
K"-Minor in G zu erzwingen (insbesondere, ob hier die Hadwiger Vermutung zu-
trifft, also dazu x(G) > r ausreicht), zu den grofien ungeldsten Problemen der
Graphentheorie.

Da ein Graph mit chromatischer Zahl k einen Teilgraphen mit Durchschnitts-
grad mindestens k — 1 enthélt, hat man iiber den Umweg des Durchschnittsgra-
des auch eine Aussage dariiber, welche chromatische Zahl ausreicht, um einen
K"-Minor zu erzwingen. Nach einem Satz von Kostochka und Thomason (sie-
he [10]), reicht ein Durchschnittsgrad von cry/logr (mit einer Konstanten c) aus,
um einen K"-Minor zu erzwingen. Also geniigt ebenso eine chromatische Zahl von
cry/logr+1. Da das Ergebnis von Kostochka und Thomason von der Gréfienord-
nung bestmoglich ist, kann man auf diese Weise die Schranke fiir die chromatische
Zahl nicht verbessern. Stimmt die Hadwiger Vermutung, so héitte man eine Ei-
genschaft aus der chromatischen Zahl abgeleitet, die sich nicht iiber den Umweg
des Durchschnittsgrades herleiten 1a83t.

Dies fithrt somit zu dem allgemeineren Problem, ob wir Strukturen finden
konnen, die jeder Graph mit chromatischer Zahl mindestens k enthélt, wahrend
ein Graph mit einem Durchschnittsgrad der GroBenordnung £ sie nicht enthalten
muf}. In Kapitel 2 geben wir eine Verallgemeinerung des Zusammenhangsbegriffs,
den f-Zusammenhang. Dieser beriicksichtigt nicht nur, wie grofl eine trennende
Eckenmenge in einem Graphen sein muf}, sondern auch deren Abhéngigkeit von
der Grofle der dadurch verursachten Trennung. Der f-Zusammenhang hingt von



einer Funktion f :IN\ {0} — IN ab. Je stéirker f wéchst, um so grofler ist der
Zusammenhang im Graphen. Die Eigenschaft, einen f-zusammenhéngenden Teil-
graphen zu besitzen (wobei die Funktion f dabei noch bestimmt werden mu8), ist
nun ein potentieller Kandidat fiir eine Struktur, die allein aus der chromatischen
Zahl abgeleitet werden kann.

Nach einem Satz von Mader (siche [10]), impliziert ein Durchschnittsgrad
von 4k einen k-zusammenhéngenden Teilgraph. Als Entsprechung geben wir ei-
ne Funktion f an, fiir die jeder Graph mit ausreichendem Durchschnittsgrad
einen f-zusammenhéngenden Teilgraphen enthélt. Wéchst f zu stark, ist weder
durch die Vorgabe eines Durchschnittsgrades noch der chromatischen Zahl ein
f-zusammenhéngender Teilgraph zu erzwingen. Mit der angegebenen Schranke,
fiir welche Funktionen f dies nicht moglich ist, stellt sich heraus, dafl hier dem
Vorhaben, eine Eigenschaft zu finden, die sich nur aus der chromatischen Zahl,
nicht aber iiber den Umweg des Durchschnittsgrades, ableiten laft, sehr enge
Grenzen gesetzt sind.

Welche Parameter eignen sich neben dem Durchschnittsgrad und der chroma-
tischen Zahl dazu, einen K"-Minor zu erzwingen? Die direkte Konsequenz einer
hohen Taillenweite ist zunéchst eine simple lokale Struktur (ndmlich Wélder).
Daher scheint die Taillenweite ein schlechter Kandidat zu sein. Uberraschender-
weise konnte Thomassen [21] jedoch zeigen, dafl jeder Graph mit hinreichend
grofler Taillenweite und mit Minimalgrad mindestens 3 einen K"-Minor enthélt.
In Kapitel 3 werden wir die Schranke fiir die Taillenweite wesentlich verbessern,
so daBl sie von der Groflenordnung optimal ist. Mit der verbesserten Schranke
zeigt sich die Taillenweite als durchaus geeigneter Graphenparameter, um einen
K"-Minor zu erzwingen.

Dieses Resultat iiber die Erzwingung vollstandiger Minoren durch hohe Tail-
lenweite ist vielleicht das Hauptergebnis der Arbeit. Dennoch ist die darin an-
gegebene Schranke nicht scharf. Die genauere Untersuchung des Beweises fiithrt
direkt zu einem Problem iiber dominierende Mengen. Eine Variante von domi-
nierenden Mengen und unabhéngigen Mengen sind (Distanz-) k-dominierende
und g-unabhéngige Mengen. Klostermeyer [14] untersucht die Fragestellung, wel-
che Graphen Mengen besitzen, die sowohl k-dominierend als auch g-unabhéngig
sind (mit k£ < ¢). Insbesondere stellt er die Frage nach der Komplexitit dieses
Problems und zeigt fiir einen Spezialfall, daf§ es NP-vollstdndig ist. Kénnte man
Werte k < q finden, fiir die man derartige Mengen in einem Graphen garantieren
konnte, so wiirde dies die Taillenweite-Schranke verbessern. Wie wir aber in Ka-
pitel 4 zeigen werden, ist das Problem auch im allgemeinen Fall NP-vollsténdig.

Zum Schlufl mochte ich mich herzlich bei Prof. Reinhard Diestel fiir die auf-
munternde Betreuung bedanken.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Bezeichnungen

Spezielle Definitionen, die nur in einem Kapitel gebraucht werden, werden erst
dort geliefert. Wir benutzen die Bezeichnungen aus dem Lehrbuch von Diestel
[10] und geben hier kurz die fiir uns wichtigsten Definitionen wieder.

Graphen werden immer als endlich, schlingenfrei und ohne Mehrfachkanten
vorausgesetzt. Um Formulierungen abzukiirzen, werden wir (wenn klar bleibt, was
gemeint ist) G auch mit V(G) und E(G) gleichsetzen. Die Ordnung von G ist die
Anzahl der Ecken von G und wird mit |G| abgekiirzt. Weiter ist ||G|| = |E(G)].

Den Abstand zwischen zwei Ecken x,y in einem Graphen G, also die Lénge
des kiirzesten Weges zwischen z und y, bezeichnen wir mit d(x,y) und fiir eine
nichtleere Teilmenge A C V(G) setzen wir d(A, z) = d(z, A) := min{d(z,y) : y €
A}. Fiir eine Eckenmenge S C V(G) bezeichnen wir die Menge der Nachbarn von
Sin G\ S mit N(S5).

AuBlerdem sei noch an folgende Abkiirzungen von Graphenparametern erin-
nert: chromatische Zahl — x(G), Durchschnittsgrad — d(G), Minimalgrad — 6(G),
Maximalgrad — A(G) und Taillenweite — g(G).

Die natiirlichen Zahlen IN beinhalten die Zahl 0. Zuletzt bezeichne In den
natiirlichen Logarithmus zur Basis e und log den Logarithmus zur Basis 2.



Kapitel 2

Globaler Zusammenhang

Als ein Maf} von globalem Zusammenhang kann man die Grofe einer trennenden
Eckenmenge auffassen, die man braucht, um einen Graphen in grofie Teile zu
zerlegen. Definieren wir als Trennung in einem Graphen G ein Paar von FEcken-
mengen (A, B) mit AUB = V(G), so dafl der Schnitt AN B die Mengen A\ B und
B\ A voneinander trennt, so ist also die Frage, wie |ANB| von min{|A\ B|, |B\ A|}
abhéngt.

Wir definieren daher fiir eine Funktion f :IN\ {0} — IN den Begriff des
f-Zusammenhangs wie folgt: Ein Graph G ist f-zusammenhéngend, wenn fiir
jede Trennung (A, B) eines Graphen G mit 0 < |A\ B| < |B\ A| die Bezie-
hung |[A N B| > f(]A\ B|) gilt. Als Erweiterung lassen wir auch Funktionen
f :IN\ {0} — R zu. Ein Graph ist genau dann k-zusammenhéngend, wenn
er f-zusammenhdngend mit der Funktion f(n) = k (n € IN) ist. Den Be-
griff des f-Zusammenhangs kénnen wir auch mit Nachbarschaften ausdriicken.
Ist A C V(G) eine Eckenmenge A in einem Graphen G, so definieren wir
N(A)={z € V(G)\ A : x ist nicht mit A benachbart}.

Lemma 2.1. G ist genau dann f-zusammenhingend, wenn fir jede nichtleere
Eckenmenge S C V(G) mit |S| < |N(S)| die Ungleichung |N(S)| > f(|S]) erfiillt
15t.

Beweis. ,= “: Die Mengen S U N(S) und (V(G) \ S) bilden eine Trennung, fiir
die S U N(S) die kleinere Menge ist (wegen |S| < |N(S)| = |G| — |S U N(S)]).
Daher muf} der Schnitt N(.S) mindestens so grofl sein wie f(]S]).

,<= “:Ist (A, B) eine Trennung mit 0 < |A\ B| < |B\ 4], so mufl N(A\ B) in
A enthalten sein, da es sonst Kanten zwischen A\ B und B\ A gébe. Setzen wir
S:= A\ B,soist |S| <|B\ Al <|N(S)| und daher gilt |[AN B| > |[N(A\ B)| >
F(AN B). O

Die Abhéngigkeit der GroBle |[N(S)| von |S| wird auch im Rahmen von isope-
rimetrischen Problemen behandelt. Dort allerdings nur fiir eng umgrenzte Gra-
phenklassen wie Hyperwiirfel und Gitter. Somit wird der f-Zusammenhang dort
nicht als Struktur in Beziehung zu anderen Grapheneigenschaften untersucht.
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Den globalen Charakter des f-Zusammenhangs wollen wir am Beispiel von
Gittern deutlich machen. Einen Graphen auf der Eckenmenge (i,7) : i = 1,...,m;
j=1,...,n mit der Kantenmenge

{@ )5 i =i+ 17 =51 =1}
nennen wir m x n Gitter. Ein n x 2 Gitter 148t sich durch zwei Ecken in zwei
grofle Teile trennen. Daher ist es 2-zusammenhéngend und f-zusammenhédngend
nur mit der Funktion f(k) = 2. In einem n xn Gitter hingegen lassen sich mit zwei
Ecken nur eine einzige Ecke des Gitters abtrennen. Es ist somit zwar auch nur
2-zusammenhéngend, aber, wie wir gleich zeigen werden, f-zusammenhéngend
fiir die Funktion f(k) = v/2k.

Um das zu zeigen, benutzen wir einen Satz von Bollobéds und Leader [7] (der
allgemein fiir k-dimensionale Gitter formuliert ist). Dieser sagt Folgendes aus:
Gibt man eine Zahl k£ > 1 vor und sucht eine Eckenmenge A des n x n Gitters fiir
die |N(A)| minimal ist, so kann man fiir A die ersten k Elemente des folgenden
Schemas benutzen:

(1

(,3)

(,2)

Ist p die grofite Zahl, fiir die A die Ecke (1,p) enthilt, und ist |N(A)| > |A], so
muf} p < n sein. Dann ist N(A) = p+ 1, da die ersten p Zeilen des Gitters jeweils
eine Ecke von N(A) enthalten und zusétzlich (1,p+1) € N(A) gilt. Aufgrund der
dreieckformigen Anordnung der Ecken ist k = [A| < Y% i = ip(p+ 1). Damit
ist 2k < (p+ 1) = V2k < p+ 1. Also ist [N(A)| > p+1 > V2k = f(k) und
somit das n X n Gitter f-zusammenhéangend.

Bevor wir in Abschnitt 2.2 zum Hauptergebnis kommen, gehen wir vorher
auf die Beziehung des f-Zusammenhangs zu anderen Parametern ein. Die Frage,
durch welchen f-Zusammenhang ein K"-Minor erzwungen wird, wird mit folgen-
dem Satz von Alon, Seymour und Thomas [1] gelost:

Satz 2.2 (Alon, Seymour, Thomas). Besitzt ein Graph G mit n Ecken keinen
K"-Minor, so gibt es in G eine Trennung (A, B) mit |A\ B|,|B\ 4| < 2n/3 und
|AN B| <r¥2y/n.

Corollar 2.3. Ist f eine Funktion mit limy_o f(k)/(VE) = oo (k > 1), so gibt
es zu jedem r > 3 eine Zahl n,, so daf jeder f-zusammenhdngende Graph G mit
n > n, Ecken einen K"-Minor enthdlt.



2.1. HAMILTONKREISE 9

Beweis. Sei r gegeben. Wegen limy_.o f(k)/(Vk) = oo gibt es eine Zahl m, so
daB f(k) > 2r3/2\/k fiir alle k > m ist. Sei n, > m eine Zahl, fiir die \/n, > 12r%/2
gilt.

Angenommen G enthilt keinen K"-Minor. Dann gibt es nach Satz 2.2 eine
Trennung (A, B) in G mit |[A\ B| < |B\ 4| < 2n/3 und |AN B| < r*/2\/n.
Setzen wir p:=|A\ B, soist p>n— |B\ Al — |AN B| >n/3 —r¥2y/n. Um p
abzuschétzen, formen wir die Voraussetzung an n, um:

Vn >y > 12r%% = n - > 32/ =n/3 —r3%/n > n/4

Somit ist 4p > n, und wegen f(|A\ B|) = f(p) > r¥/2/4p > v3/%\/n > |AN B]
erhalten wir damit einen Widerspruch zum f-Zusammenhang. [

Als néchstes befassen wir uns mit der Beziehung des f-Zusammenhangs zur
chromatischen Zahl. Aus x(G) = X lassen sich kaum Riickschliisse auf den f-
Zusammenhang von G ziehen, da eine A-Clique in G bereits ausreicht, um y(G) =
A zu erzwingen, wiahrend der Rest von G aus isolierten Punkten bestehen kann.
Die entgegengesetzte Frage, welche chromatische Zahl aus einem entsprechenden
f-Zusammenhang folgt, beantwortet sich durch die Beobachtung, dal wir eine
unabhédngige Menge leicht fiir eine Trennung nutzen kénnen:

Behauptung 2.4. Sei A > 1 eine ganze Zahl und G ein f-zusammenhdngender
Graph fiir die Funktion f(k) = 2Xk. Ist |G| > 2)?, so ist x(G) > A\ + 1.

Beweis. Angenommen es gibt eine Farbung von G mit héchstens A Farben und
A C V(@) ist eine Farbklasse maximaler Ordnung. Ist n = |G|, so gilt |A| > n/A.
Daher gibt es eine Teilmenge A" C A mit n/(2)\) — 1 < |A'| < n/(2)). Da A
unabhingig ist, gilt |[N(A)| > |A\ A’| > |A|. Der f-Zusammenhang liefert somit
fUA]) > 2X(n/(2X) —1) > n—2\. Es ist aber n —n/A > n—|A| > |[N(A')|, und
wegen n > 2\% ist —2X > —n /X und damit |[N(A’)| < f(]A|). Widerspruch! [

Ersetzt man in Behauptung 2.4 f(k) = 2k durch f(k) = 2(\ — 1)k,
so wird die Aussage falsch. Denn der vollstindig A-partite Graph K, dessen
Partitionsmengen aus je m Ecken bestehen, hat die chromatische Zahl A und
ist f(k) = 2(A — 1)k-zusammenhéngend: Ist A eine nichtleere Teilmenge von
V(K)) mit [N(A)| > |A], so muB AU N(A) in derselben Partitionsmenge lie-
gen. Daher ist |A| < m/2. Weil N(A) somit A — 1 Partitionsmengen umfafit, ist
IN(A)] > (A= m > 2(A — 1)[A]

2.1 Hamiltonkreise

Zunachst zu einer unteren Schranke, welcher f-Zusammenhang nicht ausreicht,
um in einem Graphen einen Hamiltonkreis zu implizieren. Der vollstandig bi-
partite Graph K, ,+1 ist nicht hamiltonsch und ist fiir n gerade f(k) = 2k-
zusammenhéngend: Ist eine Trennung (A, B) von K, ,+1 mit 0 < |[A\ B| < |B\ 4]
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gegeben, so miissen die beiden Mengen A \ B und B \ A ganz in einer Partiti-
onsmenge von K, ,.; enthalten sein (da sie sonst durch eine Kante verbunden
wiaren), wahrend die andere Partitionsmenge ganz im Schnitt AN B liegt. Also ist
|A\ B| <n/2=min{n/2,(n+1)/2} (n ist gerade) und |[ANB| >n > 2(n/2) >
2|A\ B|.

K, ny1 ist jedoch fiir alle n > 1 nicht f(k) = 2k + 1-zusammenhéngend. Denn
wenn X,Y die Partitionsmengen von K, ,+1 mit |X| =n und |Y| = n+ 1 sind
sowie S eine Teilmenge von Y mit |S| = [n/2] ist, so haben wir mit A := SUX
und B := (Y \ §) UX eine Trennung mit [ANB| = |X|=n<2-([n/2])+1=
2(]JA\ B|) + 1. Wegen |A\ B| = [n/2] < |[n/2] +1 = |B\ A ist somit K, 1
nicht f(k) = 2k + 1-zusammenhéngend.

Somit stellt sich die Frage, ob ein f(k) = 2k + 1-Zusammenhang bereits
ausreicht, um einen Hamiltonkreis zu erzwingen. Nach einem Satz von Brandt
8] ist jeder Graph, der f(k) = (k + 1)*zusammenhingend ist, hamiltonsch. Fiir
den Fall des f(k) = 2k + 1-Zusammenhangs geben wir immerhin an, daf} daraus
die Existenz eines groflen Kreises im Graphen folgt:

Behauptung 2.5. Sei f(k) = 2k+1 fir k € IN\{0}. Ist G ein f-zusammenhding-
ender Graph mit n Ecken, so gibt es in G einen Kreis der Ldinge > %n.

Beweis. Sei C ein lingster Kreis in G. Angenommen |C| < gn. Die Komponenten
von GG — C bezeichnen wir mit Dy, ..., D,. Sie seien der Groéfle nach geordnet:
|Di| > [Dof > ... > |Dyl.

1.Fall |D,| > |C|/2: Wenn es auf C zwei benachbarte Ecken z, y gibt, die durch
einen Weg P in D; verbunden sind, so konnen wir in C' die Kante xy durch den
Weg P ersetzen und erhalten somit, im Widerspruch zur Maximalitdat von C,
einen ldngeren Kreis als C'. Also gibt es auf C' mindestens %|C’ | viele Ecken, die
nicht mit D; benachbart sind. Sei T diese Menge und 77 C T eine Teilmenge
mit |7’| = [5|C|]. Dann ist [T"] < |Dy| < |[N(T")|, und daher liefert der f-
Zusammenhang |[N(T")| > 2|T'| +1 > |C|. Wegen N(T")\ C C DyU...U D, gilt
fiir S := Dy U...U D; somit |S| > [C|/2. Ist |S| < |Dy], so gilt |S]| < |N(S)],
und der f-Zusammenhang ergibt daher |N(S)| > 2|S| > |C|. Dies aber steht im
Widerspruch zu N(S) C C. Ganz analog verfihrt man, wenn |S| > |D;| ist.

2.Fall |C|/2 > |Dy| > |C|/4: Wegenn > 2|C| erhalten wir fiir S := DyU...UD;
die Beziehung |S| > n — |C| — |D| > (9/4 — 1 —1/2)|C| = 3/4|C| > |D;|. Dann
aber ist nach dem f-Zusammenhang N(D;) > |C]/2 (da |N(Dy)| > |S]). Somit
aber gibt es zwei auf C' benachbarte Ecken, die {iber einen Weg in D; verbunden
sind, und wir kénnen C' verlangern. Widerspruch!

3.Fall |C|/4 > |Di|: Sei r die kleinste Zahl mit |Di| + ...+ |D,| > 1|C|. Wir
setzen S := D;U...UD, und S’ := D,y U...U D;. Wegen |D,| < |C|/4 ist
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S| < 2|C|. Wire |S"] > 3|C], so hiitten wir einen Widerspruch wie im Fall 1 (da
IN(S)LIN(S| < 1C] < 2(3]C]) + 1 und [N(S)| > |S] oder [N(5")| > |9'] gilt).
Also ist |S"] < 1|C|. Damit aber ist n = |C| + |S| + |S'| < |C| + 3|C| + 3|C| =
2|C| < $5n. Widerspruch! O

2.2 Teilgraphen mit globalem Zusammenhang

Nach einem Satz von Mader (siehe [10]) besitzt ein Graph G mit d(G) > 4k
einen k-zusammenhéngenden Teilgraph H. Fiir den f-Zusammenhang steht dem
potentiell fiir jede Funktion f die Frage gegeniiber, welcher Durchschnittsgrad
ausreicht, um einen f-zusammenhéngenden Teilgraph H zu erzwingen. Da die
Wirkung der Funktion f erst bei groflen Trennungen deutlich wird, mufl man,
damit die Frage sinnvoll wird, zusétzlich fordern, dal H eine Mindestgréfie hat.
Also: Fiir welche Funktionen f 148t sich zu jedem m €1IN ein d €IN angeben, so
daB jeder Graph G mit Durchschnittsgrad d(G) > d einen f-zusammenhéngenden
Teilgraphen H mit |H| > m besitzt?

Als obere Schranke erhalten wir (Corollar 2.8), dafl dies fiir Funktionen f
mit lim, .., f(n)/n = oo nicht mdglich ist. Auch mit der chromatischen Zahl
148t sich dies nicht erreichen (Behauptung 2.7). Somit reduziert sich die Frage
darauf, ob wir Funktionen f mit einem schwicheren Wachstum finden koénnen,
fiir die diese Aussage zutrifft. Mit Satz 2.12 zeigen wir, dafi dies fiir Funktionen
fo(n) = % mit b > 0 und einer davon abhédngigen Konstante ¢ > 0 moglich

ist (da so fp(1) nicht definiert ist, brauchen wir die Ergénzung f,(1) = 0). Fiir
die obere Schranke benétigen wir eine einfache Eigenschaft von Béumen:

Lemma 2.6. Zu jedem Baum T mit mindestens 3 Ecken gibt es eine Trennung
(A,B) mit |ANB| =1 und |A\ B|,|B\ A| > %(|T| —1).

Beweis. Angenommen es gibt einen Baum 7', fiir den die Aussage nicht zutrifft.
Sei (A, B) eine Trennung mit |A N B| = 1, fir die min{|A \ B|, |B\ A|} maximal
ist (wegen |T'| > 3 existiert solch eine Trennung). Wir setzen {z} := AN B.
C1, ... Cj seien die Komponenten von 7'\ z mit |Cy| > ... > |C|. Angenommen
|Cy| < 2(|T| —1). t sei die groBte Zahl mit |Cy|+ ... +|Cy| < 3(|T| —1). Also ist

2
|ICy|+ ...+ |Crya]| > §(|T|—1). (2.1)
Wegen |Cy| > |Cy1q] ist insbesondere

2(|Ch| + ... +|C]) > |Ci| + ... + |Crpal- (2.2)

(2.1) und (2.2) ergeben zusammen

1
Gl +...+ G > 5171 = 1),
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Daher haben wir mit A" := V(Cy) U ... U V(Cy) U {x} und B’ := V(Cy11) U
.U V(Cy) U{z} eine Trennung, fiir dle |A’\ B'| > 3(|T| —1) und |B"\ A'| >
|T| —1-2(|T| - 1) (I — 1) gilt. Widerspruch!
Sei also |Ch| > £ (|T| —1). Wir kénnen annehmen, daf§ A = V(C’l)U{x} ist. Ist
y der Nachbar von z in Cy, so haben wir mit A := A\{x} = V(Ch), B:= BU{y}
eine bessere Trennung als (A, B), da min{ A\ B, B\ A} = min{|A\ B|, |B\ A|}+1
ist. Widerspruch! O

Behauptung 2.7. Ist f eine Funktion mit lim, .., f(n)/n = oo, so gibt es ein
m €IN, so daf$ es zu jedem k > 1 einen Graphen Gy mit x(Gy) > k gibt, fir den
jeder Teilgraph H C Gy mit |H| > m nicht f-zusammenhdngend ist.

Beweis. Wir benutzen folgenden Satz von Bollobas [5]:

Fiir alle £ > 1 gibt es ein Ay, so daf} es fiir alle g €IN einen
Graphen G mit x(G) > k,A(G) < Ay und g(G) > g gibt.

Um den Beweis einfacher darzustellen, wird die Behauptung in [5] mit k£ > 4
aufgefithrt. Da aber daraus die Aussage auch fiir £ = 1,2, 3 folgt, kénnen wir
den Satz so benutzen wie er oben angegeben ist. Sei also k gegeben und A eine
Zahl, fir die der Satz erfiillt ist. Wegen lim,, .., f(n)/n = oo gibt es eine Zahl
p €IN\ {0} mit f(p)/p > A und eine Zahl ¢ €N\ {0}, so dafl f(n) > 1 fiir alle
n > q ist. Wir setzen m = 3¢ + 1. Aufgrund des Satzes von Bollobas kénnen wir
einen Graphen Gy, finden mit x(Gx) > k, A(Gi) < Ay und g(Gy) > (Ax + 2)p.
Sei nun H irgendein Teilgraph von Gy mit |H| > m. Wir zeigen, dafl H nicht
f-zusammenhéngend ist.

Ist |[H| < (Ag + 2)p, so ist H ein Baum. Nach Lemma 2.6 gibt dann es eine
Trennung (A, B) mit |A\ B| < |B\ A| und [A\ B| > 3(|H|—1) > 3(m—1) =q.
Nach Wahl von ¢ ist somit f(]A\ B|) > 1. Wegen |A ﬂ B| =1 ist daher H nicht
f-zusammenhéngend.

Ist |[H| > (Ag +2)p, so wihlen wir eine beliebige Eckenmenge A C V(H) mit
|A| = p. Da der Maximalgrad von G, hochstens Ay, ist, haben wir [N(A)| < Ay-p.
Wegen f(p) > Ag-pund |[N(A)| = |[H|—|AUN(A)| > (Ar+2—1-Ap)p > p = | 4|
kann daher H nicht f-zusammenhéngend sein. O]

Corollar 2.8. Ist f eine Funktion mit lim, ., f(n)/n = oo, so gibt es einm €IN,
so daf$ es zu jedem § > 1 einen Graphen Gs mit 6(Gs) > 0 gibt, fir den jeder
Teilgraph H C G5 mit |H| > m nicht f-zusammenhdingend ist.

Beweis. Folgt aus Behauptung 2.7, da jeder Graph mit y(G) > § + 1 einen
Teilgraphen H mit 6(H) > ¢ besitzt. Dann hat man nur noch Gs = H zu
setzen. 0

Nachdem wir uns mit der oberen Schranke befait haben, wenden wir uns
nun einer unteren Schranke und damit dem Hauptergebnis dieses Kapitels zu.
Wir werden zeigen (Satz 2.12), dafl ein Durchschnittsgrad von 2m ausreicht, um
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einen fy-zusammenhéngenden Teilgraphen mit mindestens m Ecken sicherzustel-
len (mit der schon oben definierten Funktion fj).

Zur Vorgehensweise des Beweises: Angenommen G enthélt keinen solchen Teil-
graphen. Dann besitzt G eine Trennung (A, B) mit einem Schnitt A N B, der
kleiner ist als es ein f,-Zusammenhang fordern wiirde. Die Kanten verteilen sich
auf die durch die beiden Eckenmengen A und B induzierten Graphen (Lemma
2.10). Wegen der geringen Ordnung von A N B erhédlt man einen Teilgraphen H
von G, der deutlich kleiner als G ist (Lemma 2.11), aber dessen Durchschnitts-
grad (wiederum nach Lemma 2.11) nach unten durch einen Faktor abgeschétzt

werden kann (nédmlich d(H) > (1 - %) d(@)).

Da G keinen fj-zusammenhdngenden Teilgraphen mit mindestens m Ecken
enthalten kann, trifft — sofern |H| > m ist — dies auch auf H zu. Wir konnen
somit diesen Schritt ausfithren, bis wir schliefflich einen Teilgraphen H* erhal-
ten, der weniger als m Ecken besitzt. Um den Durchschnittsgrad von H* ab-
zuschétzen, bendtigen wir Lemma 2.9. Wir erhalten dann einen Widerspruch, da
herauskommt, dafl |H*| < m und d(H*) > m sein soll.

Lemma 2.9. Sei m €IN,m > 2 gegeben.
Sind nq,...,n; reelle Zahlen mit % n; > ni, (0=1,...,t —1) und ny > m,
so gibt es fir alle b > 0 eine Konstante ¢ > 0, so daf fir die Funktion f,(n) :=

gy (> 1)
>3
5)

11 (1 B fb(ﬁi)

i=1

gilt.
Andererseits gibt es zu jedem € > 0 und fiir jedes ¢ > 0 reelle Zahlen nq, ..., n,
mit 2n; > ny1 und ny > m, so daff fiir die Funktion f(n) := oy git:

[1(1- 1) <.

i=1

Beweis. 1.Aussage

Zur besseren Ubersicht geben wir am Anfang die Abschétzungen an, die wir mit
den Punkten (a) bis (e) nachliefern. Der Wert der Konstante ¢ wird in (b) und
(e) festgelegt.
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314 © 3
> — 1— >

@3 (1 / ; )
— C — Y _ax
=4 2 1n1+b(1.5wm)

(a) Wir definieren die Folge a;,7 = 0, 1,. .., durch a; := 1.5'm. In jedem Intervall
[a;,a;+1) gibt es dann hochstens ein n; mit n; € [a;,a,+1). Andernfalls gébe es
Indizes jo > ji > 1 mit a; < nj, < nj, < a;41 und damit hétten wir

,\
Ve

3
-

Ol v~

a; < nj, < (2/3)ny, < (2/3)air = (2/3) - 1.5"'m = 1.5'm = a;.

Widerspruch! Da fy(z)/z = ¢/In'*’(z) fiir + > 1 monoton fallend ist und
(1 - %) € (0,1) gilt, erhalten wir somit die Abschitzung

ﬁ(l—%”)zi(“%”):f!(“m)

1=

(b) Es gibt ein ¢; > 0, so dafi fiir 0 < ¢ < ¢ gilt: H?:o (1 — m> >

~|>|o:

(c) Fiir z,y > 0 ist
l-2)(l-y)=l—-az—y+ay>1—a—y,
und daher fiir z; > 0

=1 =1

Wir haben somit

= c - 1
- V1S —
11 < 1n1+b(1.5@'m)) = c; I (1.50m)

=3

fiir x > 0 monoton fallend ist, gilt

S,
P I (1.50m) ~ Jy  In'tP(L5Tm)

(d) Da;

n!+t 1 57m
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(e) Wegen

1 ~1
/1n1+b(1.5wm) b In(1.5) In®(1.57m)

/OO ! dr <
——————dxr < 0.
o In'™(1.57m)

Also gibt es eine Konstante co, so daf fiir 0 < ¢ < ¢

o 1 1
C/ Ty e < ¢
2 In""(1.5%m) 5
gilt.

Mit ¢ < min{¢y, ¢o} sind somit (b) und (e) erfiillt.

2.Aussage

Zunichst zeigen wir mit vollstdndiger Induktion, dafl fiir reelle Zahlen z; €
(0,1), i =0,1,...,n, die Ungleichung

[ (1) <o Shon 23

i=0
erfiillt ist.
Induktionsanfang n = 0: (1 — ) < e folgt aus: e™™ = (1 — xq) + (23/2! —
x3/3!) + (z3/4! — x5 /5!) + ..., da die eingeklammerten Paare alle einen
positiven Wert besitzen.

Ind.vor.
Induktionsschritt n — n + 1: [ (1 —2) = (1 — 2p) [y (1 — 1) <

Ind.anf. +1
(1 — fL‘n—&—l) e o ®i < e EIntleT im0 Ti — e~ >0 Zi

Wir definieren wie im ersten Teil die Folge a;,7 = 0,1,..., durch a; := 1.5 - m.
Da fU55m) < ) fiir z > 0 monoton fallend ist, gilt

1.5%.m — In(1.5%-m
k k+1
DR L
“~ In(1.5'm) 3 In(1.5*m)

Als Stammfunktion erhalten wir

c In(In(1.5% - m))
[ s .

150-m) " In(15)

Wegen lim, o cIn(In(1.5% - m) = oo ist daher auch limy_.o S5, —S— = oo,

i=2 In(1.5*m)
Es gibt daher ein ¢t €IN (¢ > 3) mit

exp (— Z_ZQ m> < e (2.4)
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Setzen wir n; = ag,ny—1 = a,...,N1 = a;—1, so erhalten wir schliellich:

(1) IO ) =T )

(2

t—1 t—1
& (2.3) c (2.4)
=TT (1- —— N ,
:2< In(1.5'm )) = eXp( ;ln(lﬁxm)) = ¢

()

O

Lemma 2.10. Ist (A, B) eine Trennung des Graphen G mit |A\ B|,|B\ A| > 0,
so qilt fir den Durchschnittsgrad:

A\ Bl

A(G1A) 2

d(G) oder d(G[B])>d(G).

Beweis. Fiir reelle Zahlen a, b, z,y mit z,y > 0;a,b > 0 gilt allgemein:

Denn sonst hatten wir

(a+b)x > a(z +y)

(a+b)y > bz +y) = (a+0b)(z +y) > (a+b)(z+y) Widerspruch!

Sei G4 := G[A] und G := G[B]. Dann erhalten wir

261 _ 2(lGall +IGsll — llGlAN B)) _ 2[|Gall +2[|G|l

He) =g = AN B[ 18] S TA\ B[+ 1B
(26l 1AL 26l A
< ( A [A\B] B ) (d(GA)|A\B| C“GB))'
Also gilt d(Ga)hik; > d(G) oder d(Gp) > d(G). O

Lemma 2.11. Sei f eine monoton wachsende Funktion f :IN — IN mit f(k) < k
und m eine ganze Zahl grofler als eins. Ist G ein Graph mit d(G) > m, der
keinen f-zusammenhdngenden Teilgraph der Ordnung > m besitzt, so gibt es einen
Teilgraph H C G mit

2 )
1 < 21G] und d(1) > (1 - W) e
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Beweis. Sei G' C G ein induzierter Teilgraph von G mit d(G’') > d(G) von
minimaler Ordnung. Wegen |G'| > d(G') > d(G) = m ist nach Voraussetzung
G’ nicht f-zusammenhéngend. Es gibt also eine Trennung (A, B) von G’ mit
0<|A\B| <|B\A|lund |[AnB| < f(]JA\ B|). Da G’ ein induzierter Teilgraph
von G ist, haben wir G'[A] = G[A], und nach Lemma 2.10 gilt

A\ Bl
A

d(G[A]) > d(G') oder d(G[B]) > d(G").

Weil G’ der kleinste Teilgraph von G mit d(G') > d(G) ist und |B| < |G| gilt,
muf d(G[B]) < d(G) < d(G") gelten. Wir erhalten daher

A\ Bl

Al = AN B f(AN\ BJ)

no__ |A| —
AGIAY 2 =y d(G) = = e d(G) > A d(G)
- B f(’A\BD f monoton B f(|AD
_ (1 T ) aa)’ " (1 Sy ) d(G).

Setzen wir H = G[A], so bleibt noch |A| < 2n bzw. |B\ A| > n/3 zu zeigen
(mit n = |G|). Nach Voraussetzung ist |[AN B| < f(JA\ B|) < |A\ B| und daher
|ANB| < |A\ B| <|B\ A|. Aus |B\ A| < n/3 wiirde somit |G| < n folgen. Also
ist |B\ A| > n/3. O

Satz 2.12. Sei b > 0. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dafs fir fy(n) == - 1+b( ) (fiir
n > 1, 9m Falln = 1 sei f,(1) = 0), folgende Aussage erfillt ist: Ist m € IN
gegeben, so gibt es fir jeden Graph G mit d(G) > 2m einen Teilgraphen H C G
mit |H| > m, der fy-zusammenhdngend ist.

Beweis. Ist m = 1, so ist weiter nichts zu zeigen, da fiir jede Funktion f ein
aus einer Ecke bestehender Graph f-zusammenhéngend ist. Sei also m > 2. Sei
c1 > 0 derart, daf - 1+b(2) % gilt und ¢y > 0 eine reelle Zahl, mit der f,(n)
Lemma 2.9 erfiillt ist. Wir setzen ¢ := min{c;, co}. Mit dieser Konstante erfiillt
f» das Lemma 2.9, und es gilt ebenso m < %

Angenommen weder G noch ein Teilgraph von G der Ordnung > m ist f-
zusammenhédngend. Sei Go = G D G; D ... D Gs_1 D G, eine maximale
Kette von Teilgraphen die mit n; := |G;| die Ungleichungen (2/3)n; > n;1
und d(G,) > d(Gy) [Ii_, (1— %) erfiillen (i = 0,...,s —1;7 =0,...,s).

Dann mufl ny < m sein, da sonst nach Lemma 2.9 []_, (1 — M) > —, also

d(Gy) = d(Go) 2 > & m > m wiire, und damit nach Lemma 2.11 ein weiterer
Teilgraph G411 C G mit den geforderten Eigenschaften existieren wiirde.

|Gs| < mund d(G5) > [];_, < ol ”nnl ) fithrt aber schnell zum Widerspruch:
Sei t < s der kleinste Index mit d(G;) < m. Dann ist n;_; > m und somit nach
Lemma 2.9 [['Z} (1 - @) > 2. Da In'™(z) fiir z > 1 monoton wachsend ist,
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gilt fiir ny > 2 : —
erhalten wir somit:

Ist n; = 1, so haben wir <1 — M) =1> %. Also:

. Mit der Voraussetzung — 55 > L

C C
I+ (ny) = T InlT(2) 2) G

S| Ot

nt

d(G,) > d(Go) (m—_ﬁ(m))ﬁ(l_M) 22m-2-§2m.

Uz n;

Dies steht aber im Widerspruch zu |G| < m! O

Wie ich erst spéter, dank eines Hinweises von Daniela Kiihn, bemerkte, kann
man Satz 2.12 auch aus einer Arbeit von Komlés und Szemerédi [15] herleiten.
Die Funktion f in Satz 2.12 ist mit der Methode des Beweises nicht zu verbes-

sern. Denn nach Lemma 2.9 kann man den Wert des Produktes []._, <1 — Lm))

fiir die Funktion f(n) := 1&2) nicht mehr nach unten begrenzen. Auch mit dem
Verfahren von Komlés und Szemerédi kann die Funktion f nicht verbessert wer-
den. Wichst die Funktion f stérker als eine lineare Funktion, so folgt aus Be-
hauptung 2.7 und Corollar 2.8, daf} ein f-zusammenhéngender Teilgraph nicht
mittels des Durchschnittsgrades oder der chromatischen Zahl erzwungen werden
kann (sofern diese nicht von der Ordnung des Graphen abhéngen, andernfalls
wire es natiirlich moglich). Offen ist das Problem also fiir Funktionen f mit
cin/In(n) < f(n) < can (mit Konstanten ¢y, ¢a).

Ein wesentlicher Grund fiir unsere Untersuchung von f-zusammenhéngenden
Teilgraphen war das Ziel, damit die Auswirkung der chromatischen Zahl besser
zu verstehen. Wéhrend ein Graph mit hoher chromatischer Zahl auch einen Teil-
graphen mit hohem Durchschnittsgrad enthalten muf3; hat hoher Durchschnitts-
grad allein keinen Einfluss auf die chromatische Zahl (man betrachte dazu etwa
den K,,). Da die chromatische Zahl somit die stidrkere Eigenschaft ist, liegt
es nahe, dafl es Eigenschaften geben miifite, die dieses widerspiegeln. Der f-
Zusammenhang — als ein ausgepragt globaler Parameter — schien zunéchst ein
geeigneter Kandidat dafiir zu sein. Satz 2.12 zeigt jedoch, dafl man bereits mit
dem Durchschnittsgrad recht weit kommt.

Interessant fiir weitere Untersuchungen ist nun insbesondere der Fall von linea-
ren Funktionen f. Immerhin besteht die Moglichkeit, dal dann ein f-zusammen-
héngender Teilgraph allein durch die Vorgabe der chromatischen Zahl zu erreichen
ist. Sollte sich dies hingegen als falsch erweisen, so geht die Suche nach Struk-
turen, die den besonderen Charakter der chromatischen Zahl deutlich machen,
weiter. . .




Kapitel 3

Taillenweite und Minoren

Nach einem Satz von Kostochka [16] und Thomason [20] (siehe auch [10]) 148t
sich in einem Graphen G ein vollstdndiger Minor K" erzwingen, indem man einen
Durchschnittsgrad von d(G) > cry/logr fordert. Lassen sich andere Graphen-
Parameter heranziehen, um einen vollstdndigen Minor zu erzwingen? Die Tail-
lenweite g(G) scheint auf den ersten Blick kein geeigneter Kandidat dafiir zu
sein. Ohne Zusatzeinschrinkung ist sie dies natiirlich auch nicht, da G dann nur
ein grofler Kreis zu sein brauchte. Gibt man allerdings zusétzlich vor, dafl der
Minimalgrad mindestens den Wert 3 besitzen soll, so &ndert sich das Bild.

Thomassen [21] zeigte , dafl jeder Graph mit Taillenweite mindestens 4k — 3
und Minimalgrad mindestens 3 einen Minor mit Minimalgrad k& enthélt. Mit
dem Satz von Kostochka und Thomason folgt daraus auch die Existenz eines
entsprechenden K"-Minors. Er bewies dies, indem er den Graphen in geeignete
Béume partitionierte, so dafl zwei Baume durch maximal zwei Kanten verbunden
sind. Diese Badume werden als Verzweigungsmengen des Minors benutzt. Sind die
Bédume im Graphen induziert, so schicken sie mindestens genauso viele Kanten
in den Rest des Graphen, wie sie selber Ecken besitzen. Unterliegt die Struktur
der Bdume keinen Einschrankungen, so konnen wir sie nur dann als induziert
voraussetzen, wenn sie weniger als 4k — 3 Ecken enthalten.

Wir werden ebenfalls zum Ziel kommen, indem wir den Graphen in Biume
unterteilen, nutzen aber dabei aus, daf alle Ecken vom Abstand < (¢(G) —1)/2
zu einer vorgegebenen Ecke einen Baum induzieren. Da der Minimalgrad min-
destens 3 ist, nimmt die Anzahl dieser Ecken exponentiell mit der Taillenweite
zu. Auf diese Weise wird die Taillenweite, die erforderlich ist, um einen Minor
mit Minimalgrad k zu erzwingen, logarithmisch statt linear von k& abhéngen. Die
GrofBlenordnung log k 14st sich nicht verbessern, wie die Untersuchung der unteren
Schranke fiir dieses Problem zeigt:
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3.1 Untere Schranke

Welche Taillenweite reicht nicht aus, um fiir einen Graphen G mit §(G) > 3
einen Minor H mit 6(H) > k (k > 4) zu erzwingen? Allgemein ist es schwierig,
nachzuweisen, ob ein Graph einen solchen Minor nicht enthélt. Wir werden daher
eine einfache Eigenschaft ausnutzen:

Lemma 3.1. Ist G ein 3-requlirer Graph mit n Ecken und H ein Minor von G,
s0 st (6 —2)(0+1) <mn mitd:=09(H).

Beweis. Vi, ..., V, seien die Verzweigungsmengen von H. Ihre Anzahl muf§ grofler
sein als der Minimalgrad von H. Also ist p > § + 1.

Da G 3-regulér ist, ergibt die Summe iiber alle Eckengrade in einer Menge V;
genau 3|V;|. Weil V; zusammenhéngend ist und somit einen aufspannenden Baum
enthilt, ist der Beitrag der inneren Kanten von V; zu dieser Summe mindestens
2(]V;] = 1). Also gibt es hochstens |V;| + 2 viele Kanten die aus V; nach G'\ V;
fithren. Wegen 0(H) = ¢ ist also |V;| > 6 — 2.

Da Vi,...V, disjunkt sind, haben wir (6 +1)(6 — 2) < n. O

Damit stellt sich die Frage, wie viele Ecken ein 3-regulérer Graph mit Taillen-
weite > g mindestens besitzen muB. Sei p(g) diese Anzahl. Der genaue Wert von
w(g) ist derzeit nur bis g = 12 bekannt (siehe [9, 17]). Fiir groBere Werte muf
man sich daher mit Schranken zufrieden geben.

Zur unteren Schranke: Ist v eine beliebige Ecke eines 3-regulédren Graphen G
mit ungerader Taillenweite g, so gibt es genau doppelt so viele Ecken mit Abstand
d < (g—1)/2 zu v wie es Ecken mit Abstand d — 1 zu v gibt (sofern d > 2; Ecken
mit Abstand d = 1 zu v gibt es genau 3). Summiert man die Anzahlen der Ecken
vom Abstand 0,1,...,(¢g — 1)/2 zu v auf, so erhdlt man

1+3(1+2+22+...+2079/2) =3. 20702 _9

Ist g gerade, so beginnt man mit einer Kante und erhélt durch eine &dhnliche
Uberlegung die Schranke p(g) > 2 -29/2+1 — 2 (siehe [2]).

Die derzeit beste obere Schranke stammt von Biggs, Hoare [3] und Weiss
[22] (siehe auch [2]) und besagt, daf es fiir jede Zahl n ein g > n gibt, mit
u(g) < ¢ -2%79 (wobei ¢* eine Konstante ist). In Verbindung mit Lemma 3.1
erhalten wir dann:

Behauptung 3.2. Fir jede Zahl m gibt es ein k > m, so daf$ es einen 3-
reguldren Graphen G- mit g(G) > 8/3log(k — 2) + ¢ (¢ eine Konstante) gibt, der
keinen Minor H mit 6(H) > k besitzt.

Beweis. Zu m gibt es eine ganze Zahl g mit (m—2)(m+1) < ¢*-2%™9_fiir die es —
nach dem oben erwiihnten Satz — einen 3-reguliiren Graphen G mit |G| < ¢*-2%79
und g(G) > g gibt. k sei die kleinste Zahl mit ¢*-2%™9 < (k—2)(k+1) und k > 4.
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Dann ist £ > m und nach Lemma 3.1 enthélt G keinen Minor H mit §(H) > k.
Wegen der Minimalitdt von £ ist

(k>4)

209 > (k—3)k > (k—2)? =logc" + (3/4)g > 2log(k — 2)
= g > 8/3log(k —2) —4/3logc".

Mit ¢ := 4/3log c* ergibt sich daher die Behauptung. O

Eine Schranke, die fiir alle Werte der Taillenweite gilt, erhélt man mit einem
Ergebnis von Sauer [18](siehe auch [6]). Danach ist p(g) < 297!, und mit Lemma
3.1 ergibt dies:

Behauptung 3.3. Fir alle k > 4 gibt es einen 3-requldren Graphen G mit
9(G) > 2log(k — 1), der keinen Minor H mit §(H) > k besitzt.

Beweis. Sei g die grofite Zahl mit (k — 2)(k + 1) > 2971, Wegen k > 4 ist g > 3.
Nach dem Satz von Sauer gibt es einen 3-reguliren Graph G mit |G| < 297! und
g9(G) > g. Nach Lemma 3.1 enthélt G keinen Minor H mit §(H) > k, und da g
maximal gewdhlt wurde, ist

29 > (k—2)(k+1)
= g >log((k — 2)(k+ 1)) > log((k — 1)?) = 2log(k — 1).

]

Mit jeder Verbesserung der Schranke von p(g) erhdlt man auch eine Verbes-
serung von Behauptung 3.3. Es wird vermutet (vgl. Bollobas [6], S. 109), da8 die
einfache untere Schranke von u(g) bereits die korrekte GroBenordnung von p(g)
ist (in [6] wird die Fragestellung fiir Graphen mit §(G) > 3 untersucht, aber es
besteht die Vermutung, daB hier ein Ubergang zu 3-reguliren Graphen keinen
Unterschied macht (vgl. Bollobas [4], S. 13)). Fiir die Werte g < 12 — also die
Werte, fiir die p(g) bekannt ist — liegt jedenfalls p(g) sehr nah an dieser unteren
Schranke (siehe [9, 17]). Mit der Vermutung p(g) ~ 29/2 wiirde sich die Schranke
g9(G) > 2log(k — 1) von Behauptung 3.3 zu g(G) ~ 4log k verbessern.

3.2 Obere Schranke

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl eine Taillenweite von 6[log(k/2)] + 4 aus-
reicht, um einen Minor mit Minimalgrad £ zu erzwingen.

Zur Vorgehensweise des Beweises: Unter Ausnutzung der Taillenweite und
des Minimalgrades erhalten wir eine Partition der Eckenmenge in Bdume von
niedrigem Durchmesser, aber hoher Anzahl von Ecken. Durch Kontraktion dieser
Baume erhélt man dann den gewiinschten Minor. Mit diesem Ansatz erreicht
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man bereits eine Verbesserung der Taillenweite-Schranke auf 8[log(k/3)] + 2 (in
dem Fall verlauft zwischen je zwei Baumen maximal eine Kante, siche [10]). Um
aber noch néher an die untere Schranke zu gelangen, mufl man die Anzahl der
Kanten zwischen zwei Badumen sehr viel genauer abschitzen. Zum Abschétzen
dieser Anzahl werden wir die beiden folgenden Lemmata brauchen, fiir die wir
wiederum den Begriff des Wurzelbaums und sich daran anschlielende Begriffe
benotigen.

Ein Wurzelbaum B ist ein Baum mit einer ausgezeichneten Ecke w, die Wurzel
genannt wird. Die Tiefe von B ist der grofite auftretende Abstand zu w. Auf der
Eckenmenge von B erhalten wir eine partielle Ordnung, indem wir fiir zwei Ecken
x,y aus B x < y setzen, falls z auf dem eindeutig bestimmten Weg von w nach
y liegt. Ist y # x, wird y als Nachfolger von x bezeichnet, und ist y zusétzlich
mit x benachbart, so heifit y direkter Nachfolger von . Umgekehrt nennen wir x
(direkten) Vorgéanger von y, wenn y (direkter) Nachfolger von x ist. Betrachten
wir eine Ecke x aus B, so wird auf der Eckenmenge {y : x < y} ein Wurzelbaum
mit Wurzel z induziert, den wir als den durch z induzierten Ast bezeichnen.

Ein 2-Baum sei ein Wurzelbaum, dessen innere Ecken genau zwei direkte
Nachfolger haben. Auch den Baum, der nur aus einer Ecke besteht, bezeichnen
wir als 2-Baum (in dem Fall ist die Wurzel auch das Blatt). Fiir einen Wurzelbaum
bezeichnen wir mit Ly die Menge der Blitter (,leafs*) von B, die den Abstand
¢t zur Wurzel besitzen.

Lemma 3.4. Ist B ein 2-Baum mit Wurzel w und der Tiefe t, so gilt:
|L%| + 27 L + ...+ 27| LY| = 1.

Beweis. Wir verdndern den Baum schrittweise. Ist = ein Blatt von B mit maxi-
malen Abstand ¢ > 1 von w und ist z direkter Vorgénger von x, so gibt es noch
genau einen weiteren direkten Nachfolger 2’ von z, der ebenfalls ein Blatt sein
muB. Streichen wir nun z und 2’ in B, so wird z dadurch zu einem neuem Blatt.
| Bl*| erniedrigt sich damit um zwei, wihrend |BI*"!| um eins wichst. Der Wert
von 27 (| Bl + | BI'™!|) = 27%| BU'| + 2=~V |BI*~!| bleibt daher konstant und
somit auch die Summe

LY+ 27 Ly + ...+ 27| LY).

Fiithren wir diesen Schritt aus, solange es Bliatter vom Abstand > 0 gibt, gelangen
wir schliellich zu einem Baum, der nur aus der Wurzel w besteht. Fiir solch einen
Baum aber ist die Aussage natiirlich richtig. O]

Fiir den Beweis brauchen wir eine Folgerung aus diesem Lemma und definieren
dazu fiir einen Graphen G und eine Ecke z aus G:

Ve, ={reG:d(z,2)=d}.
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Lemma 3.5. Sei B ein Wurzelbaum mit Wurzel w, dessen innere Ecken alle
mindestens Grad 3 besitzen. Ist t die Tiefe des Baumes und d eine ganze Zahl
kleiner oder gleich t, so gilt:

ILE| + 27 [ LE + ..+ 27D Ly > Ve .

Haben alle inneren Ecken den Grad 3, so ist die Ungleichung mit Gleichheit
erfillt.

Beweis. Zunéchst folgt aus Lemma 3.4, dafl fiir Wurzelbdume T' (der Tiefe p),
deren innere Ecken mindestens 2 Nachfolger haben

|LY) 4+ 27 Ly + ...+ 27P|Lh| > 1 (3.1)

gilt. Denn in 7" kénnen wir an Ecken mit mehr als zwei Nachfolgern die tiberzéhli-
gen Nachfolger samt ihren induzierten Asten abtrennen und gelangen so zu einem
2-Baum 7”. Jedes Blatt aus T” ist auch ein Blatt in 7', und nach Anwendung von
Lemma 3.4 auf 7" erhalten wir somit (3.1).

Den durch eine Ecke = € Vg,w induzierten Ast bezeichnen wir mit B,. Ein
Blatt in B vom Abstand d + ¢ zu w ist dann ein Blatt vom Abstand ¢ zu x in
einem Ast B,. Besitzen alle inneren Ecken von B den Grad 3, so ist B, ein 2-
Baum und wir kénnen direkt Lemma 3.4 anwenden. Ansonsten wenden wir (3.1)
auf jeden dieser Aste an. In beiden Féllen summieren wir und erhalten so die
Aussage. Genauer: |LEH| = ervgw‘LiBz‘ und daher

L%+ 27 LG + .. 27D L) =
(3'1) emma 3.
S (LG + 27 L, 4.+ 27 ILE) > (homme 3.4y > 1=1|V4,l

xEVg’w $EVg7w
[

Satz 3.6. Fiir jedes k € IN hat jeder Graph G mit Minimalgrad 6(G) > 3 und
Taillenweite g(G) > 6[log(k/2)] + 4 einen Minor H mit 6(H) > k.

Beweis. Wir setzen d := [log(k/2)].

Sei X C V(G) maximal mit d(x,y) > 2d fir alle z,y € X. Fiir jedes z € X
sei T? := {x}. Zu gegebenem i < 2d nehmen wir an, daf} bereits disjunkte Baume
T! C G definiert sind, deren Ecken zusammen genau die Ecken mit Abstand
hochstens ¢ von X in G sind. Verbinden wir nun jede Ecke mit Abstand 7+ 1 von
X mit einem Nachbarn des Abstands i, so erhalten wir eine Familie erweiterter
disjunkter Bdume T'*'. Da jede Ecke von G den Abstand héchstens 2d von X
hat (wegen der Maximalitdt von X), partitionieren die so erhaltenen Baume
T, := T2 die gesamte Eckenmenge von G. Mit dieser Konstruktion enthélt jedes
T, alle Ecken v mit d(x,v) < d, da fir 2’ € X mit 2/ # x d(2’,v) > d ist.
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Spater werden wir folgende Eigenschaft benutzen:

Ist vw € E(G) eine Kante zwischen T, und T,

3.2
mit v € T, und w € Ty, so ist d(y,w) < d(z,v) +1 (32)

Denn: Jede Ecke aus G mit Abstand 7 zu X ist in einem Baum T¢ z € X,
enthalten. Wegen vw € E(G) ist d(X,w) < d(z,v) + 1. Da zudem w € T, gilt,
folgt w € T2 und somit (3.2).

Zunéchst erreichen wir mit Lemma 3.5 eine Abschétzung, wie viele Kanten
aus T, herausfithren. Dazu definieren wir fiir x € X:

E={vwe E(G):veT,weG\T,,dx,v)=i}.

Jede Ecke in G\ T}, ist zu hichstens einer Ecke in T}, benachbart, da wir sonst einen
Kreis der Lange < 4d+2 in G hétten. Daher kénnen wir T, durch Hinzufiigen aller
seiner Nachbarn (mitsamt ihren Kanten) zu einem Baum T, erweitern. Damit ist
|Ei| = |L%|. Auch in T/ besitzen alle inneren Ecken mindestens Grad 3 und
daher gilt :

27HE 4 ... 427D g2

Lemma 3.5
= 27 L 2T LT > VR L = VEL.
Indem wir mit 2¢*! multiplizieren und V¢ := VG‘Z@ setzen, erhalten wir:
2B + 20 B 44 20| B2 = 2 v, (3.3)

Jede Kante aus E! fiihrt zu einem von 7, verschiedenen Baum 7). Demgemif3
partitionieren wir E in Kantenmengen A’ indem wir e € A;y setzen, falls e

x7y ’

zwischen T, und T, verlduft (und in E! enthalten ist). Somit ist

2| B + 27 BT 4+ 20 B
= > (2MAL |+ 2 AR 420142 )) . (3.4)

x?y
yeX yFr

Die Anzahl der zu T, benachbarten Baume T}, kénnen wir nun mit einem kleinen
Trick auf eine Aussage fiir die Mengen A;,y zuriickfiihren. Dazu definieren wir
fir z,y € X die Indikatorfunktion I wie folgt: I(x,y) = 1, falls es eine Kante
zwischen T, und T}, gibt, und I(z,y) = 0 andernfalls. Dann erhalten wir

(3.3),(3.4)
2d+1 |Vd| S

x

> (4AL |+ 2 A + L+ 20142 ) Iz, y).

I?y
yeX,y#x

2d|A§§7yy 4207 AT 20\A§?y| < |V (3.5)

x?y
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gilt, erhalten wir

VA < TV (2, y)

yeX,y#z

und konnen |V4| herauskiirzen. Nach Definition von I(x,vy) ist dann T, zu min-
destens 2%t vielen anderen Biumen T, benachbart. Der Minor H, der durch
Kontraktion aller Biume T, entsteht, hat somit den Minimalgrad §(H) > 2-2¢ =
2.2M08k/21 > 9.k /2 = k. Um den Beweis abzuschlieBen, reicht es daher aus, (3.5)
zu beweisen.

Als Hilfsmittel fiir den Beweis von (3.5) werden wir zu jeder Kante e zwischen
T, und T, eine Eckenmenge B, C V¢ zuordnen mit folgenden zwei Eigenschaften:

(B1) |B.| > 224~ mit i := d(z,v), wobei v die Endecke von e ist, die in T, liegt.
(B2) B. N By, = 0 fiir zwei verschiedene Kanten e, ¢’ zwischen T, und Tj,.

Sei also e = vw eine Kante mit v € T, w € T}, gegeben und ¢ := d(x,v). Nach
Konstruktion der Baume 7}, T, ... liegen alle Ecken z € G mit d(z,z) < d in
T,. Es ist daher d < i < 2d. In T}, gibt es genau einen Weg P von x nach v. Auf
P sei z, die Ecke vom Abstand i — d (fiir ¢ = d ist dann z, = x). Als B, wéihlen
wir dann alle Ecken in V¢, die Nachfolger von z. sind. Also haben alle Ecken aus
B. den Abstand d — (i — d) = 2d — i von z.. Da T}, bis zum Abstand d von z ein
induzierter Baum ist, dessen innere Ecken mindestens zwei Nachfolger besitzen,
erhalten wir somit (B1).

Fiir den Nachweis von (B2) reicht es zu zeigen, daf zu verschieden Kanten e, ¢’
zwischen T, und 7T, die Ecken z, und z. unvergleichbar (in 7},) sind. Denn dann
sind die durch z, und z. induzierten Aste disjunkt und somit auch B, und B,
(da Teilmengen dieser Aste). Nehmen wir also an, z, und z. sind vergleichbar.
Ohne Einschrankung sei z, = 2. Sei e = vw, ¢’ = v'w’ mit v,v" € T, w,w" € T,,.
Wir setzen ¢ := d(x,v) und zeigen, dafl zwischen 7, und 7}, ein Kreis existiert,
der kleiner ist, als es die Taillenweite vorgibt.

Kreis zwischen T}, und T,
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Sei P,,, der Weg der Lénge i — (i — d) = d von 2z, nach v. Aus z, < zo <0/
folgt, dafl v’ ein Nachfolger von z, ist. Da v' héchstens den Abstand 2d von z hat,
gibt es also einen Weg P,_, zwischen v’ und z. der Lange < 2d — (i —d) = 3d —i.
Wegen i = d(x,y) gibt es nach (3.2) einen Weg P, , in T, von w nach y der Lange
< d(xz,v)+1=i+1. Zuletzt gibt es einen Weg P, ,» zwischen y und w’ der Lénge
< 2d. Mit den Wegen P,_,,, Py, Py, P, und den Kanten vw, v'w’ ergibt sich
die Existenz eines Kreises der Linge

< l(Pze,v) + l(Py,w) + Z(Py,w’) + Z(Pze,v’) +2
<d+(i+1)+2d+ (3d —i) +2 = 6d + 3.

Widerspruch! Also besitzt jede Menge B, die geforderten Eigenschaften, und wir
erhalten:

z,Y

2d
d| Ad d—1 d+1 0| A2d | __ 2d—1 7
21 AL |+ 2 AT 420 A% = 22 AL
i=d

2d 2d
=y D o " > > B v,
i=d i=d

i=d ecAl , i=d ecAi ,
Damit haben wir (3.5) bewiesen, womit der Beweis abgeschlossen ist. ]
>

Corollar 3.7. Es gibt ein ¢ € R, so daf$ jeder Graph G mit Minimalgrad §(G)
3 und Taillenweite g(G) > 6[logr + 3 loglogr] + ¢ einen K™-Minor enthilt.

Beweis. Wir setzen ¢ := 4 + 6[log(c’/2)], wobei ¢ die Konstante aus dem
Satz von Kostochka [16] und Thomason [20] ist (siche auch [10]), nach dem
ein Graph mit Durchschnittsgrad mindestens ¢/rv/logr einen K" als Minor be-
sitzt. Es ist 6[logr + $loglogr] + ¢ > 6[logr + log/logr + log(c'/2)] + 4
= 6[log(('rv/logr)/2)] +4. Also besitzt G nach Satz 3.6 einen Minor H mit
d(H) > dry/logr. Somit ist K" als Minor in H und damit auch als Minor in G
enthalten. O

3.3 Differenz der Schranken

Zwischen Satz 3.6 und Behauptung 3.2 gibt es eine Liicke. Auch die vermutete
untere Schranke ~ 4 log(k) ist noch um ein Drittel kleiner als die von Satz 3.6. Es
ist daher interessant, zu untersuchen, ob die im Beweis von Satz 3.6 benutzten
Methoden ausgereizt wurden.

Im ersten Schritt des Beweises werden die Baume T,,x € X ausgewdihlt.
Konnte man die Menge X so wéhlen, daf§ alle Ecken in G einen Abstand o mit
d < a < 2d zu X haben (und nach wie vor d(z,y) > 2d + 1 fir x,y € X,z # y
gilt), so wiirde dies zu einer Verbesserung der Taillenweite-Schranke fithren: statt
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6d+4 mit d = [log(k/2) | wiirde 2d+2a+4 ausreichen. Um das zu zeigen, gehen
wir die Stellen im Beweis von Satz 3.6 durch, in denen die Taillenweite benutzt
wird.

Im wesentlichen wird die Taillenweite gebraucht, um (3.5) zu beweisen. Dies
erreichten wir, indem wir zeigten, daf}, wenn die fiir 2 Kanten e = vw, e’ = v'w’
mit v,v" € T, w,w" € T, definierten Ecken z, z. vergleichbar wéren, G einen
Kreis der Lange 6d+3 héitte. Dabei wird der Abstand von x nach v' und von y nach
w’ jeweils durch 2d abgeschétzt. Konnen wir diesen Abstand durch o abschétzen,
so erhielten wir einen Kreis der Lénge 2d + 2a + 3. Die Taillenweite wird im
Beweis sonst nur benutzt, um zu zeigen, dafl die Baume 7, (bzw. die Hilfsbaume
T7) induziert sind (fiir die Gleichung (3.3) und fiir (3.5) bei der Bedingung (B1)).
Dazu aber reicht eine Taillenweite von 4d + 3. Es ist aber 2d + 2o + 4 > 4d + 3.

In Kapitel 4 wird gezeigt, dafl die Aufgabe, in einem Graphen eine Menge
X mit den oben genannten Eigenschaften zu finden, NP-vollstdndig ist. Somit
ist auch eine allgemeine (effiziente) Klassifzierung der Graphen, die eine solche
Menge besitzen, nicht moglich (sofern P # N P).

Nach der Wahl von X und der Bildung der Baume T, wird im Beweis mittels
der Ungleichungen (3.3) und (3.5) gezeigt, daB jeder Baum T, zu 2%*! vielen
anderen Bédumen benachbart ist. Kann es iiberhaupt zwei Béaume T}, T, geben,
deren innere Ecken mindestens Grad 3 besitzen, fiir die die Ungleichungen (3.3)
und (3.5) mit Gleichheit erfiillt sind, ohne daf es einen Kreis zwischen T, und
T, der Liange < 6d + 4 gibt? Im folgenden werden wir zwei derartige Baume
konstruieren und zeigen damit, daf§ in diesem Sinne (3.3) und (3.5) scharf sind.
Mit H bezeichnen wir den Graphen, der aus diesen beiden Badumen und den sie
verbindenden Kanten besteht.

Die Béume T}, und T, sind dabei von der Art, wie sie in der Konstruktion des
Beweises von Satz 3.6 auftreten konnen: alle Ecken z € H mit d(z, z) < 2d (bzw.
d(y, z) < 2d) gehoren zu T, (T,). Damit T, (3.3) mit Gleichheit erfiillt, miissen
alle inneren Ecken von T, den Grad 3 besitzen. Da T, nur Bléitter vom Abstand
2d von z enthilt, reduziert sich dann die Ungleichung (3.5) zu

A% < [V =32t (3.6)

Eine einfache Méglichkeit H zu bilden, bestiinde darin, d(y) = 3 - 2¢71 zu
setzen. Dann konnen wir eine Menge A von 3 - 297! Blittern in 7, auswéhlen,
die jeweils nur y als gemeinsamen Vorfahren haben. In 7T} gibt es eine Menge B
von ebenfalls 3 - 2471 Blittern, fiir die jede Ecke aus V¢ genau einen Nachfolger
in B hat. Verbinden wir jeweils paarweise Ecken aus A mit Ecken aus B, so
hétte der kleinste Kreis in dem so erzeugten Graphen H die Linge 6d + 4. Diese
Konstruktion héitte den Nachteil, daB8 T}, eine sehr hohe Anzahl von Blattern
besitzt und daher vielleicht zu vielen weiteren Bdumen benachbart sein miifite.
Da es zudem auch interessant wire, ob die Aussage von Satz 3.6 fiir 3-regulére
Graphen verbessert werden kénnte, wollen wir eine Konstruktion angeben, in der
die inneren Ecken von sowohl T}, als auch T jeweils Grad 3 haben.
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Die Eckenmenge von 7). definieren wir mit V(7)) = {(z)}U{{z} x{0,1,2}}U
{{z}x{0,1,2} x{0,1}* : i = 1,...,2d—1}. Dabei bezeichne A x B das kartesische

i—mal

Produkt {(a,b) : a € A,b € B} und A’ ist die Abkiirzung von A x ... x A. Fiir
eine kompakte Schreibweise lassen wir Kommata und Klammern weg, kiirzen also
(21,22, ...,2) 2u z129... z; ab (da z; jeweils nur fiir eine Ziffer oder fiir x oder y
steht, liegt hier keine Verwechslungsgefahr vor). Die Ecke 2, ...2; € V(T,) mit
i > 2 verbinden wir dann mit z; ... z;_;. Analog definieren wir die Eckenmenge
von T, mit V(T,) = {(z)} U {{y} x {0,1,2}} U {{y} x {0,1,2} x {0,1}* : i =
1,...,2d — 1} und entsprechend auch die Kanten in 7.

Zu jeder Ecke x 27 ...zgy mit Abstand d von x wihlen wir einen Nachfolger
T 21 ...24%441 - - - 224 vom Abstand 2d aus, den wir mit p,(x 21 ... z4) bezeichnen.
Analog wéhlen wir zu jeder Ecke y 21 . .. z; mit Abstand d von y einen Nachfolger
Py(y 21 ...24)in T, aus, der den Abstand 2d zu y hat. Um 7T}, und 7}, zu verbinden,
definieren wir eine Funktion ¢, die jeder Ecke x z; ... z; mit Abstand d von x eine
Ecke ¢(z21...24) = y2i...2; in T, zuordnet. Wir verbinden dann die Ecke
pe(x 21 ... 2q) mit p,(p(x21...24)). Da es in T}, genau 3 - 277! viele Ecken vom
Abstand d zu x gibt, ist somit (3.6) mit Gleichheit erfiillt. Mit ¢(z 21 ...24) =

(Y, p1(x 21 ... 2q)y .., Pa(x 21 ... 29)) definieren wir ¢;(z 21 ... 2q) = zgy1-; fir i =
2,...,d—1. ¢; und ¢4 héngen nur von z1, zg ab und werden wie folgt definiert:
($1,04) : |za= 0 1
21 =
0 (0,0) (1,0)
1 (0,1) (2,0)
2 (1,1) (2,1)

¢ ist eine injektive Funktion: Angenommen ¢(xzy...24) = ¢(x2]...25). Aus
Gi(rz1...24) = Zay1—i = 2y = Gi(vzp...zy) firi = 2,...,d — 1 folgt
zj = 2 fir j = 2,...,d — 1. Anhand der obigen Tabelle ist zu sehen, daf
aus ¢1(r21...24) = d1(x 2y ... 25) und ¢u(z 21 ... 24) = ¢da(z 2] ... 2,) schlieBlich
21 = z1 und zg = 2, folgt. Also ist ¢ injektiv.

P (x00) p, (4 00) yoo = $(x00)
P "Ny N

x00_... .
xoﬁ‘o’(’“ .- (xoD) Pylq0l) .
- Bx1 >< pylyto)__

<

xi0_...-
% x4 - s
x 1l pe(x1) Py (41
2 x20 b (20 ><_ (4209
e e —*
x2l pelx21) Py (y2l)
L TS —

Graph H, wenn d = 2 ist
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Nachdem wir H definiert haben, kommen wir zum entscheidendenden Teil:
dem Nachweis, dafl in H alle Kreise mindestens die Lange 6d + 4 besitzen. Sei
also C' ein Kreis in H. C' muf} eine gerade Anzahl von Kanten benutzen, die
zwischen T, und T}, verlaufen. Sind es vier oder mehr, so hat C' mindestens die
Lénge 8d, da sowohl in T, als auch 7, die FuBlpunkte zweier solcher Kanten
den Mindestabstand 2d haben. Nehmen wir also an, C' benutzt zwei Kanten e, €/
zwischen T, und T,. Die FuBpunkte dieser Kanten in 7} seien p,(a) und p,(b)
mit a =z a;...agund b=z 3 ..., Nach Definition von H sind dann p,(¢(a))
und p,(¢(b)) die anderen FuBpunkte der beiden Kanten e,e’. Die Lange von C
erhalten wir, indem wir in 7, und in 7, die Linge der Wege zwischen diesen
FuBpunkten bestimmen.

Der in T, eindeutig bestimmte Weg zwischen p,(a) und p,(b) setzt sich zu-
sammen aus drei Wegen in T}.. Zwei Wege von p,(a) nach a und von p,(b) nach b
(jeweils mit der Léange d) und einem Weg von a nach b. Der Weg von z o ... a4
nach x 3y ... B4 lauft iiber den ersten gemeinsamen Vorfahren den z o . .. g und
x 1 ... Bq besitzen. Dies aber ist nach Konstruktion gerade die Ecke z oy ... ag_1,
wenn k die kleinste Zahl mit oy # 0 ist. Im Fall oy # 3; ist die Wurzel x der
kleinste gemeinsame Vorfahre. p,(a) und p,(b) sind somit durch einen Weg der
Lange 2d + (d — (k= 1))+ (d — (k — 1)) = 4d — 2k + 2 in T, verbunden.

Um die Lange des Weges zwischen p,(¢(a)) und p,(¢(b)) in T, zu erhalten,
miissen wir ganz analog die kleinste Zahl [ mit ¢;(a) # ¢;(b) bestimmen. p,(¢(a))
und p,(¢(b)) sind dann in 7, durch einen Weg der Lénge 4d — 2] + 2 verbunden.
Zusammen mit e, e’ ist damit die Linge von C' genau 8d + 6 — 2k — 2[. Damit
C mindestens die Lange > 6d + 4 hat, mufl daher d + 1 — k& > [ sein. Ist k €
{2,...,d =1}, so folgt aus oy # B auch ¢g11-1(a) = Cgr1—(@+1-k) = 0k 7 B =
Bat1—(d+1-k) = Par1-k(b). Also | < d+1—Fk. Ist k = 1, haben wir [ < d zu zeigen.
Dies aber folgt aus der Injektivitdt der Abbildung ¢. Ist k = d, so ist a; =
und ag # [4. Wie aus der Tabelle oben ersichtlich, ist dann ¢1(a) # ¢1(b).



Kapitel 4

k-dominierende, g-unabhingige
Mengen

Mit dem Beweis von Satz 3.6 stellt sich die Frage, ob es in einem Graphen G eine
Eckenmenge X C V(G) gibt, so daff zum einen die Ecken aus X untereinander
einen Abstand von mindestens 2d + 1 haben und zum anderen alle Ecken in
G zu X einen kleineren Abstand als 2d besitzen. Wére dies moglich, konnte
man dadurch, wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde, die Schranke von Satz 3.6
verbessern. Allgemeiner 148t sich das Problem so formulieren: In einem Graphen
G ist eine k-dominierende, g-unabhéngige Menge X (kurz (k, ¢)-du-Menge) eine
Eckenmenge X C (G, so dafl zum einen X eine k-dominierende Menge fiir GG ist,
also d(X,z) < k fiir alle z € V(G) gilt und zum anderen X g-unabhéngig ist,
also d(z,y) > ¢+ 1 fur alle z,y € X mit x # y gilt.

Fiir welche Tupel (k,q) 148t sich in einem Graphen G immer eine (k, ¢)-du-
Menge X finden? Gibt man eine maximale g-unabhéngige Menge X vor, so ist X
auch g-dominierend. Andernfalls géibe es eine Ecke v im Graphen mit d(X,v) > q,
womit X U {v} ebenfalls g-dominierend wére (dies nutzten wir bereits im Beweis
von Satz 3.6 aus). Ist k < ¢/2, so kann es in einem zusammenhéngenden Graphen
keine (k, ¢)-du-Menge X mit | X| > 1 geben. Angenommen es gibt doch eine solche
Menge X. Sei x € X. Wegen |X| > 1 gibt es eine Ecke y mit d(z,y) = [¢/2].
Damit X k-dominierend ist, muf} es ein 2’ € X, 2’ # x, mit d(2',y) < k geben.
Dann aber ist d(z,2") < [q/2] + k < q. Widerspruch! Offen ist also, wann es in
einem Graphen (k, g)-du-Mengen mit ¢/2 < k < ¢ gibt. Wir werden zeigen, daf
das zugehorige Entscheidungsproblem NP-schwer ist.

Zunéchst aber geben wir an, was iiber das Problem bekannt ist. Dominierende
Mengen wurden in den letzten Jahren intensiv untersucht (wie sich in den Sam-
melbénden [12, 13] zeigt). Varianten, die behandelt wurden, sind k-dominierende
Mengen, deren Ecken unabhiingig bzw. k-unabhiingig sind (siche auch den Uber-
blicksartikel tiber ,,Distance domination“ von Henning in [13]). Ein weiterer Spe-
zialfall sind dominerende Mengen, deren Ecken 2-unabhéngig sind (solche Mengen
werden auch als effiziente dominierende Mengen oder perfekte Codes bezeichnet).
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Eine natiirliche Verallgemeinerung sind somit (k, ¢)-du-Mengen, die von Kloster-
meyer [14] eingefithrt wurden. Smart und Slater [19] (siehe auch [12], Kapitel
4) zeigten, dafl es NP-schwer ist, zu entscheiden, ob ein Graph eine (1,2)-du-
Menge besitzt. Durch eine Erweiterung der Konstruktion von Smart und Slater
zeigt Klostermeyer [14], dal das Problem auch im Fall von (k,2k)-du-Mengen
NP-vollstandig bleibt und stellt die Frage fiir den allgemeinen Fall.

Wir lésen dieses Problem mit Satz 4.2. Wahrend es einfach ist, (k,q)-du-
Mengen fiir £ = ¢ zu finden, stellt sich heraus, daf§ das Problem in allen anderen
Féllen (¢/2 < k < q) NP-vollsténdig ist. Um das zu zeigen, werden wir es auf
das NP-vollstindige Problem 1-in-3 3SAT ohne negierte Variable (sieche [11])
zuriickfithren. Ein 1-in-3 3Sat Problem S (den Zusatz ,,ohne negierte Variable“

lassen wir in Zukunft fort) hat als Eingabe n boolesche Variable u, ..., u, und
m Klauseln C1, ..., Cp, der Form C; = a;Vb;V¢; mit a;,b;,¢; € {uy,...,u,}. Eine
Losung ist eine Belegung der Variablen ug, ..., u, mit den Werten ,wahr® oder

yfalsch® so daf} jede Klausel genau eine Variable mit dem Wert ,wahr® enthélt.

Fiir die Reduktion von Entscheidungsproblemen auf bekannte NP-vollstandi-
ge Probleme werden von Garey und Johnson [11] drei grundsétzliche Methoden
herausgearbeitet. Wir werden hier durch ,, Komponenten-Design® zum Ziel kom-
men. Das heifit, wir werden jede Klausel C; und jede Variable u; einzeln durch
Graphen ersetzen und geeignet verbinden, so dafl die Wahl der Wertzuweisung
in dem zu wu; gehorigen Graphen realisiert wird und durch den zu C; gehorigen
Graphen die Klauseln getestet werden.

Fiir die Konstruktion werden wir Sterngraphen benutzen, von deren Zentren
2r Wege mit den Langen 1,1,2,2...,r r ausgehen. Solche Graphen bezeichnen
wir als ST"-Graphen. Entscheidend wird folgende Eigenschaft sein:

Lemma 4.1. Sei k,q €IN mit 1 <k < q und G ein Graph, der aus einem ST"-
Graphen S mit Zentrum z und einem (beliebigen) Graphen H bestehe, die nur
die Ecke z gemeinsam haben. Ist X eine (k,q)-du-Menge von G, so folgt z € X .

Beweis. Angenommen 2z ¢ X. Die Wege von S, die an z anliegen, bezeichnen wir
mit Wi, ..., Wy, WJ, ..., W/. Dabei haben die Wege W; und W/ jeweils die Lénge
i. Die Endecken von W; bzw. W/ bezeichnen wir mit w; bzw. w}. z, sei eine Ecke
aus X mit minimalen Abstand a zu z (der grofer als 0 ist, da z selbst nicht zu
X gehort).

1. Fall: 0 < a < ¢/2. Dann gibt es genau eine Ecke in X mit Abstand a von
z (gébe es zwei, hitten diese zueinander einen Abstand von héchstens 2a < g).
Besteht X nur aus der Ecke z,, so ist X N W}, = () oder X N W/ = () und damit
auch d(X,wy) > k oder d(X,w;) > k. Widerspruch!

Es gibt also ein y € X \ {z,}. Wegen ¢ + 1 < d(24,y) < d(z4,2) +d(z,y) <
a+d(z,y) muB d(z,y) > g+ 1 — « sein. Mit §:= min ({d(z,z) : 2 € X} \ {a})
ist daher > ¢+ 1—a >¢q/2+1> 2. Ws_; bzw. Wé_l enthalten nur dann eine
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Ecke aus X, wenn sie z, enthalten. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen,
daB x, & Wjs_; gilt. Dann haben wir

d(X,wg_1) =d(za,ws_1)=08—-1+a>(q+1—a)—1+a=q>k.

Widerspruch!

2. Fall: a > ¢/2. Dann enthélt W,_; keine Ecke aus X, und daher haben wir:
d( X, we_1) =d(To,We—1) =a—14+a>2a—1>q>k.
Widerspruch! |

Satz 4.2. Fir q/2 <k < q (k,q € IN\ {0}) ist das Entscheidungsproblem ,Hat
G eine (k,q)-du-Menge?“ NP-vollstindig.

Beweis. Ist eine Menge X C V(@) gegeben, so 148t sich in polynomieller Zeit
priifen, ob X eine (k,q)-du-Menge ist. Somit ist das Problem in NP. Um zu
zeigen, dafl es auch NP-vollstdndig ist, werden wir zu einem 1-in-3 3SAT Problem
S einen Graphen G konstruieren, so dafl S genau dann losbar ist, wenn G eine
(k, q)-du-Menge besitzt. Sei also S, bestehend aus den Variablen uy, ..., u, und
den Klauseln C4,...,C,, mit C; = a; V b; V ¢;, gegeben. Fiir jede Variable u;
von § fiigen wir in G zwei Ecken u;, @; hinzu, die durch einen Weg der Linge «
verbunden sind, wobei a@ = 1 ist, wenn ¢ gerade ist, und o = 2 andernfalls. Fiir
jede Klausel C; fiigen wir einen Graphen G; hinzu, der jeweils die Ecken a;, b;, ¢;
enthélt.

Zur Konstruktion von G; definieren wir 7 := [¢/2] und r := |¢/2]. G; setzt
sich zusammen aus zwei ST*-Graphen Hi und Hj mit Zentren 2z}, 25 und Ecken
i,y und ag, by, ¢, die wir wie folgt durch Wege miteinander verbinden wollen:
jeweils ein Weg der Lénge r von z nach a;, b; und ¢;, ein Weg der Lange 7+ 1 von
x; nach 2}, ein Weg der Linge k — r von x; nach y; (im Fall k = ¢/2 entfillt der
Weg und es ist y; = x;) und schlieBlich ein Weg der Linge k + 1 von y; nach z3.
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Den durch diese Komponenten erzeugten Graphen bezeichnen wir mit G. Of-
fenbar 148t sich G in polynomieller Zeit aus S gewinnen.

Beispiel: Graph G, wenn S aus den Variablen ug, . .., u; und den Klauseln
Ci=up Vus Vuz, Cy=1usVuzVuy,Cy =us VusgV us besteht.

Wir zeigen nun, dafl G genau dann eine (k, g)-du-Menge besitzt, wenn S eine
Losung besitzt.

1. G besitzt eine (k,q)-du-Menge X Dann ist nach Lemma 4.1 2}, 2} €
X(@i=1,...,m).

Esist d(y;,2}) =7+ 1+k—7r > k+1und d(y;, 25) = k + 1. Eine Ecke, die
zu y; hochstens den Abstand k besitzt, kann nicht auflerhalb von G; liegen, da
bereits a;,b; und ¢; einen Abstand von k zu y; besitzen. a;,b; und ¢; haben zu
2t den Abstand r + 7+ 1 = |¢/2] + [¢/2] +1 = ¢+ 1 und zu z} den Abstand
r+(k—-r)+(k+1) =2k+1 > g+ 1. Damit sind sie die einzigen Ecken
in G;, die zu z{ und 2} einen Abstand von mindestens ¢ + 1 besitzen. Also ist
X N{a;, b, ¢} # 0. Da aber a;, b;, ¢; untereinander den Abstand 2r < ¢ haben,
ist | X N {ai,b;,c;}| = 1. Somit erhalten wir eine Losung von S, indem wir den
Variablen u;, die in X liegen, den Wert ,,wahr“ zuordnen und den anderen den

Wert ,.falsch®.

2. S ist 16sbar Sei eine Losung von S gegeben. Wir definieren W := {u; : ;
besitzt den Wert ,wahr“} und W := {; : u; besitzt den Wert ,falsch“}. Dann
setzen wir X = WUW U {z},..., 2"}y U{z, ..., 2"} und zeigen, daB X eine
(k, q)-du-Menge von G ist.
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Zuerst priifen wir, dal X g-unabhéngig ist, also d(z,2’) > ¢ fir z,2’ € X
gilt. Sind x, 2’ € W, so kommen sie nach Voraussetzung nicht gemeinsam in einer
Klausel vor, und es ist d(x,z’) > ¢ nach Konstruktion von G. Sind z,2’ € WUW
und gehoért z oder 2’ zu W, so haben wir d(x,2') > 2r + a = q + 1. Bleibt
zuletzt der Fall, dal  oder 2’ vom Typ z; ist. Ohne Einschrinkung konnen wir
annehmen, dafl x = zj ist. Dann haben die Ecken aus Gj, die fiir 2’ in Frage
kommen, bereits einen Abstand von 7+ 1+ (k—r)+(k+1) > 2k +2 > g+ 2
bzw. ¥+ 1+ 1= ¢+ 1 zu z. Somit ist X g-unabhéngig.

X ist auch k-dominierend: Da entweder u; € X oder u; € X ist, gilt fiir
jede Ecke v des Weges zwischen w; und @; d(X,v) < a < k. Bleibt somit zu
priifen, ob fiir jede Ecke v € V(G;) \ {ai, b;, ¢;} ebenfalls d(X,v) < k gilt. Ohne
Einschrinkung sei a;, b;, & € X. Dann ist d(a;,y;) = r+ (k —r) = k, also ist
d(a;,v) <k, wenn v eine Ecke des Weges zischen a; und y; ist. Die Ecken der zwei
Wege zwischen z; und b; und zwischen z; und ¢; haben, bis auf die Ecke z; selbst,
héchstens den Abstand 7—1+a zu b; oder ¢;. Ist ¢ gerade, soist r—14+a = ¢/2 < k
und ist ¢ ungerade, soist r—1+a=(¢—1)/2—-1+2=(¢+1)/2 = [q/2] < k.
Da die restlichen Ecken von G; hochstens den Abstand k zu z} oder 2? besitzen,
ist somit X k-dominierend.

Da die hier angegebenen Abschitzungen jeder Ecke v von G; eine Ecke x € X
zuordnen mit d(z,v) < k | konnen wir die Zuordnung verdeutlichen, indem wir
G, durch Entfernen von 4 Kanten in die entsprechenden Komponenten aufteilen.

Aufteilung von G; in Komponenten, fiir die X k-dominierend bleibt.
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Zusammenfassung

Die Arbeit teilt sich in drei Teile auf. Im ersten Teil wird eine Verallgemei-
nerung des Zusammenhangsbegriffs, der f-Zusammenhang eingefiihrt. Der f-
Zusammenhang héngt von einer Funktion f :IN\ {0} — IN ab. Je stérker f
wachst, um so grofler ist der Zusammenhang im Graphen. Als zentraler Satz
wird gezeigt, dal ein f-zusammenhangender Teilgraph der Ordnung m (fiir eine
Funktion f mit lim, . f(n) = o0) in jedem Graphen mit Durchschnittsgrad
mindestens 2m enthalten ist.

Im zweiten Teil wird gezeigt, daBl ein Graph mit Taillenweite mindestens
6[log(k/2)] + 4 und Minimalgrad mindestens 3 einen Minor mit Minimalgrad
mindestens k£ enthélt. Dies stellt eine Verbesserung eines Satzes von Thomassen
dar. Als Folgerung daraus erhélt man, daf§ ein Graph mit Minimalgrad minde-
stens 3 und Taillenweite mindestens 6[logr + %log logr] 4+ ¢ einen K"-Minor
enthélt.

Im letzten Teil schliefllich werden k-dominierende, g-unabhéingige Mengen
untersucht — ein Thema, das sich aus dem zweiten Teil ergibt. Klostermeyer
stellte die Frage nach der Komplexitdt des Problems, ob ein Graph eine k-
dominierende, g-unabhéngige Menge besitzt und zeigte, dafl es fiir einen Spe-
zialfall NP-vollsténdig ist. Dieses Problem wird in der Arbeit geltst; es stellt sich
heraus, dafl es in allen nicht-trivialen Féllen NP-vollstandig ist.
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