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0 Einleitung

In der Graphentheorie gibt es viele Ansétze, um hochzusammenhéngende Teile eines Graphen
zu identifizieren. Dafiir werden konkrete hochzusammenhéngende Strukturen, wie der k-Block
aus [0], eine Menge aus mindestens k Ecken, sodass keine zwei dieser Ecken durch Léschung
von k Ecken getrennt werden kénnen, definiert und untersucht. Um die Frage, fiir welche k € N
wo im Graphen k-Blocke existieren, zu beantworten, wird die Struktur des Graphen insgesamt
untersucht. Robertson und Seymour verallgemeinerten die Idee solcher konkreten hochzusam-
menhédngenden Strukturen mittels folgenden Konzepts: Fiir jede Teilung s kleiner Ordnung
wird jeder hochzusammenhéngende Teil H des Graphen auf einer Seite der Teilung liegen, da
s zu kleine Ordnung hat, um H zu zerschneiden. Auf diese Art und Weise orientiert H also alle
Teilungen kleiner Ordnung. Robertson und Seymour erkannten, dass die Art und Weise wie H
diese Teilungen orientiert, alle wichtigen Informationen {iber H enthélt und fiihrten damit das
Konzept des Tangles [7] ein. Ein Tangle ist eine Orientierung aller Teilungen kleiner Ordnung
in konsistenter Weise,sodass je zwei Teilungen nie voneinander weg zeigen. Diese abstrakte
Art und Weise, Tangles zu definieren, enthélt dabei vorher betrachtete konkrete hochzusam-
menhédngende Strukturen wie k-Blocke als Spezialfille.

Tangles erfassen jedoch auch Strukturen, die konkret schwer zu beschreiben sind. Bei einem
k-Block lasst sich eine explizite Eckenmenge angeben, die schwer zu trennen ist. Anders ist
es beispielweise bei Gittern bzw. Gitterminoren. Jede Ecke eines Gitters kann durch Loéschen
ihrer Nachbarn mit einer Teilung kleiner Ordnung vom Gitter abgetrennt werden, global ist ein
Gitter jedoch sehr stark zusammenhéngend, d.h. Teilungen kleiner Ordnung kénnen immer nur
kleine Teile abtrennen. Dementsprechend orientiert ein Gitter alle Teilungen kleiner Ordnung
und diese Struktur lasst sich durch Tangles gut beschreiben. Letztlich bieten Tangles damit
einen Ansatz, um alle konkreten Ausprdgungen von hochzusammenhéingenden Unterstruktu-
ren zu erfassen und zu untersuchen. Dafiir kodieren wir mit der Wahl einer verbotenen Menge
F verschiedene Arten von konkreten F-Tangles.

Mit der Abstraktion hin zu allgemeinen Tangles geht auch die Verallgemeinerung der untersuch-
ten Systeme einher. Wenn ein Tangle nur die Information enthélt, wie Teilungen kleiner Ord-
nung orientiert werden, setzt dies nicht explizit eine Graphenstruktur mit den standardméfig
gewdhlten Teilungen iiber die Kanten des Graphen voraus. Dementsprechend folgte auf das
Konzept des abstrakten Tangles auch das Konzept von abstrakten Teilungssystemen. Damit
kénnen wir beinahe beliebige Mengen und Strukturen betrachten und auf ihnen Teilungen de-
finieren. Dabei ist fiir die Tangles nur wichtig, wie die Teilungen in der Struktur zueinander
liegen, d.h. wir brauchen eine partielle Ordnung. Die klassischen Orientierungen einer Teilung
geben wir allgemein durch eine ordnungsumkehrende Involutionsfunktion wider.

Fiir konkrete hochzusammenhéngende Strukturen H gab es bereits hdufig Dualitétsséatze fol-
gender Form: Entweder enthélt der Graph H oder wir finden eine bauméhnliche Zerlegung des
Graphen in kleine Teile. Ein nicht offensichtliches Ergebnis dieser Form lieferten Seymour und
Thomas fiir Netze in einem Graphen [§]. Diese Dualitétssétze lassen sich auch abstrakt repro-
duzieren. Der Tangle-Baum-Dualitéitssatz aus [2] zeigt mit nur wenigen Voraussetzungen an F
eine Dualitdt der obigen Form fiir F-Tangles. Damit enthélt er den erwéhnten Dualitdtssatz
iiber Netze als Spezialfall.

Ein weiteres wichtiges Konzept in der Theorie der Tangles sind die Tangle-Baum-Satze. Auch
diese lassen sich abstrakt formulieren und abstrakt sogar auf verbesserte Art und Weise (kano-
nisch) beweisen. Hat man eine Menge von Tangles auf einer Struktur gefunden, so ist auch deren
Verhéltnis zueinander fiir die Erfassung der Gesamtstruktur von Bedeutung. Da wir Tangles



nur iiber orientierte Teilungen definiert haben, orientieren verschiedene Tangles auch immer
mindestens eine Teilung unterschiedlich. Diese liegt dann zwischen den Tangles und unterschei-
det sie somit. Der Tangle-Baum-Satz aus [3] liefert uns fiir passende Mengen von F-Tangles
eine minimale Menge von Teilungen, welche die Tangles auf besonders effiziente Weise trennt
und dabei selber Baumstruktur hat. In diesem Tangle-Baum haben wir also eine Menge von
Tangles als Ecken und eine Menge von Teilungen als Kanten dazwischen, welche die Tangles
jeweils unterscheiden. Der Tangle-Baum ist damit ein wichtiges Werkzeug zur Untersuchung
der Tangles.

Abstrakte Teilungssysteme und Tangles lassen sich also auch auf anderen Strukturen als Gra-
phen untersuchen. In diesem Sinne wendet diese Arbeit die Konzepte auf zweidimensionale
Flachen an und untersucht deren Form ohne geometrische Methoden. Dazu definieren wir ge-
eignete Teilungssysteme auf Flichen, sowie verschiedene Mengen F und untersuchen die ent-
stehenden Tangles. Wir diskretisieren Fldchen durch Triangulierung und wéhlen als Teilungen
Bipartitionen der Gebietsmengen. Um verbotene Mengen aus F zu bestimmen, greifen wir
auf die geometrische Gréfle des Flacheninhalts zuriick. Ein hochzusammenhéngender Teil der
Flache kann nicht beliebig kleinen Flacheninhalt haben. Daraus folgend werden unsere verbo-
tenen Mengen aus F durch zu kleinen Flacheninhalt gekennzeichnet sein.

Wir gehen dabei wie folgt vor: Im ersten Kapitel stellen wir die benétigten Grundlagen zu ab-
strakten Teilungssystemen und dem Tangle-Baum-Dualititssatz sowie dem Tangle-Baum-Satz
zusammen. Dabei beziehen wir uns auf die Arbeiten [I], [2] und [3] und zitieren hauptséchlich
dort definierte Konzepte in einer fiir unsere Zwecke zusammengestellten Form. In Kapitel zwei
definieren wir konkrete Teilungssysteme auf Flachen und weisen nach, dass diese in sinnvoller
Weise die Ergebnisse des ersten Kapitels umsetzen. AbschlieBend untersuchen wir im drit-
ten Kapitel die erhaltenen Tangles auf ihre Figenschaften und ihren Zusammenhang mit der
geometrischen Form der Flédche. Insgesamt erhalten wir Tangles, deren Existenz durch hochzu-
sammenhédngende Teile der Fliache garantiert wird und die wir teilweise auch unabhéngig von
der gewahlten Triangulierung finden kénnen.

Diese Arbeit beruht inhaltlich auf dem Stoff eines Seminars von Prof. Reinhard Diestel im
Wintersemester 2018/2019. Dort wurden die Grundlagen zu abstrakten Teilungssystemen und
den zitierten Sétzen behandelt. Alle konkreten Definitionen im Bezug auf triangulierte Flachen
wurden eigensténdig erarbeitet und die Eigenschaften der Tangles abgeleitet.

Alle grundlegenden Notationen werden, soweit nicht anders gekennzeichnet, aus [4] und [IJ
iibernommen. In Kapitel werden topolgische Grundbegriffe und Notationen vorausgesetzt.
Alle Abbildungen wurden selbststéandig erstellt.



1 Grundlagen zu Teilungssystemen und Tangles

1.1 Abstrakte Teilungssysteme

Dieses Kapitel klart Grundbegriffe, die wir fiir die Arbeit mit Teilungssystemen brauchen.
Eine (unorientierte) Teilung einer Menge V' ist eine Menge {A, B} mit A, BcV und AuB=V.
Jede Teilung hat genau zwei Orientierungen: Die geordneten Paare (A, B) und (B, A). Die
Involutionsfunktion * bildet jede orientierte Teilung auf ihr Inverses ab: (A, B)" = (B, A).

Ist S eine Menge von Teilungen, so erhalten wir durch

(A,B)<(C,D) = AcCundDcB

eine partiell geordnete Menge (S ,<, %) von orientierten Teilungen mit ordnungsumkehrender
Involutionsfunktion, diese nennen wir Teilungssystem. Wir notieren Teilungen und ihre Inversen
auch mit §* = 5. Die Involutionsfunktion dreht dabei die Ordnung um:

(3<7) e (3§ =52F=7").

Haben wir auf einem Teilungssystem U zusétzlich zwei verkniipfende Funktionen A und v,
sodass je zwei Teilungen 7,5 ein Supremum 7 v § und ein Infimum 7 A § in U haben, so ist
(U,<,%,A,v) ein Universum aus Teilungen. Wir mochten gern die Ordnung von Teilungen

bestimmen und damit in irgendeinem Mafle wiedergeben, wie stark die Teilung unsere Menge
“zerschneidet”. Dazu nutzen wir submodulare Ordnungsfunktionen:

Definition 1.1.1. Eine Funktion ||, die jeder Teilung eines Universums U eine nicht-negative
Zahl zuordnet und fiir je zwei Teilungen 7,5 € U die Bedingung

3] = || und || +|3] > |7 A 8] + |7 v 3]
erfiillt, ist eine submodulare Ordnungsfunktion.

Die Ordnung einer unorientieren Teilung ist |s| := || = |§]. Ist eine Ordnungsfunktion auf einem
Universum U gegeben, so bezeichnen wir die Menge aller orientierten Teilungen in U mit
Ordnung < k mit S.

Wir stellen uns die Orientierung einer Teilung (A, B) so vor, dass die Teilung auf B und weg
von A zeigt. Entsprechend der partiellen Ordnung stehen Teilungen untereinander in Relation.
Zwei Teilungen sind geschachtelt, wenn sie vergleichbare Orientierungen in der partiellen Ord-
nung haben. Wir sagen, 7 zeigt auf s, falls 7 < 5§ oder 7 < 5 gilt und im zweiten Fall zeigen die
Teilungen 7 und § gegenseitig aufeinander. Entsprechend zeigt # von s weg und fiir i < § zeigen
beide Teilungen #* und § voneinander weg. Sind zwei Teilungen nicht geschachtelt, sagen wir,
sie kreuzen.

Abbildung 1: Die Teilungen r und ¢ kreuzen; s und i zeigen voneinander weg; s zeigt auf ¢, r



Manche Teilungen, die laut Definition auftreten, helfen uns jedoch nicht beim Zerlegen der
zugrundeliegenden Menge. So nennen wir eine Teilung s degeneriert, wenn § = § gilt. Eine
Teilung s aus einem Teilungssystem S, fiir die ein r € S existiert, sodass sowohl § < 7 als auch
5 < 7 gilt, nennen wir trivial. Teilungen, fiir die § < § gilt, nennen wir klein. Dabei bildet die
Menge der trivialen Teilungen eine Teilmenge der Menge der kleinen Teilungen.

TODO: gilt Bestimmte Konstellationen von orientierten Teilungen helfen uns besonders beim
Zerlegen einer Menge. Teilungen, die in gewisser Weise alle auf einen gemeinsamen Teil der
Menge zeigen, nennen wir Sterne:

Definition 1.1.2. Ein Stern ist eine Menge o von nicht degenerierten orientierten Teilungen,
die paarweise aufeinander zeigen, d.h. fiir je zwei Teilungen 7, 5 € o gilt 7 < 5.

Aus den je zwei Orientierungen einer Teilung wollen wir im Folgenden héufig genau eine aus-
suchen:

Definition 1.1.3. Eine Orientierung O eines Teilungssytems S ist eine Menge von orientierten
Teilungen, sodass fiir alle s € S genau eine der beiden Orientierungen 3,5 in O enthalten ist.

Dabei wollen wir die Teilungen mit System orientieren, sodass sie uns helfen, hochzusam-
menhéangende Teile der Flache zu identifizieren.

Definition 1.1.4. Eine Orientierung O eines Teilungssystems S heifit konsistent, wenn keine
Orientierungen 7,5 von r # s € S in O enthalten sind, sodass 7 < § gilt.

Anschaulich diirfen je zwei orientierte Teilungen in O nie voneinander weg zeigen.

Um hochzusammenhéngende Strukturen zu identifizieren, nutzen wir konsistente Orientierun-
gen und schrianken diese noch etwas ein. Dafiir definieren wir im Folgenden zwei verschiedene
Konzepte, die in unserer spateren Anwendung sehr dhnlich sein werden.

Definition 1.1.5. Sei U ein Universum. Ein Profil P ist eine konsistente Orientierung eines
Teilungssystems S € U, sodass fiir alle 7,5 € P das Infimum der Inversen ¥ A § nicht in P ist.
Ein Profil heif3t regulér, wenn es keine Inversen von kleinen Teilungen enthélt.

Fiir das zweite Konzept des Tangles bendtigen wir eine weitere Menge, die eine “verbotene”

—

Menge darstellt. Sei F € P(U) eine Teilmenge der Potenzmenge von U.

Definition 1.1.6. Ein F-Tangle 7" ist eine konsistente Orientierung eines endlichen Teilungs-
systems S, die F vermeidet, d.h. es gilt P(T)nF = @.

Form und Existenz der F-Tangles hingen dabei stark vom gewéhlten F ab. In diesem Sinne
sind Profile auch Tangles, dafiir wihlen wir unser F als die Menge der Tripel {7, 3,7 A §}. Fiir
die meisten Anwendungen wird F allerdings als Menge von Sternen gewéhlt, da dies, wie wir
noch sehen werden, eine der Voraussetzungen fiir Dualitdtsbedingungen ist. Haufig und auch
bei den spéteren Definitionen dieser Arbeit, sind F-Tangles fiir das gewihlte F gleichzeitig
Profile.

1.2 Der Tangle-Baum-Dualititssatz

Der folgende Satz beschéftigt sich mit der Frage, ob ein F-Tangle existiert. Erfiillt die ver-
botene Menge F bestimmte Voraussetzungen, so finden wir bei Nichtexistenz eines F-Tangles



stets eine Zerlegung unserer Grundmenge mit einer bestimmten Struktur. Der Tangle-Baum-
Dualitétssatz gibt mit dieser Struktur ein Zertifikat fiir die Nichtexistenz eines solchen Tangles
an. Im Folgenden werden wir die ndtigen Voraussetzungen fiir den Satz einfithren und ei-
ne Prézisierung dieser Zerlegung angeben. Dabei werden Notation und Definitionen aus [2]
{ibernommen. Sei dafiir S ein Teilungssystem in einem Universum U. Wir méchten gerne die
Struktur eines geschachtelten Teilungssystems beschreiben und nutzen dafiir die Struktur von
Baumen.

Definition 1.2.1. Ein S-Baum ist ein Paar (7T, «), wobei T' ein Baum ist und « eine Funk-
tion von der Menge der orientierten Kanten E(7T") des Baums nach S, die mit der Involution
kommutiert, d.h. es gilt a(e) = a(é)* fiir alle é € E(T).

Fiir jede Ecke t € T nennen wir die Menge a(F;) = {a(€) : € e F;} assoziiert mit ¢ in (T, a).
Wenn die Mengen a(F}) fiir alle ¢ € 7' Elemente einer Menge F sind, so nennen wir (7', ) einen
S-Baum iiber F. S-Baume iiber F sind dabei ein klares Zertifikat, dass kein F-Tangle existiert.
Die Teilungen bzw. Kanten im Baum miissten durch einen einen F-Tangle orientiert werden.
Dann finden wir im Baum eine Senke. Die zu dieser Ecke assoziierte Menge liegt dann im Tangle
und aber gleichzeitig auch in F. Dies ist ein Widerspruch und somit garantiert uns der S-Baum
iitber F, dass kein F-Tangle existiert. Dass dies nicht nur in diese Richtung gilt, sondern eine
allgemeine Dualitdtsaussage ist, werden wir mit der Aussage des Tangle-Baum-Dualitétssatzes
sehen.

Wir betrachten nun die Voraussetzungen an die verbotene Menge. Dafiir sagen wir, eine Menge
F erzwingt eine Teilung §, wenn {5} € F ist.

Definition 1.2.2. F ist standard fiir ein Teilungssystem S, wenn es alle trivialen Teilungen in
S erzwingt.

Um die starke Dualitét im Satz zu erreichen und konsistente Orientierungen in Form von
F-Tangles zu bekommen, miissen wir sicher stellen, dass bestimmte Shifts von einzelnen Tei-
lungen und Sternen in F wieder in S liegen bzw. Sterne in F induzieren.

Definition 1.2.3. Sei 7 € S eine beliebige nicht-triviale, nicht-degenerierte Teilung und sei
So € S mit 7 < §y. Dann nennen wir die Abbildung

fl% (8)=38vsound f L (5):=(3v )
von Sy;={3€S : §>#} nach U den Shift.
Wir stellen uns vor, dass wir alle Teilungen aus S iiber $p shiften.

Definition 1.2.4. Eine Teilung $y € S ahmt 7 € U in S nach, wenn §y > 7 gilt und fiir jedes
§ € S\{7} mit 3> 7 gilt, dass SpVv e S.

Eine Teilung $y € S ahmt 7€ U in S fiir F nach, wenn s, die Teilung 7 in S nachahmt und fiir
jeden Stern o € S,7\{7} in F mit einem Element § > 7 auch sein Shift f L in F liegt.

Diese Voraussetzungen fassen wir nun im Begriff der Trennbarkeit zusammen:

Definition 1.2.5. Ein Teilungssystem S ist durch F trennbar, wenn fiir je zwei nicht-triviale,
nicht-degenerierte Teilungen 7,7’ € S, die nicht durch F erzwungen sind und 7 < r’ erfiillen, ein
sg € S existiert, sodass sy genau 7 und $y genau r’ in S fiir F nachahmt.



Mit diesen Definitionen konnen wir den starken Dualitatssatz formulieren:

Satz 1.2.6. (Starker Dualitédtssatz aus [2])

Sei ((7,3, “ A, V) ein Universum aus Teilungen und (g,é, ) ein darin enthaltenes endliches
Teilungssystem. Sei F € 2U eine Menge von Sternen, die standard fir S ist. Wenn S durch F
trennbar ist, gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(1) Es existiert ein F-Tangle von S.

(i1) Es existiert ein S-Baum tiber F.

1.3 Der Tangle-Baum-Satz

Der Tangel-Baum-Satz beschéftigt sich mit der Unterscheidbarkeit von Profilen. Finden wir
auf einer Menge mehrere Profile, so stellen wir uns vor, dass diese an verschiedenen Stellen der
Menge liegen und daher durch eine Teilung dazwischen getrennt werden kénnen. Wir werden
sehen, dass diese Trennung sogar durch geschachtelte Mengen von Teilungen moglich ist. Im
Folgenden fiithren wir die Anforderungen an die Profilmenge ein. Dafiir nutzen wir Definitonen
und die Notation aus [3].

Definition 1.3.1. Seien P und P’ zwei Profile von Teilungssystemen S , SrcU. Wir sagen,
dass die Teilung s € U die Profile unterscheidet, wenn s eine Orientierung hat, sodass § € P und
5 € P’ liegen.

Wenn wir eine Ordnungsfunktion haben, nennen wir die kleinste Ordnung einer Teilung, welche
die Profile trennt, «{ P, P’"). Unterscheidet eine Teilung s die Profile P, P’ und hat Ordnung
k(P, P’), so sagen wir, dass s die Profile effizient unterscheidet.

Als k-Profil in einem Universum U mit submodularer Ordnungsfunktion bezeichnen wir ein
Profil von S). Jedes n-Profil in U induziert damit ein k-Profil in U fiir & < n. Wir werden im
Folgenden hiufig nur Profil in U schreiben und das explizite k, fiir das dies ein k-Profil ist,
unterdriicken.

Definition 1.3.2. Ein Profil P ist n-robust, falls fiir alle 7 € P und alle s € S, gilt: Wenn
sowohl 7 A § als auch 7 A s Ordnung < |r| haben, dann sind sie nicht beide in P enthalten. Eine
Menge von Profilen P ist robust, wenn je zwei Profile durch eine Teilung unterschieden werden
und fiir n = max{k(P,P') : P,P'" € P} +1 die induzierten (P, P') + 1 -Profile von je zwei
Profilen P, P’ in P n-robust sind.

Die Profile in der Menge P orientieren dabei méglicherweise durchaus unterschiedliche Grund-
mengen und sind damit k-Profile fiir verschiedene k € N.

Wir suchen eine Menge von Teilungen, die die Profile eines Universums effizient unterscheidet
und dabei selbst geschachtelt ist.

Definition 1.3.3. Eine Baummenge ist ein geschachteltes Teilungssystem, das keine trivialen
oder degenerierten Teilungen enthélt.
Eine Baummenge ist regulér, wenn sie keine kleinen Teilungen enthélt.

Der Satz liefert uns nun fiir robuste Mengen von Profilen eine solche Baummenge von Teilungen,
die all diese Profile unterscheidet:



Satz 1.3.4. (Nicht-kanonischer Tangle-Baum-Satz fiir Universen aus Teilungen aus [3])
Sei (U,<, ", AV, |]) ein submodulares Universum aus Teilungen. Fiir jede robuste Menge P von
requldren Profilen in U existiert eine requlire Baummenge T ¢ U aus Teilungen, sodass:

(i) Je zwei Profile in P werden durch eine Teilung in T effizient unterschieden;
(i) Keine echte Teilmenge von T unterscheidet P;

(111) Fiir jedes P € P setzt sich die Menge P n T zu einer eindeutigen Orientierung Pr von T
fort. Die Abbildung P — Pr von P zu der Menge O von konsistenten Orientierungen von
T ist biyjektiv.



2 Tangles auf Flichen

In diesem Kapitel wenden wir die oben besprochenen allgemeinen Konzepte und Sétze konkret
auf Fliachen an.

2.1 Definitionen

In dieser Arbeit betrachten wir zweidimensionale Fldchen ohne Locher, d.h. eine Flache ist im
Folgenden stets homéomorph zur Einheitskreisscheibe. Um diese graphentheoretisch zu unter-
suchen, miissen wir sie diskretisieren. Wir nutzen dazu Triangulierungen:

Definition 2.1.1. Sei eine Flache mit Rand R gegeben. Die Triangulierung G dieser Fliche
ist dann ein planarer Graph G = (V, F), dessen Ecken auf R oder im Innern der Fliche liegen
und dessen Gebiete Dreiecke sind.

Nun brauchen wir ein Teilungssystem auf diesen Dreicksgraphen, das ein submodulares Uni-
versum bildet.

Definition 2.1.2. Eine Teilung (A, B) einer Triangulierung ist eine Bipartition der Gebiets-
menge des Dreiecksgraphen. Wir bezeichnen die Menge aller solcher Teilungen mit U = U(G).

Wir betrachten also Teilungen mit A n B = &. Beachte, dass eine Teilung auch einfach Gebiete
aus der Mitte der Fliche ausschneiden kann und nicht zwingend einen einzelnen Schnitt durch
die Flache machen muss. In Kapitel werden wir nédher betrachten, wie wir die Teilungen
anschaulicher gestalten konnen, sodass sie nur einen einzelnen Schnitt machen.

Definition 2.1.3. Fiir zwei Teilungen (A4, B) und (C, D) einer Triangulierung sind ihr Supre-
mum und Infimum in U gegeben durch

(A,B)v (C,D)=(AuC,BnD)

(A,BYA(C,D)=(AnC,BuD).

Um ein submodulares Universum zu erhalten, fehlt uns dann nur noch eine passende Ordnungs-
funktion:

Definition 2.1.4. Sei [ die Funktion, die jeder Kante des Graphen G = (V| E') seine geometri-
sche Linge in der Fliche zuweist. Dann definieren wir die Ordnung einer Teilung (A, B) als die
Summe der Léngen aller Kanten e, die sowohl auf dem Rand eines Gebietes f4 in A als auch
auf dem Rand eines Gebietes fp in B liegen:

(A, B)| = Zf: I(e)
cefs

Wir messen also die Lénge des “Schnittes”, mit dem wir die Flédche geteilt haben.
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Abbildung 2: Eine Bipartition der Gebiete einer Triangulierung, rot eingefarbt sind alle Kanten,
deren Liange in die Ordnung der Teilung eingeht

Um Tangles zu erhalten, miissen wir eine verbotene Menge festlegen. Wir werden dafiir alle
Sterne mit bis zu drei Teilungen wéhlen, deren Schnitt der rechten Seiten zu klein ist. Zuvor
prézisieren wir, in welchem Sinne ein Schnitt zu klein sein kann.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei unsere Fliache so skaliert, dass sie Flidcheninhalt 1
hat. Dann kénnen wir jedem Dreiecksgebiet des Graphen seinen Fldcheninhalt (relativ zur Ge-
samtfliche) zuweisen. Sei dann A die Funktion, die jeder Vereinigung von Dreiecksgebieten die
Summe der Fldcheninhalte aller Gebiete in der Vereinigung zuordnet. Jede Seite einer Teilung
ist eine solche Vereinigung von Dreiecksgebieten. Dasselbe gilt fiir Schnitte von Vereinigungen
von Dreiecksgebieten, deren Fliache somit durch A gemessen werden kann.

Definition 2.1.5. Sei

.7:={Sterneagﬁ:2|s|<3-kund}l( N B)<l}\® c P(U)
seo (A,B)ec m

fiir eine natiirliche Zahl m > 1.

Nach Definition ist ein Tangle der Fliche dann ein F-Tangle von Sy fiir ein £ € N, also
eine konsistente Orientierung von Sy, die F vermeidet. Diese bezeichnen wir kiinftig auch als
k-Tangles.

2.2 Eigenschaften

Im Folgenden betrachten wir grundlegende Eigenschaften der oben definierten Objekte. Um
unsere theoretische Vorarbeit nutzen zu kénnen, zeigen wir, dass die Definitionen uns iiberhaupt
ein Universum liefern, auf das wir die Sitze anwenden koénnen.

Lemma 2.2.1. Fir je zwei Teilungen in U sind das Supremum und das Infimum wieder in U.

Beweis. Vereinigung und Schnitte von Mengen bestehend aus Gebieten sind stets wieder Men-
gen von Gebieten. Aus AuB =V und An B = @ und den analogen Aussagen fiir (C, D)
folgt:

(AuC)u(BnD)=Vund(AuC)n(BnD)=2.

Also ist das Supremum wieder in U und analog auch das Infimum. m
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Auch die definierte Ordnungsfunktion erfiillt die Eigenschaft der Submodularitét.
Lemma 2.2.2. Die Ordnungsfunktion || ist submodular.

Beweis. Seien 7 = (A, B) und 3 = (C, D) zwei beliebige Teilungen aus U. Fiir die Ordnung von
Supremum und Infimum werden nur Kanten gezéhlt, die auch schon bei der Ordnung von 7
oder § eingingen. Wir zeigen, dass jede Kante, die sowohl in |7 A §] als auch in |7 v §| gezéhlt
wird, sowohl in |§] als auch in || eingeht. Sei also e eine Kante, die sowohl in |7 A §| als auch in
|7V 8| gezéhlt wird. Dann liegt e auf dem Rand von Gebieten aus AuC und Bn D, sowie AnC
und Bu D. Jede Kante des Graphen liegt auf dem Rand von hochstens zwei Innengebieten.
Dann liegt e auf dem Rand von Gebieten aus A und B, sowie C' und D und geht somit sowohl
in |3| als auch in |7| ein. O

Also ist U ein submodulares Universum.

Bemerkung 2.2.3. In U gibt es keine degenerierten Teilungen. Die einzige kleine bzw. triviale
Teilung ist (&, V).

Wie bereits angekiindigt, sind fiir unser gewéhltes F die Tangles auch Profile.
Lemma 2.2.4. F-Tangles von Sy sind requlire Profile.

Beweis. Sei T ein F-Tangle und seien 7, 5 beliebige Teilungen in 7T'.

Sind r und s geschachtelt, ergeben sich drei Falle: Falls # und § voneinander weg zeigen,
widerspricht dies der Konsistenz von T'. Falls sie aufeinander zeigen, ist die Menge {7, 3,7 A 5}
ein Stern aus F im Widerspruch zur Definition des Tangles. Sonst ist # A 5 € {7, 5} und kann
nicht in 7" liegen, da bereits 7 und s und damit nicht ihre Inversen in 7' liegen.

Falls r» und s kreuzen, ist wegen der Submodularitiat auch eine der Winkelteilungen 7 v 5 oder
Fv§in Sk Durch Vertauschen der Rollen von 7# und § kénnen wir annehmen, dass 7 v § in Sk
liegt und damit eine ihrer Orientierungen in 7. Wenn die Orientierung 7 v § in T liegt, ist dies
ein Widerspruch zur Konsistenz mit §. Also liegt 7 A § = (v §)* in T. Angenommen 7 A § ist
in T. Dann ist die Menge {7, A §,7 A5} € F, da ihr Schnitt der rechten Seiten Flicheninhalt 0
hat. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass T" als Tangle F vermeidet. Also kann 7 A 5 nicht in T’
liegen und 7" ist ein Profil.

Da das Inverse (V,@) der einzigen kleinen Teilung (@, V') auf der rechten Seite Fldcheninhalt
0 hat, liegt es in F und somit nicht in 7. Also enthélt T" keine Inversen von kleinen Teilungen
und ist somit regulér. O]

Daher werden wir im Folgenden sowohl Tangles, als auch Profile mit P bezeichnen.

2.3 Anwendung der Satze

Wir moéchten zeigen, dass die definierten Tangles die Theoreme aus Kapitel 2 erfiillen. Dazu
beginnen wir mit dem Dualitéitssatz. Wir haben bereits gesehen, dass U ein submodulares
Universum ist und betrachten darin alle Teilungen mit Ordnung < k. Diese bilden ein endliches
Teilungssystem S, in U. Das in definierte F ist eine Menge aus Sternen. Um Satz m
anzuwenden, miissen wir also zeigen, dass F standard fiir S, ist.

Lemma 2.3.1. F ist standard fiir Sy
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Beweis. Die einzige triviale Teilung in S ist (@,V). Die Menge {(V,2)}, die das Inverse
enthilt, ist in F, da A(@) =0 < L. Also erzwingt F die triviale Teilung und nach Definition
gilt die Behauptung. O

Die zweite Voraussetzung der Trennbarkeit an unser Teilungssystem ist aufwéndiger zu bewei-
sen.

Lemma 2.3.2. §k ist durch F trennbar.

Beweis. Seien 7 und r' zwei beliebige, nicht-degenerierte, nicht-triviale und nicht durch F
erzwungene Teilungen in Sj, mit 7 < r. Wir wihlen sy € S mit minimaler Ordnung, sodass s,
eine Orientierung hat, sodass 7 < §, < 7 gilt. Sei nun § € S;\{#} mit § > 7 gegeben. Angenommen
es gilt (8Vv $;) ¢ S, d.h. |3V $| > k. Dann ist aber |5V $o| < |so| wegen der Submodularitit der
Ordnungsfunktion im Widerspruch zur Minimalitdt von sg. Also ahmt sy die Teilung 7 in §k
nach. Analog ahmt auch $; die Teilung 7 in S), nach.

Sei o € Sy7\{7} € F mit einem Element §; > 7. Wir zeigen, dass der Shift von ¢ ebenfalls in F
liegt. Seien §1 = (A, B), 82 =(C,D),$3 = (E, F),..., s, die Elemente von o. Sei sy = (G, H) wie
oben. Dann ist der Schift von o durch: Da |o| < 3, seien s1 = (A, B),$ = (C, D), $3=(E, F) die
Elemente von . Sei sp = (G, H) wie oben. Dann ist der Shift von ¢ durch

A% (s1) =s1vsound f % (5) = (8 v so)* fiiri e {2,3,...,n}
gegeben. Daher
fI5(51)=(AuG,BnH) und f % ($5) =(CnH,GuD)und f | (s3) =(EnH,GUF)

und analog fiir die weiteren Teilungen.

Abbildung 3: Der Stern ¢ und sein Shift {iber s

Auch der Shift ist wieder ein Stern. Der Schnitt der rechten Seiten des Shifts ist nicht grofer als
vor dem Shift. Auflerdem erhoht Shiften iiber sy die Ordnung einer Teilung nicht: Angenommen
es gilt |8; v sp| > |5], dann ist aufgrund der Submodularitét [3; v $o| < |sp| im Widerspruch zur
Minimalitdt von so. Da o in F lag, gilt dles also auch fiir den Shift und s, ahmt 7 in S, fiir F
nach. Analog ahmt auch §; die Teilung " in S, fiir F nach. O

Nun haben wir alle Voraussetzungen fiir den Dualitéitssatz zusammen.
Satz 2.3.3. Fir k eN gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Es existiert ein F-Tangle von Sy.
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(ii) Es existiert ein Si-Baum tber F.

Beweis. Nach Lemma und ist U ein submodulares Universum. Sy ist ein darin
enthaltenes endliches Teilungssystem. Nach Lemma [2.3.1]ist es standard fiir F und mit Lemma
ist Si F-trennbar. Dann gilt nach |1.2.6| die Behauptung. O

Falls kein F-Tangle existiert, finden wir also einen S,-Baum, also einen Baum aus Teilungen, der
unsere Fléche so zerlegt, dass der induzierte Stern an jeder Ecke des Baums einen Flidcheninhalt
hochstens % hat.

Im Folgenden betrachten wir den Tangle-Baum-Satz. Wir haben bereits gesehen, dass F-Tangles
auch Profile sind. Die Voraussetzung der Robustheit bleibt zu iiberpriifen. Da jeder k-Tangle
auch einen [-Tangle fiir [ < k£ induziert, konnen wir die Menge der maximalen Tangles betrachten,
also die Menge der k-Tangles fiir maximales k:

Definition 2.3.4. Sei eine triangulierte Fliche gegeben. Die zugehorige Menge der maximalen
F-Tangles enthélt alle F-Tangles der Flache, die nicht von einem F-Tangle hherer Ordnung
induziert werden. Wir bezeichen diese Menge mit P.

Da wir den Tangle-Baum-Satz gerne auf diese Menge der maximalen Tangles anwenden méchten,
iiberpriifen wir im Folgenden ihre Robustheit. Tatséchlich sind erfiillt die Menge sogar mehr als
in der Definition von Robustheit gefordert und wir zeigen daher folgende stiarkere Aussage:

Lemma 2.3.5. Seien P ein beliebiger F-Tangle, 7 € P und s eine Teilung (beliebiger Ordnung),
die 7 kreuzt. Dann liegen nicht sowohl 7 A § als auch ¥ A5 in P.

Beweis. Angenommen es liegen sowohl 7 A § als auch 7 A5 in P. Dann ist die Menge
{F NS 7AS5 7} eF, da ihr Schnitt der rechten Seiten Flacheninhalt 0 hat. Da P ein F-Tangle
ist, ist dies ein Widerspruch. O

Diese Behauptung gilt auch iiber die geforderten Ordnungen in der Definition von Robustheit
hinaus.

Korollar 2.3.6. P st robust.

Beweis. Seien P, P’ zwei beliebige F-Tangles in P. Sei P ein k-Tangle und P’ ein n-Tangle.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n > k. Dann induziert P’ einen k-Tangle. Diese

beiden Tangles werden durch eine Teilung in S), unterschieden. Diese Teilung unterscheidet
auch P und P’.

Fiir den von P induzierten (k(P, P')+1)-Tangle gilt nun das Lemma und dieser ist robust
fiir beliebiges n. Dies impliziert die Behauptung. O]

Damit konnen wir den Satz anwenden.

Satz 2.3.7. Fir die Menge P der maximalen Tangles einer Fliche, existiert eine requldre
Baummenge T'c U, sodass:

(1) Je zwei Tangles in P durch eine Teilung in T effizient unterschieden werden;

(ii) Keine echte Teilmenge von T die Menge P unterscheidet;
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(i1i) Fir jedes P € P sich die Menge P n T zu einer eindeutigen Orientierung Pr von T
fortsetzt. Die Abbildung P — Pr von P zu der Menge O von konsistenten Orientierungen
von T ist bijektiv.

Beweis. Nach Lemma 2.2.1] und 2.2.2 ist U ein submodulares Universum. Nach Lemma [2.2.4
und Lemma [2.3.6|ist die Menge P von maximalen F-Tangles eine robuste Menge von reguléren
Profilen. Daraus folgt mit die Behauptung. O]

Damit haben wir eine geschachtelte, minimale Menge von Teilungen, welche die maximalen
Tangles einer Fléche effizient unterscheidet. Statt der Menge der maximalen Tangles hatten wir
auch nur die Menge der F-Tangles von S, betrachten kénnen. Diese Menge ist allein aufgrund
der Profileigenschaft robust und wir finden auch fiir ein festes k eine effizient unterscheidende
Baummenge.
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3 Analyse der Tangles

Im folgenden Kapitel werden wir versuchen, die gefundenen Tangles zu erweitern und zu analy-
sieren. Dazu werden wir unsere verbotene Menge F verédndern und Bedingungen fiir die Existenz
von Tangles untersuchen. Schlussendlich betrachten wir die Abhéngigkeit der Tangles von der
gewihlten Triangulierung.

3.1 Ersetzung der Sterne

In der Definition unserer Menge F haben wir bisher Sterne bis zur Groéfle 3 mit zu kleinem
Flacheninhalt verboten. Im Folgenden werden wir diese Bedingung auflockern und beliebige
Mengen von Teilungen bis zur Gréfle 3 mit zu kleinem Fldacheninhalt verbieten. Wahrend die
betrachteten Sétze die Struktur von Sternen als essentielle Voraussetzung brauchten, werden
wir sehen, dass die hier betrachteten Tangles auf Fléchen sich nicht éndern, wenn wir die Sterne
ersetzen.

Definition 3.1.1. Sei

N 1 .
F={ocU:|o|<4und A( (| B)<—} @ cP(U)
(A,B)eo m

fiir eine natiirliche Zahl m > 1.

Unser urspriingliches F ist Teilmenge dieser Menge, sodass jeder F’-Tangle auch ein F-Tangle
ist. Wir zeigen im Folgenden, dass auch die Umkehrung gilt:

Lemma 3.1.2. Die Menge der F-Tangles von Sy ist gleich der Menge von F'-Tangles von Sy.

Beweis. Sei O eine konsistente Orientierung von Sy, die ein o € F’ enthélt. Wir zeigen, dass O
dann auch einen Stern aus F enthélt.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist o eine Antikette, denn falls ¢ € F’ vergleichbare
Elemente enthilt, d.h. falls es #,# € ¢ mit # < ¢ gibt, setzen wir 0/ = o \ # und erhalten eine
neue verbotene Menge aus F’. Falls zwei Teilungen in o kreuzen, seien diese 7, 5. Da unser
Universum submodular ist, muss eine der Winkelteilungen ebenfalls von O orientiert worden
sein, daraus ergeben sich vier Félle:

(1) Falls 7 v § € O, erhalten wir einen Widerspruch zur Konsistenz von O mit 7.

(2) Falls 7 A 5 € O, setzen wir o/ = o ~ 7 U {7’} mit 7/ =7 A5 (siche Abbildung 4 unten).

(3) Falls 7 v § € O, erhalten wir einen Widerspruch zur Konsistenz von O mit $.

(4) Falls 7 A § € O, setzen wir 0/ = o~ §U {8’} mit § =7 A § (siehe Abbildung 4 unten).
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Abbildung 4: Ersetzung der kreuzenden Teilungen: in Fall 2 ersetzen wir # durch die rote
Teilung, in Fall 4 ersetzen wir s durch die rote Teilung

Bei unseren Verdnderungen an o haben wir die kreuzenden Teilungen durch geschachtelte er-
setzt. Aulerdem sind die neuen Teilungen 7 bzw. ' mit allen Teilungen geschachtelt, mit denen
die Teilung, die sie ersetzen, schon geschachtelt war: Sei dazu f € o eine Teilung, die mit 7 ge-
schachtelt ist. Falls 7 < £, so ist auch 7 <. Andernfalls ist # vergleichbar mit 7 im Widerspruch
zur Annahme, dass o eine Antikette ist. Analog ergibt sich dies fiir §'.

Bei allen vorgenommenen Ersetzungen oder Loschungen hat sich der Flédcheninhalt des Schnitts
der rechten Seiten nicht verandert. Insgesamt erhalten wir also eine Menge ¢’ € F’, die héchstens
so viele Elemente enthélt wie ¢ und eine geschachtelte Antikette ist. Da es in U keine degene-
rierten Teilungen gibt, muss ¢’ aber schon ein Stern sein und liegt somit auch in F. Jede F
vermeidende Orientierung vermeidet also auch F’, was die Behauptung impliziert. O]

Wir kénnen im Folgenden beliebige Mengen von hochstens drei Teilungen betrachten und
miissen uns nicht auf Sterne konzentrieren.

3.2 Existenz der Tangles

Um unsere Fliche zu charakterisieren, méchten wir idealerweise eine endliche Menge von
Tangles erhalten, welche die Struktur der Fliche wiedergeben. Eine Moglichkeit, die Zahl der
Tangles von oben zu beschrinken, wére der Nachweis, dass jeder Tangle P in gewissem Sinne
einen Mindestflicheninhalt hat.

Eine Maoglichkeit, unsere verbotene Menge dafiir zu nutzen, ergibt sich iiber die Baummen-
ge aus Satz Anschaulich stellen wir uns 7" als Baum vor, die F-Tangles sitzen in den
Ecken des Baumes und werden durch die Teilungen, die durch die Kanten der Baummenge re-
prisentiert werden, unterschieden. An jeder Ecke bilden die anliegenden Teilungen einen Stern,
deren Schnitt der rechten Seiten eine gewisse Grofle hat. Falls der Grad an dieser Ecke des
Baums hochstens 3 ist, garantiert uns dies einen Mindestflicheninhalt von % Fiir hohere Gra-
de ist dies jedoch mit unserem F, das nur Mengen bis Grad 3 verbietet, unklar. Alternativ
kénnen wir also in unserer Menge F beliebig viele Teilungen zulassen:

Definition 3.2.1. Es sei

Foo ={SterneccU: A( N B)<%}\® cP(U)

(A,B)ec
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fiir eine nattirliche Zahl m > 1.

Die Argumentation des vorigen Unterkapitels funktioniert dabei genauso fiir Fo,, d.h. auch hier
andert sich die Menge der Tangles nicht, wenn wir in der Definition von F, statt Sternen
beliebige Mengen zulassen.

Wenn wir F,, verwenden, kénnen wir jedem Tangle einen Mindestflicheninhalt zuweisen. Dies
ist vollig unabhéngig von der gewéahlten Triangulierung und héingt allein von der Wahl von m

ab.

Lemma 3.2.2. Fiir jede Fliche ist die Kardinalitit der Menge der mazimalen Fa-Tangles
beschrdnkt.

Beweis. Analog zu Lemma [2.3.0]ist auch die Menge der maximalen F..-Tangles robust und wir
konnen Satz anwenden und erhalten eine minimale Baummenge, die die Tangles effizient
unterscheidet. In jeder Ecke dieser Baummenge liegt genau ein Tangle und die anliegenden
Kanten bilden einen Stern aus Teilungen.

Sei P ein maximaler k-Tangle und P’ ein maximaler n-Tangle mit n > k, die durch eine Teilung
s der Baummenge effizient unterschieden werden. Dann induziert P’ einen k-Tangle, fiir den
eine Teilung s aus Sy existiert, die ihn von P unterscheidet. Damit unterscheidet s aber auch
P und P’. Da wir eine Teilung gefunden haben, die mit Ordnung < k£ die beiden Tangles
unterscheidet, muss dies auch fiir den effizienten Unterscheider in der Baummenge gelten. Also
ist der anliegende Stern eines maximalen k-Tangles stets Teilmenge von Si. Der Schnitt der
rechten Seiten der Teilungen im Stern ist grofler als %, da ihre Orientierung F,, vermeidet.
Wir konnen also jeden Tangle mit der Flache dieses Schnitts der rechten Seiten der anliegenden
Teilungen aus der Baummenge identifizieren. Je zwei dieser mit den Tangles identifizierten
Fléchen sind disjunkt, da sie auf verschiedenen Seiten einer Bipartition der Gesamtflache liegen.
In die Flache passen fiir m > 1 nur beschriankt viele Flachenstiicke der Grofle mindestens %
Entsprechend ist auch die Zahl der Tangles, die wir mit solchen Flachenstiicken identifizieren
konnen, beschrankt. O

Bemerkung 3.2.3. Alternativ hétten wir als Voraussetzung auch Maximalgrad 3 der Baum-
menge aus Satz bei Nutzung unseres urspriinglichen F statt der Nutzung von F,, wihlen
konnen.

Leider existieren bei der Nutzung von F,, die Tangles fiir feinere Triangulierungen recht schnell
nicht mehr:

Beispiel 3.2.4. Sei G eine Triangulierung einer Fliche, sodass wir fiir gegebenes k € N ein-
zelne Gebiete mit Teilungen der Ordnung k ausschneiden konnen, d.h. jedes Gebiet habe eine
Randléange kleiner als k. Sei F' die Menge der Gebiete von G. Fiir jedes Gebiet a € F', dessen
Flécheninhalt kleiner als + ist, miisste die Teilung ({a}, F ~ {a}) in einem Tangle P dann in
dieser Orientierung von {a} weg zeigen, um F,, zu vermeiden. Sobald die Triangulierung so
fein ist, dass jedes Gebiet Flidcheninhalt kleiner als % hat, muss P alle Teilungen der obigen
Form enthalten. Diese bilden aber eine Menge in F,,, sodass fiir solche Triangulierungen keine
Tangles mehr existieren.

Trotz der Unklarheit iiber die Zahl der Tangles im Allgemeinen spiegeln diese durchaus die Form
der Flache wider. Hochzusammenhéngende Teile der Fléache geben uns Tangles, d.h. sie bilden
eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Tangles. Ein hochzusammenhéngendes Gebiet
der Fléche identifizieren wir durch Hineinlegen einer Kreisscheibe von hinreichender Grofle. Dies
wollen wir kurz geometrisch betrachten:
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Bemerkung 3.2.5. (aus [0])
Fiir gegebenen Umfang einer Fliche realisiert der Kreis den hochsten Flacheninhalt.

Diesen Fakt setzen wir als allgemein bekannt voraus. Wir wollen nun betrachten, wie viel wir
von einem Kreis mit einem Schnitt der Linge hochstens £ maximal abschneiden kénnen.

Lemma 3.2.6. Fliir einen Schnitt der Lange hochstens k € N und einen Kreis mit Durchmesser
grofler als k ist der Fldacheninhalt der Fliche, die wir durch den Schnitt vom Kreis abschneiden
kénnen, beschrdankt.

Beweis. Falls der Schnitt den Rand des Kreises nicht trifft, so schneidet er ein Gebiet aus dem
Inneren aus und mit der Bemerkung oben ist dies héchstens ein Kreis mit Umfang &£ und daher
Flacheninhalt %. Falls der Schnitt den Kreis in einem Punkt () beriihrt, so kann er dann nur
in einem in den Kreis gerichteteten Halbkreis mit hochstens Radius £ um ) herum den Kreis
zerschneiden. Dieser Halbkreis hat dann hochstens den Flécheninhalt % -7 - k2. Dies ist eine
obere Schranke wie in der Behauptung. O]

Diese Schranke ist nicht optimal, aber sie reicht, um den Fléacheninhalt, den mehrere Schnitte
der Lange hochstens k abschneiden, zu begrenzen. Da unsere Teilungen auch an mehreren
Stellen durch die Fléche schneiden kénnen, miissen wir dieses Ergebnis noch etwas erweitern.

Korollar 3.2.7. Fiir eine Menge von | € N Teilungen der Ordnung hiochstens k € N und einen
Kreis mit Durchmesser grofier als k ist der Fldcheninhalt der Fliche, die die Teilungen von
Kreis abschneiden, beschrinkt.

Beweis. Ein Schnitt der Lénge hochstens & kann nach dem Lemma hochstens eine Fliache von
f(k)=1-m-k? abschneiden. Sei A € (0,1). Dann ist f(A-k)+ f((1-X)-k) < f(k). Dies gilt nach
der Jensen-Ungleichung fiir jede Aufteilung eines Schnittes der Lénge hochstens £ in endlich
viele Teilschnitte. Also schneidet eine Teilung aus Sy hochstens eine Flache von f(k) ab. Eine
Menge aus [ € N vielen Teilungen aus Sy schneidet damit hochstens eine Fliache von [ - f(k)
ab. O]

Im Folgenden sei Wj, der maximale Fliacheninhalt, den wir mit einer Teilung der Ordnung k
von einer Kreisscheibe abschneiden konnen.

Satz 3.2.8. In jeder Fliche, in die wir eine Kreisscheibe mit Flicheninhalt 3 - W) + % legen
konnen, finden wir einen JF-Tangle von Sk.

Beweis. Wir spiegeln die Idee des Kreises als hochzusammenhéngenden Teil der Fléche wider,
indem wir alle Teilungen in Sy so orientieren, dass sie auf den Kreis zeigen. Sei dazu K eine
Kreisscheibe mit Flacheninhalt 3 - W, + % Formal definieren wir eine Orientierung P von Sy,
indem wir fiir jede Teilung (A, B) € Sy priifen, ob der Flicheninhalt in An K oder Bn K grofler
ist und entsprechend auf A oder B zeigend orientieren.

Dies ist wohldefiniert, da der Flidcheninhalt von K nach zu grof ist, um ihn mit einem
Schnitt der Lénge k gleichméfig aufzuteilen. Die entstehende Orientierung ist konsistent: Ange-
nommen zwei Teilungen zeigen voneinander weg, so sind ihre rechten Seiten disjunkt, in diesen
liegt aber jeweils mehr als die Halfte von K, was ein Widerspruch ist.

Seien drei beliebige, orientierte Teilungen aus P gegeben. Die linken Seiten enthalten nach De-
finition von W}, jeweils hochstens einen Wy, groflen Anteil von K. Demnach liegt auf der rechten
Seite jeweils mindestens ein 2 - W + % grofler Anteil von K. Dann hat aber der Schnitt der
rechten Seiten stets mindestens Flacheninhalt % Also vermeidet die Orientierung F. [
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Dieser Satz liefert uns damit auch mehrere Tangles auf einer Flache. An jeder Stelle, an der
wir einen Kreis in die Fliche legen kénnen, wéhlen wir einen solchen maximal und erhalten
je nach Grofle einen Tangle der entsprechenden Ordnung. Ob die verschiedenen Kreisschei-
ben auch verschiedene Tangles geben, hiangt dabei mafigeblich von der Triangulierung ab. Nur
genau dann, wenn eine Teilung der Triangulierung existiert, die von beiden Kreisscheiben unter-
schiedlich orientiert wird im obigen Sinne, erhalten wir auch verschiedene Tangles. Die Teilung
unterscheidet dann sowohl die Kreisscheiben, als auch die zugehorigen Tangles. Fiir eine ausrei-
chend feine Triangulierung, in der je zwei maximale Kreisscheiben unterscheidbar sind, erhalten
wir also eine Menge von Tangles mit gleicher Kardinalitat wie die Anzahl dieser maximalen
Kreisscheiben.

3.3 Zusammenhingende Teilungen

Betrachten wir die Definition unseres Universums und unserer verbotenen Menge doch einmal
genauer. Um die Flache zu charakterisieren, erscheint es anschaulicher nur Schnitte zu betrach-
ten, welche die Flache einmal von Rand zu Rand zerschneiden. Wir kénnten alternativ nur
solche Teilungen (A, B) betrachen, fiir die der Graph auf der Vereinigung der Kanten, die so-
wohl auf dem Rand eines Gebietes in A als auch auf dem Rand eines Gebietes in B liegen, ein
R-Weg ist. Leider bilden solche Teilungen kein Universum:

Beispiel 3.3.1. Seien r,s € S, wie in der Abbildung unten. Hierbei ist der Graph auf der
Vereinigung der Kanten, die sowohl auf dem Rand eines Gebietes in A als auch auf dem Rand
eines Gebietes in B liegen jeweils ein R-Weg. Allerdings sind die Winkelteilungen, die das
Infimum bzw. Supremum bilden, keine Teilungen, fiir die dies gilt. Also konnen solche Teilungen
kein Universum bilden.

Abbildung 5: Die eingefarbten Winkelteilungen schneiden einzelne Gebiete aus der Fliche aus

Trotzdem kénnen wir die Teilungen etwas anschaulicher als Schnitte gestalten. In unserer Defini-
tion einer Teilung als Bipartition der Gebiete konnen die Gebiete vollig willkiirlich auf die Seiten
der Teilung verteilt sein. In unserer Vorstellung sollte eine Teilung unsere Fléche aber eher in
genau zwei grofle Gebiete zerteilen. Um dies wiederzugeben, definieren wir zusammenhingende
Teilungen:

Definition 3.3.2. Eine Teilung (A, B) ist zusammenhéngend, wenn die Vereinigung der Ge-
biete in A bzw. B jeweils zusammenhéngend ist.

20



Ein gutes Beispiel fiir die Anschaulichkeit zusammenhéngender Teilungen ist die erhaltene
Baummenge aus [2.3.7, Hier stellen wir uns die Teilungen, welche die Tangles unterscheiden,
automatisch zusammenhédngend vor. Formal ist dies aber nicht klar. Wie Beispiel zeigt,
bilden auch die zusammenhéngenden Teilungen kein Universum oder submodulares Teilungs-
system und wir konnen den Tangle-Baum-Satz nicht direkt anwenden. Trotzdem ist unsere
Intuition nicht falsch und wir erhalten nur zusammenhéngende Teilungen in der Baummenge
dank folgender Beobachtungen.

Jede unzusammenhéngende Teilung hat auf einer ihrer Seiten mehrere Zusammenhangskompo-
nenten. Jede dieser Zusammenhangskomponenten ldsst sich auch einzeln vom Rest der Flache
trennen:

Definition 3.3.3. Sei F' die Menge der Gebiete einer Triangulierung, (A, B) eine unzusam-
menhéngende Teilung dieser Triangulierung und sei K die Menge der Zusammenhangskompo-

nenten der Vereinigung der Gebiete aus A bzw. aus B. Dann nennen wir die Menge
{{K,F~ K}: K eK} die Menge der (unorientierten) prinzipiellen Teilung von (A, B).

Abbildung 6: Eine auf beiden Seiten unzusammenhéngende Teilung (links) und ihre prinzipiellen
Teilungen

Bemerkung 3.3.4. Fiir eine unzusammenhéngende Teilung in S sind auch ihre prinzipiellen
Teilungen wieder in Sk.

Damit konnen wir nun die Teilungen aus der Baummenge betrachten.

Lemma 3.3.5. Fine Teilung § = (A, B), die zwei F-Tangles P, P’ einer Triangulierung effizient
unterscheidet, ist stets zusammenhdngend.

Beweis. Sei P der Tangle, der (B, A) enthilt und P’ der Tangle, der (A, B) = § enthélt. Sei F'
die Menge der Gebiete der Triangulierung. Angenommen die Vereinigung der Gebiete in B hat
mehrere Zusammenhangskomponenten. Sei K eine dieser Zusammenhangskomponenten. Wir
betrachten die Teilungen £ = (BN K, AuK) und 7 = (K, F ~ K), wobei r die zu K gehérende
prinzipielle Teilung ist.

Beide Teilungen haben echt kleinere Ordnung als s und werden also von P und P’ orientiert.
Da sowohl # < (B, A), als auch # < (B, A) in der partiellen Ordnung gilt, muss P beide in
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der angegebenen Orientierung enthalten, um Konsistenz zu gewihrleisten. Dann gilt dies aber
auch fiir P’; da wir sonst eine unterscheidende Teilung geringerer Ordnung gefunden hétten, im
Widerspruch zur Effizienz von s. Dann enthilt P’ die Menge {f,#,3}. Der Schnitt der rechten
Seiten dieser Teilungen ist allerdings leer, sodass die Menge in F liegt im Widerspruch zur
Definition des Tangles.

Analog kann auch A nicht unzusammenhéngend sein. Also ist § zusammenhéngend. O]

Die Teilungen unserer Baummenge unterscheiden nach Satz die Tangles effizient. Also
sind sie nach dem obigen Lemma tatséchlich alle zusammenhéngend.

Ahnlich wie bei der Ersetzung der Sterne durch Mengen wollen wir nun zeigen, dass unsere
Menge an Tangles sich nicht verdndert, wenn wir unser Teilungssystem auf zusammenhéngende
Teilungen einschranken. Sei dazu

Sy" = {zusammenhingende Teilungen der Ordnung < k}.

Da S} € S, induziert jeder F-Tangle von S), einen F-Tangle von S;’. Da aber nach dem Lemma
oben auch je zwei Tangles von S, durch eine Teilung von S; unterschieden werden, induzieren
verschiedene Sj-Tangles auch immer verschiedene S;-Tangles. Aber auch umgekehrt kénnen
wir die Tangles von S} erweitern, wenn wir F nutzen:

Lemma 3.3.6. Jeder F..-Tangle P’ von S," lisst sich zu einem Feoo-Tangle P von S), erweitern,
sodass P uneder P' induziert.

Beweis. Sei P’ ein Fo.-Tangle von S;’. Sei P eine maximale konsistente Erweiterung von P/,
die Fo vermeidet und sei § = (A, B) € Sy maximal mit § ¢ P und § ¢ P. Dann ist s eine nicht
zusammenhédngende Teilung.

Falls B mehrere Zusammenhangskomponenten hat und eine der zugehorigen prinzipiellen Tei-
lungen in P noch nicht orientiert wére, wiirde diese der Maximalitdt von § widersprechen. Also
sind bereits alle prinzipiellen Teilungen der B-Seite in P orientiert. Falls mehrere davon auf ihre
jeweilige Zusammenhangskomponente zeigen, ist dies ein Widerspruch zur Konsistenz von P.
Falls genau eine auf ihre Zusammenhangskomponente zeigt, so orientieren wir s auf B zeigend,
sonst auf A zeigend.

Falls die Vereinigung der Gebiete in B zusammenhingend ist, hat A mehrere Zusammen-
hangskomponenten und jede der prinzipiellen Teilungen ist zusammenhédngend, da B zusam-
menhéngend ist. Also sind alle prinzipiellen Teilungen bereits in P’ orientiert. Falls mehrere
davon auf ihre jeweilige Zusammenhangskomponente zeigen, ist dies ein Widerspruch zur Kon-
sistenz von P. Falls genau eine auf ihre Zusammenhangskomponente zeigt, so orientieren wir s
auf A zeigend, sonst auf B zeigend, analog wie oben.

Die von uns gewéhlte Orientierung von s ist dann konsistent mit allen bisher orientierten Teilun-
gen: Falls eine Teilung inkonsistent mit s wére, wére sie dies auch mit einer bereits orientieren
prinzipiellen Teilungen oder P hétte nicht F,, vermieden. Auflerdem haben beliebige Schnitte
von rechten Seiten von Mengen von Teilungen nicht kleineren Fliacheninhalt als vor den Erset-
zungen, sodass wir weiterhin Fo, vermeiden. Also lassen sich alle Teilungen in Sy so orientieren
und wir erhalten mit P einen F.-Tangle von Sy, der P’ induziert. ]

Wir finden also eine Bijektion zwischen den Fo.-Tangles von S, und S und kénnen damit sogar
eine Baummenge finden, die die F-Tangles von S; mit zusammenhéngenden Teilungen effizient
unterscheidet wie in Theorem [2.3.7] Allgemein bilden die zusammenhéngenden Teilungen aber
nach Beispiel kein Universum und wir kénnen die Sétze nicht direkt anwenden.
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3.4 Abhéingigkeit von der Triangulierung

Bisher sind unsere Tangles stark von der gewéhlten Triangulierung abhéingig. Eine feste Flache
konnen wir auf verschiedene Weisen triangulieren, manche Unterteilungen geben die Struktur
genauer wieder als andere, d.h. sie sind feiner:

Definition 3.4.1. Seien G und G’ zwei Triangulierungen einer Fliche. Dann heifit G’ feiner
als G genau dann, wenn jedes Gebiet von G’ Teilmenge eines Gebietes von G ist.

Wir sagen auch: G’ verfeinert G.
Der Vorteil bei der Nutzung von Triangulierungen ist, dass wir sie strukturiert verfeinern
konnen:

Bemerkung 3.4.2. Fiir je zwei Triangulierungen G und G’ einer Fliche, existiert eine weitere
Triangulierung G”, die beide verfeinert.

Um das zu sehen, legen wir G und G” iibereinander auf die Flidche und fiigen an jeder Schnitt-
stelle von einer Kante von G und einer Kante von G’ zusétzliche Ecken ein und ergéinzen mit
Kanten bis wir wieder einen Dreiecksgraphen haben, der beide verfeinert.

Finden wir in einer feineren Triangulierung einen Tangle, so induziert dieser ebenfalls jeweils
einen Tangle in jeder groberen Triangulierung. Umgekehrt ist diese Aussage allerdings falsch,
da ein Tangle auch einfach von einer sehr groben Triangulierung kommen kann. Trotzdem hilft
uns diese Struktur, etwas iiber Tangles in beliebig feinen Triangulierungen auszusagen. Dazu
nutzen wir eine Verallgemeinerung des Unendlichkeitslemmas von Konig, fiir die wir einige
Begriffe aus [4] einfiihren.

Es sei (P, <) eine direkte partiell geordnete Menge, d.h. fiir alle p,q € P existiert ein r € P,
sodass p < r und ¢ < r gilt. Fiir alle p € P sei X, ein kompakter Hausdorff-Raum. Es seien
stetige Abbildungen f,, : X, = X,, fiir ¢ > p gegeben, die im folgenden Sinne kompatibel sind:
Fiir r > ¢ > p gelte f,0 frq = frp- Dann nennen wir die Familie X = (X, : p € P) zusammen mit
den Abbildungen ein inverses System. Die Menge aller (z, : p € P) mit f,,(z,) = z, fir alle
¢ > p nennen wir den inversen Limes von X.

Satz 3.4.3. (aus [4] Lemma 8.8.1)
Falls X, # @ fiir alle pe P, so ist auch X nicht leer.

Dies wollen wir nun auf unsere Tangles anwenden:

Satz 3.4.4. Fulls es fiir jede Triangulierung einer Fldche mindestens einen F-Tangle gibt, so
existiert eine Wahl eines F-Tangle zu jeweils jeder Triangulierung, sodass jeder gewdhlite Tangle
zu einer Triangulierung von jedem gewdhlten Tangle jeder Verfeinerung induziert wird.

Beweis. Sei P die Menge aller moglichen Triangulierungen der Flache. Nach Bemerkung
ist diese Menge beziiglich Verfeinerung eine direkte partiell geordnete Menge. Fiir jedes p € P
sei X, die Menge der Tangles auf dieser Triangulierung. Fiir eine feste Triangulierung ist diese
Menge endlich, da fiir einen endlichen Graphen die Anzahl der méglichen Bipartitionen der Ge-
biete endlich ist. Demnach kénnen wir X, mit der diskreten Topologie ausstatten und erhalten
damit jeweils einen kompakten Hausdorffraum. Fiir p < ¢ ist also die Triangulierung fiir die
Tangles in X, feiner als die der Tangles in X,,. Jeder Tangle in X, induziert also einen Tangle
in der Triangulierung von X,,. Dies nutzen wir, als Abbildungen f,, : X, - X,,, indem wir jeden
Tangle aus X, auf den von ihm induzierten Tangle aus X, abbilden. Induzieren ist dabei im
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obigen Sinne kompatibel und es gilt fiir » > ¢ > p, dass fo, o frq = frp. Da wir die diskrete
Topologie gewahlt haben, sind die Abbildungen aulerdem stetig und wir erhalten ein inverses
System. Nach dem Satz ist nun der inverse Limes nicht leer, falls alle X, # @& sind, was
nach Voraussetzung gilt.

Jedes Element des inversen Limes ist dabei eine Wahl eines F-Tangle zu jeweils jeder Triangu-
lierung wie in der Behauptung. O]

Fiir die Anwendung des Lemmas mussten wir sicherstellen, dass fiir jede Triangulierung ein
Tangle existiert. Die Elemente des inversen Limes sind dann echte Tangles, die unabhéngig von
der Triangulierung existieren. Diese echten Tangles sind fiir beliebig feine Triangulierungen zu
finden und wir konnen sie wirklich die Tangles der Fliche ohne Bezug auf die Triangulierung
nennen.
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4 Ausblick

Wir haben viele Eigenschaften und eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Tangles
auf einer Fliache untersucht. Offen ist dabei, wie sich die Anzahl der Tangles mit hoherer Fein-
heit der Triangulierung verhéalt und ob die Anzahl der Tangles der Fléiche fiir eine beliebig
feine Triangulierung konvergiert. Eine Mdoglichkeit dafiir ergibt sich wie in Satz iiber die
Baummenge. Fiir unser urspriingliches F erhalten wir nur an Ecken von Maximalgrad 3 eine
untere Schranke fiir den Flédcheninhalt des Schnitts der rechten Seiten der anliegenden Teilun-
gen. Offen bleibt also moglicherweise eine Untersuchung der Baummenge auf ihre Struktur und
die Anzahl solcher Ecken. Wir haben die Anzahl der Tangles nur fiir F,, beschrdnken kénnen
und gleichzeitig festgestellt, dass die Tangles dann h&ufig nicht mehr existieren. Der néchste
Schritt fiir diese Betrachtungen ware das Finden notwendiger Bedingungen fiir die Existenz der
Tangles oder sogar eine 1-zu-1-Charakterisierung derselben.

Zweidimensionale Fliachen sind nur ein moégliches Anwendungsgebiet fiir Tangles aus vielen.
Zweidimensionale Strukturen lassen sich im Allgemeinen auch geometrisch erfassen. Die Theorie
der Tangles auf diesen Flachen bildet jedoch die Grundlage fiir Untersuchungen auf
hoherdimensionalen Flidchen mit Lochern. Eine Nutzung der in dieser Arbeit verwendeten
Ansiétze fiir solche hoherdimensionalen Objekte erscheint naheliegend.
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