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Kurze Einfiihrung zu MPCCs
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Betrachtetes Optimierungsproblem mit
Komplementaritatsnebenbedingung (MPCC)

min f(x)
ud.N. h(x) =0
glx) = 0

0<x1Lxx>0
» x = (x0,x1,%) € RP x R?™
Erlauterung:

0<x1Lx>0 54 X1 > 0, X2 > 0, X1jX2j = 0

& x1 >0, x>0, XlTX2:0
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Allgemeines Optimierungsproblem mit
Gleichgewichtsnebenbedingung (MPEC)

min  f(x,y)
udN. (x,y) € Z
y € 8()

> Z:={(xy) € R™"[h(x,y) =0, g(x,y) <0}
y € S(x) : Gleichgewichtsnebenbedingung
y € S(x) entspricht der Losung
o einer mit x parametrisierten endlich-dimemsionalen
Variationsungleichung
o eines in x parametrisierten Optimierungsproblems
(Zweistufenproblem)

v

v

» in einigen Fallen entspricht y € S(x) einer
Komplementaritatsbedingung:

yeSkx) & 0<ylF(y,x)>0
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Anwendungsbeispiel aus der Tragwerkoptimierung

Teil 1 : Einfithrung und Diplomarbeit - Kurze Einfithrung zu MPCCs bzw. MPECs
Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken




Anwendungsbeispiele aus der Tragwerkoptimierung
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Figure:  Michal Koévara;
truss optimization
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Anwendungsbeispiel aus der Tragwerkoptimierung
Gesucht: Tragwerk maximaler Steifigkeit
Gegeben:

» auBere Krafteinwirkung f

» Gesamtvolumen V

» Grundstruktur (Knoten der Verbindungsstreben)

Dazu ist folgendes Optimierungsproblem zu I6sen:

maXy. ¢ —fTx maximale Steifigkeit

u.d.N. Zle ts =V Vorgabe des Gesamtvolumens
Is < ts < us Beschrankung einzelner Volumina
—f+A(t)x+ CTA=0 Kriftegleichgewicht
Cx—d<0 Beschrankung durch festes Hindernis
A>0 positive Gegenkrafte
A(Cx—d)=0 Komplementaritat zwischen

Gegenkraft und Abstand
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Problematik bei MPCCs

» in jedem zulassigen Punkt eines MPCCs ist die
Regularitatsbedingung von Mangasarian-Fromowitz nicht
erfiillt

= 1. die fiir gewohnliche NLPs verwendeten
KKT-Bedingungen eignen sich nicht zur Beschreibung
von stationaren Punkten — Einfiihrung neuer
Stationaritatsbedingungen
2. die Menge der Lagrangemultiplikatoren ist unbeschrankt
— numerische Probleme bei den Verfahren
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Optimalitatstheorie fur MPCCs
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Starke Stationaritat fur MPCCs

Ein Punkt x* des MPCC heiBt stark stationar, wenn es
Multiplikatoren A, 11 und 15 gibt, so dass gilt

0 0
Vix*) = Vg(x)A=Vh(x)p—| 1 | =] 0 =0
0 Vs
h(x*) =

g(x*) >0, A>0, g(x)\i =

xqx 20, x3>0, xjyi; = xj1n =

x;; = 0 oder x3; =

Vie{ie{l,.,p} : x{;=x3;=0} : v1j >0 und vp; >

o O O O o

Losungsvergleich:

x* stark stationar < x* KKT-Punkt des relaxierten NLPs
%
ZU X
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Relaxiertes NLP zu X

RNLP:

min f(x)

udN. h(x) = 0
g(x) = 0
X1y = 0 VJE.)?;
x = 0 Vjekt
X1j > 0 VjE.)E'Q
Xoj > 0 VjEA?l

» fiir einen zuldssigen Punkt X seien dabei die folgenden
Mengen definiert:

2§1 ={je{l,..,p} : %, =0}
X Z={j€{1,...,p} : S\QJ'IO}

» MPEC-LICQ: ein MPCC erfiillt diese in X genau dann, wenn
das zugehorige RNLP die LICQ erfiillt.
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Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

x*: stark stationar, MPEC-LICQ und SSOSC gelten in x*:
SSOSC:

dT V2L(x*, N, p*, b1, 00)d >0
gilt, fiir jedes d = (dp, di, d2) # 0 mit
Vgi(x)Td=0, i: AX>0,
Vh(x*)d =0,
dij=0, j: D #0,
thi =0, k: Doy #0.

= x* ist striktes lokales Minimum des MPCC

; Teil 1: Einfiilhrung und Diplomarbeit - Optimalitatstheorie fir MPCCs

it Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



Umformulierung des MPCC
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Umformulierung des MPCC mittels einer NCP-Funktion
Eine Funktion ¢ : R?> — R heiBt NCP-Funktion, falls gilt:

d(a,b)=0 < a>0,b>0 ab=0

Beispiel

1. Minimumfunktion : ¢min (a, b) := min{a, b}
Fischer-Burmeister-Funktion : ¢rg (a,b) == a+b—+/a2 + b2
Bilinearform : ¢pg; (a,b) := ab.

A N

Chen-Chen-Kanzow-Funktion :

dcer (a,b) = Adrg (a,b) + (1 —A)ayby,

mit a; := max{0, a}, by := max{0, b}, und X € (0,1)
beliebig, aber fest.
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Umformuliertes MPCC

min f(x)
ud.N. h(x) =0
g(x) = 0
X1, X2 Z 0
d(x1j,x5) =0 (j=1,...,p)

Losungsvergleich:

x* stark stationarer Punkt < x™ KKT-Punkt des umformulierten

NLPs, wenn V¢(0,0) =0
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SQP-Verfahren angewandt auf MPCCs
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Allgemeines SQP-Verfahren
(S.0) Wihle (x%, A%, 1) € R" x R™ x RS, und setze k := 0.
(S.1) Ist (x¥, Ak, 1ik) ein KKT-Punkt vom NLP: STOP.
(S.2) Berechne eine Losung (d*, \k+1 k+1) € R7 x R™ x R® von
ming  VF(x¥)Td + 3dTV2 L(x* \¥, 1¥)d
u.d.N. hi(x¥) + Vhi(x*)Td =0
gi(x¥) + Vg(x)Td <o0.

wihle die zu (0, A%, u¥) nichstgelegene Losung
(dk, )\k-i-l,'uk—I—l)_
(S.3) Setze x*1 := xk + d* und k < k + 1, gehe zuriick zu (S.1).

; Teil 1: Einfiilhrung und Diplomarbeit - SQP-Verfahren angewandt auf MPCCs

Universitat Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



Lokale Konvergenz des SQP-Verfahrens angewandt auf NLPs
Voraussetzungen: KKT-Punkt (x*, \*, u*) erfiillt

1. strikte Komplementaritit: Vj @ gj(x*) + Af # 0

2. LICQ in x*

3. Hinreichende Bedingung 2. Ordnung

= Je>0 :V(x2A0 u0) € U(x*, N, p):
L (X N k) — (x*, A%, u*),  k — oo Konvergenz
2. V2f,V2g; und V2h; lokal Lipschitz-stetig,
wk = (xk, Ak, 1¥)
= [t — w2 = O(llwh — w*[|3)

quadratische Konvergenz

Teil 1 : Einfithrung und Diplomarbeit - SQP-Verfahren angewandt auf MPCCs

Universitat Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



Voraussetzungen fiir die lokale Konvergenz bei MPCCs
1. strikte Komplementaritat fiir folgende Nebenbedingungen:
wi #0, Vi, Ar >0, Vr e Zg(x"),
und
vi; >0 und v3; >0, VjeANAS
MPEC-LICQ in x*
Hinreichende Bedingung 2.0Ordnung fiir MPECs

f und g, h sind zweimal Lipschitz-stetig differenzierbar

A A

QP-Loser wahlt immer linear unabhangige Basis
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Lokale Konvergenzanalyse bei MPCC (1.Teil)
Zusatzvoraussetzung:
» Fiir aktuelles (x, 7%) gilt gb(xfj-,xzkj) =0,(U=1,....,p) und

(x¥,7%) nahe genug an einem stark stationiren (x*, 7).
7k zusammengefasster Lagrangemultiplikator

1. erzeugte Folge {(x/, ')} />« konvergiert quadratisch gegen
einen stark stationaren Punkt (x*, 1)

2. {x'}/>k konvergiert superlinear gegen x*

3. ¢(x1j,x9;) =0, (j =1,..., p) fiir alle | > k.
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Numerische Ergebnisse
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Vergleich der Loser

% der Probleme
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(bis zu 2* mal langsamer als der Schnellste)
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Vergleich der NCP-Funktionen
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(bis zu 2* mal langsamer als der Schnellste)
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2. Teil
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Regularisierung durch Parametrisierung
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Das parametrisierte Problem NLP(t)

NLP(t) min  f(x)
udN. h(x) = 0
glx) = 0
x,x2 =2 0
xyx; <t j=1,.,p

Teil 2: aktuelle Arbeit - Regularisierung durch Parametrisierung

Universitat Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



Relaxation der Komplementaritatsnebenbedingung
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Neue Regularisierung
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Ein neues, relaxiertes Problem R(t)

R(t) min f(x)
u.d.N. h(x) = 0
gx) = 0
xt,x2 > 0
Fe(x1, %) < 0,
wobei
Me(x1,x2) = x1 + x2 — se(x1, x2)
und
| aj—xy x1j — xpj| > ¢
SJt(Xl’X2) o { %sin((xlj—xzj)%+37”)+t ’le—ij‘ <t
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Neue Relaxation der Komplementaritatsnebenbedingung
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Eigenschaften der Neuen Regularisierung

Teil 2: aktuelle Arbeit - Eigenschaften der neuen Regularisierung

Universitat Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



KKT-Bedingungen von R(t)

0 0
Vix) = Vg(x)TA=Vh(x)Tp—| vi | + | Vale(x)7¢ =0
2 Vle't(x)Tf
h(x) = 0
glx) = 0
A >0
g;(x))\,- =0
xi,x2 > 0
rt(Xl,Xz) S O
V]_jl/2j Z 0
§ >0
xyjvj = xojv2j = 0
fTI't(xl,xQ) =0
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Eigenschaften zulassiger Punkte
» x : zuldssig fiir das MPCC = x zulassig fir R(t) fir alle t >0

» die Gradienten von Ijy(x1,x2) < 0 und xi; > 0 sind fiir
J€A{L,..,p} mit xo; > t und xq; = 0 positiv linear abhangig

» x : zuldssig fiir R(t) = fiir j € {1,.., p} mit x1j,x0; < t ist
hochstens eine der Nebenbedingungen Tj:(x1, x2) < 0 oder
x1j > 0 bzw. xp; > 0 aktiv
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Eigenschaften der Losungen von R(t) bzw. des MPCC

*

» x* : stark stationarer Punkt mit Multiplikatoren \*, u*, 01, 0
= fur alle t > 0, klein genug existieren v, v5,£* mit

(x*, X%, w*, vy, v3, &) erfillt KKT-Bedingungen von R(t)

» (tx) : positive, monoton fallende Nullfolge
x*(tx) : stationarer Punkt von R(tx) mit x;;(tk)x3;(tk) = 0
furallej=1,..,p

= x*(tx) ist stationdrer Punkt von R(tx41)

Teil 2: aktuelle Arbeit - Eigenschaften der neuen Regularisierung

Universitat Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



Zulassigkeit im Grenzwert

(tx) : positive, monoton fallende Nullfolge

x*(tx) : stationdre Punkte von R(ty) fiir die ein j € {1, .., p}
existiert mit x;(x)x3;(tx) > 0 fiir alle k € N

= x7;(tk) — 0 und x3;(tx) — 0
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Konvergenzaussagen
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Konvergenz in der Nahe eines stark stationaren Punktes
x* : B-stationarer Punkt des MPCC, fiir den gilt

1. in x* gilt die MPEC-LICQ und die SSOSC

2. die entsprechenden Multiplikatoren erfiillen strikte
Komplementaritat:
a) A >0 fiiralle i € [y(x*)
b) D1; # 0 fir alle i € L(x*) und
Dp; # 0 fir alle i € h(x*) .

= es ex. Umgebungen von tg = 0 und von x* fiir die eine eind.

C*-Funktion y(t) := [x(t), A(t), u(t), va(t), va(t), 71(t), 22(t))]
ex. fir die gilt:

» x(t) sind strikte lokale Minima von R(t)
» x(t) sind zulassig fiir das MPCC

= es ex. eine Umgebung von x* fiir die x(t) = x* fiir kleine t
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Stationaritat eines HP der Folge (x*(tx))

(tk) : positive, monoton fallende Nullfolge
Xk : stationdre Punkte von R(tx) mit x, — X
MPEC-LICQ sei giiltig in X

= X ist ein C-stationdrer Punkt des MPCC mit eindeutigen
Multiplikatoren A, i1,51 und o, fiir die gilt:

o= lemooA,.kzo i€ lg(x)
fij = k'LmooMf J € 1n(x)
Mm = k[mm(vfm— mak)  m e h(x)
Tom = Jim (5 —EnBn) M € h(X)
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Numerische Ergebnisse
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Vergleich mit den NCP-Funktionen

Bilinear
— — -F.-B.
— — — Minimum
CCK
Sinus
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Vergleich mit der Bilinear-Parametrisierung
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung und Ausblick -

Universitat Hamburg, Fachbereich Mathematik, Sonja Veelken



Zusammenfassung

» 1.Teil
o Einfihrung in die Thematik von MPCCs bzw. MPECs
o Umformulierung ein MPCCs mittels NCP-Funktion
o Lokal quadratische Konvergenz des SQP-Verfahrens
angewandt auf das umformulierte Problem
o Numerische Ergebnisse

» 2. Teil

o Vorstellung einer neuen Regularisierung
o Eigenschaften dieser Regularisierung

o Konvergenzaussagen

o Numerische Ergebnisse
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Ausblick

» Theoretisch:
o Abschwachung der Voraussetzungen
o Starkere Aussagen mit dhnlichen Voraussatzungen
o Andere Funktionen anstelle von s;(x, x2)
» Numerisch:
o Wirkung eines entsprechenden Strafterms in der Zielfunktion
o Neue Regularisierung und Innere-Punkte-Verfahren
o Strategie zur Aufdatierung des Parameters
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