Hinreichende Bedingungen fiir
Optimalsteuerungsprobleme
mit nichtglatten Zustanden

Ricki Rosendahl

Schwerpunkt Optimierung und Approximation
Department Mathematik - Universitdt Hamburg

Hamburg, 10. April 2007

Universitat Hamburg - Department Mathematik - Ricki Rosendahl



Inhalt

o glatte Optimalsteuerungsprobleme
e Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
o Beispiel
e Hinreichende Bedingungen
e Beispiel
@ nichtglatte Optimalsteuerungsprobleme
Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
Beispiel
Hinreichende Bedingungen
Beispiel

@ Ausblick

o Literatur

Universitat Hamburg - Department Mathematik - Ricki Rosendahl



Allgemeine Optimalsteuerungsaufgabe

Problem P1. Bestimme eine stiickweise stetige Funktion
u: [to, trf] — R™, so dass das Funktional

J(x,u) = /t " L(t, x(8), u(t))dt

0

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

X'(t) = f(t,x(t), u(t)), t € [to, tf], f.U.,
r(x(to), x(tr)) =0,

wobei L: R X R"xR™ - R, f: R xR"xR™— R" und
r:R" x R" — RP zweimal stetig differenzierbar sind.

Glatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Zulassigkeit und schwaches lokales Minimum

Definition. Ein Paar (x, u) heiBt zuldssig fiir Problem P1, wenn x
stetig und stiickweise stetig differenzierbar und u stiickweise stetig
ist und die Zustandsgleichung sowie die Randbedingungen erfiillt
sind.

Definition. Ein zuldssiges Paar (xo, up) heiBt schwaches lokales
Minimum fiir Problem P1, wenn es ein € > 0 gibt, so dass (xg, tp)
das Zielfunktional J iiber alle zuldssigen Paare (x, u) mit

[|x = x0lloo < € und ||u— upl|oo < €

minimiert.

Glatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Hamilton-Funktion und Regularitatsbedingung

Definition. Fiir die allgemeine Optimalsteuerungsaufgabe P1 ist
die Hamilton-Funktion mit A € R" gegeben durch

H:RxR"xR™xR" — R,
H(t,x,u,\) = L(t,x,u)+ X f(t,x,u).

Regularitatsbedingung (R).

Rang{D(x, ) r(xo(to), x0(tr))} = p.

Glatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Notwendige Bedingungen erster Ordnung

Satz 1. Es sei (xp, tp) ein schwaches lokales Minimum von P1.
Weiter sei (R) erfiillt. Dann gibt es A : [to, tr] — R"” und v € RP,
so dass gilt:

@ adjungierte Differentialgleichung
N(t) = —Hx(t, xo(t), uo(t), M(t))T,  t € [to, t¢], f.ii.,
@ natiirliche Randbedingungen
T
Mto) = =D [vTr(xo(to),xo(tr)]
- T
Atr) = Dy [ r(o(t0) xo(t)]
@ Minimumprinzip

uo(t) = argmin{H(t, xo(t), u, A\(t))|u € R™}, t € [to, tf], f.U..

Glatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Elektrischer Schaltkreis mit Diode

Zustandsvariable x:  Spannung am Kondensator
Steuerfunktion u: Spannung an der Spannungsquelle

Diode

S : N
pa rg]r&léﬂgs C) ~ Kondensator

Aufgabe aus dem Buch von Clarke [1].

Glatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Elektrischer Schaltkreis mit Diode

Problem DIO1. Minimiere das Funktional

unter der Nebenbedingung
x =2(u—x)

und den Randbedingungen

Glatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Anwendung der notwendigen Bedingungen

Hamilton-Funktion:

1
H= §u2+2)\(u—x)

Resultierende Randwertaufgabe:

x=2(=22—-x), x(0) =4,
) 3

Losungskandidat:

4 0 6
3

-1 4
2

-2 2
’
0 -3 0

0 1 2 0 1 2

Glatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Voraussetzungen fiir hinreichende Bedingungen

Q (xo, up) sei zuldssig, up sei stetig.
@ Es existieren Multiplikatoren A : [tp, tf] — R"” und v € RP, so
dass die notwendigen Bedingungen erster Ordnung erfiillt sind.

© Es sei die strenge Legendre-Clebsch Bedingung erfiillt:

Definition. Die strenge Legendre-Clebsch Bedingung ist auf
[to, tf] erfiillt, wenn es ein d > 0 gibt, so dass

w T Huu[tlw > dw™w
fir alle t € [to, tr] und w € R™ gilt.

Q Es gelte Regularitatsbedingung (R).

Glatt: Hinreichende Bedingungen
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Voraussetzungen fiir hinreichende Bedingungen

@ Es existiere eine Funktion Q : [to, trf] — R in
symmetrischer Matrixform mit folgenden Eigenschaften:

o Die Riccatische Differentialgleichung
Ql = _Hxx - Qf; - &TQ + (qu + qu)(Huu)_l(qu + qu)T

besitzt eine beschrinkte Lésung auf [to, tf].
o Die Matrix

Q(to) + DZ(v"r) D (vTr)
D% (wTr)  —Q(tr) + DL (v'r)

ist positiv definit auf der Menge

Kern{ D, ) r(xo(to), xo(tr))}-

Glatt: Hinreichende Bedingungen
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Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung

Satz 2. Die Bedingungen 1-5 seien erfiillt. Dann existieren € > 0
und d > 0, so dass

J(x,u) = J(xo,u0) +  d{||(x, u) = (x0, uo)l|3
+ I(x(t0), x(tr)) — (xo(t0), x0(te))[1*}

fiir alle Paare (x, u) aus der Menge
Be(x0, o) := {(x, u) € L*([to, t¢], R™™)| [|(x, u)—(x0, o) |0 < €}
gilt. Insbesondere ist (xo, tp) ein schwaches lokales Minimum.

Beweis: H. Maurer und S. Pickenhain [2].

Glatt: Hinreichende Bedingungen
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Anwendung der hinreichenden Bedingungen

Priife alle Voraussetzungen zu Satz 2:
© Losungskandidat ist zulassig.
@ Losungskandidat erfiillt notwendige Bedingungen erster
Ordnung.
© Strenge Legendre-Clebsch Bedingung ist erfiillt:

1
H:§u2+2)\(u—x) = Hu=1>0.

Q@ Regularititsbedingung (R) ist erfiillt:

r(x(0), x(2)) = ( ig;:;‘ ) € R?

Dise ) F(%0(0), x0(2)) = ( (1) (i )

Glatt: Beispiel: Eletrischer Schaltrkeis mit Diode
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Anwendung der hinreichenden Bedingungen

Weitere Voraussetzungen zu Satz 2:
© Gesucht wird eine Lésung Q : [to, tr] — R von
o der Differentialgleichung

Q=14Q+4@

e mit der Randbedingung: Die Matrix

(D -aa)

ist positiv definit auf Kern{D(,_,.)r(x0(0), %0(2))}-

Glatt: Beispiel: Eletrischer Schaltrkeis mit Diode
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Optimalsteuerungsaufgabe mit nichtglatten Zustanden

Problem P2. Bestimme eine stiickweise stetige Funktion
u : [to, trf] — R™, so dass das Funktional

Sxu) = /t "Lt x(8), u(t))de

0

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

X'(t) = f(t,x(t), u(t)), t € [to, tr],f.U.,
r(x(to), x(tr)) =0,

mit nichtglatter rechter Seite f und Schaltfunktion S:

| f(t,x,u), S(x,u) <0
. x,u) = { hlt,x.u), S(x,u)>0

Nichtglatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Schaltfunktion S

Annahme (A). Es gebe eine Unterteilung

o<ty <---<ty=tr, NN mit N—1 Schaltpunkten, so dass
S(xo(t), uo(t)) auf jedem Teilintervall |ti_1,t;[ ,i=1,..., N als
Funktion von t stetig ist und

Vt € [to, te]\{t1,.. ., tn—1} : S(x0(t), uo(t)) # 0.

Definition. Die Schaltfunktion S : R" x R™ — R ist von der
Ordnung 0, wenn S explizit von der Steuerung u abhangt, d.h.

D,S(x, u) # 0.

Nichtglatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Notwendige Bedingungen erster Ordnung

Satz 3. Es sei (xp, up) ein schwaches lokales Minimum von P2. Es
gelte Regularitatsbedingung (R). Die Schaltfunktion S sei von der
Ordnung 0 und erfiille Annahme (A). Dann gibt es

At [to, trf] — R” und v € RP, so dass gilt:

N(t) = —H(t,xo(t), uo(t), \(t))7, t € [to, te], f.ii.,
A(to — Dy [v 7 r(xo(to), xo(te))] 7,
(N7,

up(t) = argmin{H(t,xo(t), u, \(t))|u e R"}, t € [to, ts],f.U.,

H[tT] = H[t], i=1,...,N,

)
) =
Mtr) = Dx[v'r(xo(to), xo
)
]
(D) AE), i=1,...,N.

Beweis: H. J. Oberle [3].

Nichtglatt: Problembeschreibung und notwendige Bedingungen
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Elektrischer Schaltkreis mit Diode

Problem DIO2. Minimiere das Funktional




Anwendung der notwendigen Bedingungen

Mit
(1) ::{ b, tel0,ti

a, tet,?2]

lautet die Hamilton-Funktion
1
H(x,u,\) = §u2 + Ac(u — x).

Resultierende Randwertaufgabe:

x = —c(cA + x), x(0) = 4,
A=c), x(2) =3,
a+b

> )\(tl) +X(t1) =0.
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Losung der Randwertaufgabe
Losungskandidat:

4 0 6

3
-0.5 4

2
-1 2

1
0 -1.5 0

0 1 2 0 1 2 0 1 2
X A u

Schaltfunktion:

-2

Nichtglatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Voraussetzungen fiir hinreichende Bedingungen

@ (xo, up) sei zulassig.

@ Es existieren Multiplikatoren A : [tp, tr] — R” und v € RP, so
dass die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir
nichtglatte Optimalsteuerungsprobleme erfiillt sind.

@ Die strenge Legendre-Clebsch Bedingung sei auf [to, t¢] erfiillt.

© Es gelte Regularitatsbedingung (R).

Die Funktion 7 : [to, tr] — R beschreibe die Lange des jeweiligen
Teilintervalls:
t € [ticg, til = 7(t) = ti — ti1 und 7(tr) =ty — ty—1.

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Voraussetzungen fiir hinreichende Bedingungen

@ Es existieren Funktionen Q : [to, tr] — R™ " (symmetrisch),
R : [to, tr] — R" und q : [to, tr] — R, die die folgenden
Eigenschaften besitzen:

o Das Differentialgleichungssystem

Q= Mo £ Q— Qf + (Huw + Qf)(Huu) " (How + Q)T
R = % [—'HX — Qf — Tf;TR + T(qu + qu) (Huu)_lfuTR]
q = % [~2RTf + 7RT£,(Hu) £ R]

besitzt eine beschrinkte Lsung auf [ty, t¢], die stiickweise
stetig differenzierbar ist.

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Voraussetzungen fiir hinreichende Bedingungen

o Diese Losung Q, R und q erfiille die folgenden Sprung- und
Randbedingungen:

Q(to) + D2 (vr) R(to) D, (v7r) 0
RT(to) q(to) 0 0
D2, (v7r) 0  —Qtr)+DZ(v'r) —R(tr)
0 0 —RT(tr) —q(tr)

sei positiv definit auf der Menge
{157 e, (™) € R (1) € Kern{ D,y r(o(to) x0( 1)) }

und fiir alle i = 1,..., N — 1 seien die folgenden Matrizen
positiv definit auf R"2:
Q") — Q") R(t") —R(t)
RT(t)) q(t") 0
—RT(t7) 0 —q(f)

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung

Satz 4. Die Bedingungen 1-5 seien erfiillt. Dann existieren € > 0
und d > 0, so dass

J(x,u) = J(xo,u0) +  d{ll(x,u) = (xo, )|l
+ ll(x(t0), x(tf)) — (xo(t0), x0(tr))||*}

fiir alle zuldssigen Funktionen (x, u) € Be(xo, up) mit derselben
Schaltstruktur bzgl. S gilt. Insbesondere ist (xp, up) ein schwaches
lokales Minimum verglichen mit zul3ssigen Paaren (x, u) der
gleichen Schaltstruktur.

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Beweisidee

Annahme (A) sei erfiillt. Dann ldsst sich [to, t¢] in N Teilintervalle
aufteilen:
[t,'_l,t,'], i=1,...,N.

Bezogen auf jedes Teilintervall definieren wir Zustandsvariablen
und Steuerfunktionen iiber dem normierten Intervall [0, 1] mit
zugehdrigen Teilintervalllangen 7(s) := t; — ti_1,
i=1,...,N,s€[0,1]:

xi(s) := x(ti—1 + s7i), ui(s) = u(ti—1 + s7y).

Offensichtlich gilt fir s; € [0,1], i=1,...,N:

ZT/(S,’) = tr — 1o

i=1

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Hilfsproblem

Problem P2H. Bestimme stiickweise stetige Funktionen
ui :[0,1] = R™, i=1,..., N, so dass das Funktional

N
J= ;/0 7i(s) - L(ti—1 + s7j, xi(s), ui(s))ds

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

i(s) - f(ti—1 + s7i,xi(s), ui(s)), s€[0,1],fi.,i=1,...,N,
=0, se[0,1],fi.,i=1,...,N,

I
\]

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Variablen des Hilfsproblems P2H

Variablen fiir das Hilfsproblem werden mit einem Sternchen
gekennzeichnet:

X>'< = (XlT;Tla..-7X/;,/—77—N)T7 u = (u]-.r7"'7u,-\ll—)T'

Die Hamilton-Funktion ist mit A* := (A7, A, ... AT AGHT
gegeben durch

H*(s,x*, u*, \*) = Z,N:1 TiHi(s, xi, ui, Aj)  mit
Hi(s, xi, ui, Ni) = L(ti—1 +smi, i, u;) + N F(tiz1 + s7i, %, u;),
i=1,....N.

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen

Universitat Hamburg - Department Mathematik - Ricki Rosendahl



Beweisskizze

@ Ist (xo, up) zuldssig fiir Problem P2, so ist (xj, ug) zuldssig fiir
das Hilfsproblem P2H.

@ Sind die nichtglatten notwendigen Bedingungen erster
Ordnung fiir (xo, up) erfiillt, so sind die allgemeinen
notwendigen Bedingungen fiir (xg, ug) erfiillt.

@ Ist die strenge Legendre-Clebsch Bedingung auf [t, t¢] erfiillt,
so ist die Bedingung fiir das Hilfsproblem P2H auf [0, 1]
erfullt, denn:

N .
Hype e = Diag{miHuy,uys- s TN Hupy,un t

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Beweisskizze

@ Ist Regularitdtsbedingung (R) fiir Problem P2 erfiillt, so ist
(R) auch fiir das Hilfsproblem P2H erfiillt:

r(x1(0), xn(1))
x2(0) = x1(1)
r*(x*(0), x*(1)) := : e RPHm(N=1)+1,
xn(0) — xy—1(1)
Sy 7i(0) = (tr — to)
Die Jacobimatrix von r*(x*(0),x*(1)) lautet

D,r 0 Dyr 0

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Beweisskizze

© Wir nutzen die Blockstruktur der Jacobimatrix von f* und der
Hessematrix von H* bzgl. des Hilfsproblems P2H aus.
e Die Riccatische Differentialgleichung wird erstellt fiir eine

Matrix mit Bockstruktur:
* _ M * * Qi Ri
Q" = Diag(Q7, ..., Qn) < RiT 4 )

mit  Q :

Zugehorige Differentialgleichungen lauten:

Q = 7 [Ha— Q- Qf
+(qu + Qifu)(Huu)_l(qu + Qifu)T] )
Ri _Hx - Qlf - T&TRI + (qu + Qifu) (Huu)ileuTRi
gi 2R f + 7R f,(Huu) " ) R;,
i=1,...,N auf dem normierten Intervall [0, 1].

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Beweisskizze

e Die Randbedingung fiir das Hilfsproblem P2H lautet:
Q*(O) 0 2 *\ T _x
( 0 _Q*(l) +D(xs*,x;‘)((y ) r )

muss positiv definit auf der folgenden Menge sein:

Kern{D(xs xx)r" (x*(0),x*(1))} =

{(ﬁslﬂ?g), e ’ﬂsN’Uﬁﬂ)aﬁfl,Ug), .. 'aanvngl)) € R2N(n+1)|

(s1,mv) € Kern{D(x, ) r(x1(0), xn(1))},
Nsi = Nfi—1, i:2a"'7Na

N
> =o}.
i=1

Nichtglatt: Hinreichende Bedingungen
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Elektrischer Schaltkreis mit Diode

Problem DIO2. Minimiere das Funktional

unter den Nebenbedingungen

5= alu—x), x—u<o0
| b(u—x), x—=u>0"

und den Randbedingungen




Anwendung der hinreichenden Bedingungen

Priife alle Voraussetzungen zu Satz 4:
© Losungskandidat ist zuldssig.

@ Lodsungskandidat erfiillt die notwendigen Bedingungen erster
Ordnung fiir nichtglatte Optimalsteuerungsprobleme.

© Die strenge Legendre-Clebsch Bedingung ist auf [ty, tf] erfiillt.
Q Regularititsbedingung (R) ist erfiillt.

Nichtglatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Anwendung der hinreichenden Bedingungen

Weitere Voraussetzungen zu Satz 4:

@ Finde eine Lésung Q : [to, tr] = R, R : [to, trf] — R und
q : [to, tr] — R von
e dem Differentialgleichungssystem

Q = 2cQ+(cQ)?,
R = %[c/\ —cQ(u—x) + 7cR + 7(cQ)(cR)],

§ = %[—2CR(U —x) +7(cR)?]-

Nichtglatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Anwendung der hinreichenden Bedingungen

Die Lésung @, R und q erfiille die folgenden Sprung- und
Randbedingungen:

o Die Matrix
Q(0) R(0) 0 0
R(0) ¢(0) 0 0
0 0 -Q(2) —R(2)
0 0 —R(2) —q(2)

ist positiv definit auf der Menge {(ns,ngT),nf,nﬁT)) € RY|
(ns,mr) € Kern{ Dy, ) r(xo(to), Xo(tr))}}, und die Matrix

Q) = Qty) R(t) —R(t)
R(t) a(ty") 0
—R(t) 0 —q(f)

ist positiv definit auf R3.

Nichtglatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Vereinfachung der Randbedingungen

Der Zustand ist im Anfags- und Endpunkt fest vorgegeben.
Der Endzeitpunkt tf = 2 ist fest vorgegeben.
Wabhle fiir das Hilfsproblem die zusatzliche Bedingung:

71(1) + 72(0) — (tr — to) = 0.

Dann muss gelten:

Die Lésung @, R und q erfiille die folgenden Sprung- und
Randbedingungen:

e g(0) > 0 und g(2) < 0, und die Matrix

Q") — Qtr) R(t) + R(t)
R(t7) + R(t7)  q(ty) —q(ty)

ist positiv definit auf R.
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Losung der Riccatischen Differentialgleichung

0 ]

—0.2 0.5 /\ 1

-0.4 0 05

06 os 0

08 e -05
- -1 -1

t | Q) R(t) q(t)
ty | —1.0000  0.0598  0.0214
t; | —1.0000 —0.5000 —0.1000
t;” | 0.0000 05000  0.1000
tr | 0.0000 —0.0448 —0.1460

Nichtglatt: Beispiel: Elektrischer Schaltkreis mit Diode
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Ausblick

weitere Moglichkeiten:
@ gemischte und Steuerrestriktionen
e modifizierte strenge Legendre-Clebsch Bedingung
@ Schaltfunktion der Ordnung 1
@ Probleme mit freien Steuerungen
°

Probleme mit singuldrem Zustand, Schaltfunktion der
Ordnung 0

noch offen:
@ Probleme mit Zustandsbeschrankungen

@ Probleme mit singuldrem Zustand, Schaltfunktion der
Ordnung 1

@ Schaltfunktionen hdherer Ordnung
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