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Allgemeine Optimalsteuerungsaufqabe

Bestimme:

x :[a,b] = R",  Zustandsvariable (stetig, stiickweise C!)
u:[a,b] — R™, Steuerfunktion (stiickweise stetig)

so dass das Funktional
I = g(x(b))
minimiert wird unter den Nebenbedingungen
x(t) = f(x(t),u(t)), t €[a,b], f.i., (Zustandsgleichung)

r(x(a),x(b)) =0, (Randbedingung)

Umin < U(t) < Umax- (Steuerbeschrankung)

:  Einfiihrung
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Okonomisches Beispiel

Bestimme:

H,K:[0,T] = R Humankapital, Kapital
¢, s,0:[0,T] =R Konsum, Ausbildungsanteil, Nichtfreizeit

so dass das Funktional

I(c,s,1) = / U(t,c,t,H)e Ptdt — FKng):H
minimiert wird unter den Nebenbedingungen
H = oH®sl — 6H, H(0) = Ho,
K=iK+rH(1—(1-a)s—as?)l—c, K(0) = Ko,

c(t) >0, 0<s(t) <1, 0</(t) <1

:  Einfiihrung
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Parameter 1

Unstetigkeit in der rechten Seite der Differentialgleichung:
K=iK+rH(l - (1-a)s—as®){—c.
Parameter i: Zinssatz auf Kapital K:

L[ =004 i K(t)>0,
o > I, if K(t) < 0.

Einfiihrung
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Allgemeine Optimalsteuerungsaufqabe

Bestimme:

x :[a,b] = R",  Zustandsvariable (stetig, stiickweise C!)
u:[a,b] = R™, Steuerfunktion (stlickweise stetig)

so dass das Funktional
I = g(x(b))
minimiert wird unter den Nebenbedingungen
x(t) = f(x(t),u(t)), t €a,b], f.i., (Zustandsgleichung)

r(x(a),x(b)) =0, (Randbedingung)

Umin < U(t) < Umax- (Steuerbeschrankung)

= Stetige OSA
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Notwendige Bedingungen - stetiger Fall

Definiere Hamilton-Funktion:
H(x, u, \) == X f(x, u)

In einem Losungspunkt (x°, u®) muss dann gelten:

M) = —H (), (1) A1),

W(t) = argmin{H(x*(t). u. A(1) : timin < t < timas}.
Ma) = g T r((@). (b)),

Mb) = gl [0 £((B)) + 1T r(x0(a). x(B))]

jjj Stetige OSA
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Randwertaufgabe - stetiger Fall

Bestimme:

x : [a,b] — R", Zustandsvariable (stetig, stiickweise C')
X:[a,b] — R", adjungierte Variable (stetig, stiickweise C')

welche die Differentialgleichungen

X(t) = f(x(1); u(t)),
At) = —Hu(x(t), u(t), N(t))

und folgende Randbedingungen erfiillen:
r(x(a),x(b)) = 0,

Ma) = g T r(x%(a), x°(B))],
Ab) = i [0 g(x°(6)) + v Tr(x%(a), x(b))].

jjj Stetige OSA
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Okonomisches Beispiel: Losung - stetiger Fall

Zustandsvariablen und adjungierte Variablen bei i» = iy:
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Stetige OSA
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Okonomisches Beispiel: Losung - stetiger Fall

Steuerfunktionen bei i = i7:
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Optimalsteuerungsaufgabe - reqularer Fall

Bestimme:
x :[a,b] — R",  Zustandsvariable (stetig, stiickweise C!)
u:[a,b] = R™, Steuerfunktion (stiickweise stetig)

so dass das Funktional

I = g(x(b))
minimiert wird unter den Nebenbedingungen

[ A(), u(t)), falls S(x) <0, .
X(t)—{ Bx() (), falls S(x) = 0. & € [38l i,

r(x(a), x(b)) =0,

Umin < U(t) < Umax-

Annahme: Die Schaltfunktion S(x) besitze nur isolierte Nullstellen!

; Unstetige OSA - regularer Fall
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Transformation

|
| Teile das Intervall [a,b] in zwei
: Teilintervalle beziiglich der Nullstelle

0\/:’ t1 von S(x).

Definiere mit 7 € [0, 1]:

%2 -
K_'\ x1(r) = x(a+7(t1 — a)),

(7) ( )
44 | x(7) = x(t1+7(b—t1)),
(1) ( )
(7) ( )

<

7T

= ula+7(t1 —a)
= ulty+7(b—t1

)-

u>( 7

Unstetige OSA - regularer Fall
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Tranformierte Optimalsteuerungsaufgabe

Bestimme:

(x1,x2) : [a, b] — R2",  Zustandsvariablen (stetig, stiickweise C!)
(u1,u2) : [a, b] — R?™,  Steuerfunktionen (stiickweise stetig)

so dass das Funktional

I = g(x(1))

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

(T) (t1 = a)fia(r), w(7)),  r(xa(0),%(1)) =0,
= (b—t)h(x(7),w(r)),  x(0) —x(1) =0,
0, 5(a(1)) =0,

Umin < Uj(T) < Umax, =12

; Unstetige OSA - regularer Fall
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Riicktransformation

Durch die Definition von

A1 (t'-;—_";,), telati

A(t) == A <Z:§11> , te]t,b

erhalt man notwendige Bedingungen fiir das Ausgangsproblem:

Optimalsteuerungsaufgabe - regularer Fall.

Unstetige OSA - regularer Fall

Arbeitsgemeinschaft fiir Optimierung - Ricki Rosendahl



Notwendige Bedingungen - reqularer Fall

Definiere Hamilton-Funktion, i = 1, 2:
H(x, u, A) := Hi(x, u,\) :== AT fi(x, u)

In einem Losungspunkt (x°, u®) muss dann gelten:

Mty = =H(xO(2), u°(1), (1)),

w(t) = argmin{H(x(t), u, A(t)) : tmin < U < Umax},
Ma) = —gh T r(x%a), x° (b)),

Ab) = 55w [0 g(x°(b)) + 1T r(x(a), x°(b))],
At = M) +5S5CC(), =15

H[tF] = H[t], j=1,...,s.

jjj Unstetige OSA - regularer Fall
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Okonomisches Beispiel: Losung - requldrer Fall

Zustandsvariablen und adjungierte Variablen bei i > iy:

Human Capital H(t)
Capital K(t)
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Unstetige OSA - regularer Fall
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Okonomisches Beispiel: Losung - requldrer Fall

Steuerfunktionen bei i > i7:
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Unstetige OSA - regularer Fall
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Okonomisches Beispiel: Losung - requldrer Fall

Zustandsvariable K(t) im Grenzfall i = i3,
Zweiten Nullstelle wird horizontal durchlaufen.

Capital K(t)

Unstetige OSA - regularer Fall
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Optimalsteuerungsaufqabe - singularer Fall

Bestimme:

x :[a,b] — R",  Zustandsvariable (stetig, stiickweise C!)
u:[a,b] — R™, Steuerfunktion (stiickweise stetig)

so dass das Funktional

I = g(x(b))
minimiert wird unter den Nebenbedingungen
t),u(t)), falls S(x) <0,

()
x(t) =< h(x(t),u(t)), fallsS(x)=0, te]a,b],fi.,
(t) ), falls S(x) >0,

: Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Transformation

L Teile das Intervall [a,b] in drei
| f Teilintervalle beziiglich der Anfangs-
und Endpunkte t1,t, des singularen
Teilstiickes von S(x).

Definiere mit 7 € [0, 1]:

Vo 1 xa(r) = x(a+7(t—a)),
o xo(1) = x(ti+7(t2 — t1)),
x3(7') = Xx(t +T( - t2))7

(
(
/ ui(rt) = ula+7(t1 — a)),
(
(

c\ll’:)u/ w(r) = u(ti +7(t2 — t1)),

L w(1) = u(t+7(b— t)).

Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Tranformierte Optimalsteuerungsaufgabe

Bestimme:
(x1,x2,x3) : [a,b] — R3",  Zustandsvariablen (stetig, stiickweise C1)
(u1, up, u3) : [a, b] — R3™,  Steuerfunktionen (stiickweise stetig)

so dass das Funktional
I = g(x3(1))
minimiert wird unter den Nebenbedingungen
x'(7) = (1 — a)la(r), uu(7)),  r(xa(0),x3(1)) =0,
= (t2 — t1)fa(x2(7), u2(7)), x2(0) = x1(1) =0
b — t)(x3(7), us(7)), x3(0) — x2(1) =0,
)=20

Umin < U/(T) < Umax, 1=1,2,3.

: Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Notwendige Bedingungen - singuldarer Fall

Definiere Hamilton-Funktion, i = 1,2, 3:

HOx, u, A 1) o= Hi(x, u, A, 1) = AThi(x, u) + pSM(x, )

In einem Losungspunkt (x°, u®) muss dann gelten:

At) = —H(xO(1), (1), A(2), (1)),
u(t) = argmin{H(x*(t), u, A(t), (1)) : Umin < U < Umax},
p(t)S(°(r)) = o,
Ma) = —aXoL(a)[VTf(XO(a)aXO(b))],
A(b) = aXoL(b)[Vo g(x°(b)) + v r(x°(a), x°(b))];
AE) = M)+ 550C01), S € Jreg U Janr,s
HIET = K], j=1,....s

jjj Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Okonomisches Beispiel: Losung - singulirer Fall

Zustandsvariablen und adjungierte Variablen bei ir > i3:
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Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Okonomisches Beispiel: Losung - singulirer Fall

Steuerfunktionen bei i > i5:
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Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Okonomisches Beispiel: Losung - singulirer Fall

Zustandsvariable K(t) mit singuldrem Teilstiick und
adjungierte Variable Ak(t) mit Sprung, i» > i3:
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Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Okonomisches Beispiel:
Losung - zustandsbeschrankter Fall

Zustandsbeschrankung K(t) > 0:

-0.04
0.5 —. -0.045
=
— N4
z 04 < -005
N2 o
— 03 <
£ 02 > -0.055
o ‘S -0.06
O o1 2
©
0 - - << -0.065
—0.1 - - -0.07
18 20 22 24 26 18 20 22 24 26
t t

Unstetige OSA - singuldrer Fall
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Zusammenfassung

@ Theorie: Optimalsteuerungsaufgabe und notwendige
Bedingungen

@ Anwendung auf okonomisches Beispiel

stetiger Fall

regularer Fall

singularer Fall
zustandsbeschrankter Fall

Vielen Dank!

Zusammenfassung
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Anhang: Steuerfunktionen, i = i

-1
C* _ (_/\K)_l/a _: a—1 /\H o H®
%0 2a + 2arik
0, ifsy<O,
lo = 1—(=¢/0(s"))",
¥ = so, if sp €]0,1],
1, ifsp>1 ®(s) = AgoH s+ AcrHg(s).

= Anhang
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Anhang: Parameter des okonomischen Beispiels

« = 2 16} = 15

0% = 0.8 K = 0.8

£ = 04 v = 0.0015
r = 0.2 p = 0.01

o = 1 € = 035

) = 0.01 r = 1

a = 03 T = 75

H = 1 Ko = 40

= Anhang
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Anhang: okonomisches Beipsiel:
Losung zustandsbschrankter Fall

Control Var. c(t)
>
Control Var. s(
3

Control Var. I(t
S
Lagrange Para.p”(t)

Anhang
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