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Zielsetzung

Optimierung mit partiellen
Differentialgleichungen —

Anwendung:
Beeinflussung einer
Flussigkeitsstromung.

e Modellierung mit den
inkompressiblen NSE.

e Diskretisierung mit finiten
Differenzen.

o Zielfunktional:
Gradientenberechnung mit der
Adjungiertenmethode.
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Adjungiertenmethode

Abstrakte Problemformulierung

Minimiere J(y,u) iber (y,u)e W x U
u. d.N. e(y,u)=0.

U : Banachraum der zulassigen Steuerungen
W: Banachraum der moglichen Systemzustande.

e WxU—Z*
Zustandsoperator (Z : Banachraum).

Ist e(y, u) = 0 lokal und eindeutig nach y = y(u) auflésbar:

Minimiere J(u) iiber u € U
mit J(u) == J(y(u),u) reduziertes Zielfunktional.
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Adjungiertenmethode

Gradient des reduzierten Zielfunktionals

Differenzierbarkeitseigenschaften:

e In einer Umgebung von (y(u), u) sei J
Frechét-differenzierbar,

e e sei stetig Frechét-differenzierbar,
e die partielle Ableitung ey (y(u), u) sei lokal invertierbar.

Satz iiber implizite Funktionen liefert:

e(y, u) = 0 lokal eindeutig auflosbar zu u — y(u).
und
y'(u) e L(U, W)
y'(u) = —eg ' (y(u), u)eu(y(u), u).
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Adjungiertenmethode

Adjungiertengleichung

Anwendung der Kettenregel auf J(u) = J(y(u), v) und
Einsetzen von y’(u):

j'(u)(éu) = Ju(y(u), u)(ou) — e (y(u), u)e;*(y(u), u)Jy(u)(du)
= (Ju(y, u),0u)p= v + (e,(y, w)\, du)y= v

fiir X :== — (e} (y, u))_1 Jy(y,u) € Z : adjungierter Zustand.
Berechnung von A: Adjungiertengleichung

ey (y, w)A + Jy(y, u) = 0.
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Adjungiertenmethode

Optimierungsproblem

Problemstellung:
Steuerung einer zweidimensionalen
Fliissigkeitsstromung

y Zustand der Stromung
U Steuerungseinfluss

e(y,u) =0 Der Zustand y ist Losung der
Navier-Stokes-Gleichungen

J(y, u) problemabhéngig formulierte
Zielfunktion
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Navier-Stokes-Gleichungen

Physikalische GroBen

x € QCR?  Ortsgebiet Orts—Zeit-Zylinder ¢
t €0, T] Zeithorizont
y(x,t) Geschwindigkeitsvektor
p(x,t) Druck
0(x,t) Temperatur
o(x,1) Dichte

g = (g1, gg)T Vektor der Erdbeschleunigung

Schreibweise fiir den Nablakalkiil:

2 4, 2 2 g2
b (Sal) vasy i sy
i=1 j=1,2 i=1 !

7
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungssatze

e Massenerhaltung: Masse kann weder erzeugt noch
zerstort werden.
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungssatze

e Massenerhaltung;:

d

— o(x,t) dx =0
dt U(t)

wobei o(t) C Q : beschrianktes Kontrollvolumen.
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungssatze

e Massenerhaltung;:

d

— o(x,t) dx =0
dt U(t)

wobei o(t) C Q : beschrianktes Kontrollvolumen.

* Impulserhaltung (2. NEWTONsches Axiom): Die zeitliche
Anderung des Impulses entspricht der Summe der
einwirkenden Kréafte.
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungssatze

e Massenerhaltung;:

— o(x,t) dx =0
dt a’(t)
wobei o(t) C Q : beschrénktes Kontrollvolumen.

e Impulserhaltung:

d

— o(x,t)y(x,t) dx —/ fs dx.
dt o(t) o(t)
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungssatze

e Massenerhaltung;:

— o(x,t) dx =0
dt a’(t) ( )

wobei o(t) C Q : beschrénktes Kontrollvolumen.

e Impulserhaltung:

d

— o(x,t)y(x,t) dx —/ fs dx.
dt o(t) o(t)

e Energieerhaltung (1. Hauptsatz der Thermodynamik):
Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie ist gleich der
Summe der durch die Volumen- und Oberflachenkréfte
eingebrachten Leistung sowie der Energieanderung durch
Wiérmeiibergang.
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungssatze

e Massenerhaltung;:

— o(x,t) dx =0
dt a’(t) ( )

wobei o(t) C Q : beschrianktes Kontrollvolumen.
e Impulserhaltung:

d

— o(x,t)y(x,t) dx —/ fs dx.
dt Jo(t) o(t)

e Energieerhaltung:

il 0 dx = W(a(t)) + Q(o(t)).
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Navier-Stokes-Gleichungen

Satz (Transporttheorem von Reynolds)

d oOF
— F(x,t) dx :/ —(x,t) —+
dt Sy (x,%) U(t)[c‘)t( )

(y(x,t) - V) F(x, t) + F(x, t) divy(x, t)] dx.

Konstitutive Gleichungen

z.B. Newtonsches Fluid, Fouriersche Warmeleitung.

Entdimensionalisierung (M-Theorem von Buckingham)

Mathematische Modelle physikalischer Prozesse lassen sich in
dimensionslose Form bringen. Die dimensionslosen Parameter
konnen als Produkte von Potenzen der urspringlichen
Parameter geschrieben werden.
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Navier-Stokes-Gleichungen

Erhaltungsgleichungen
Transporttheorem
konstitutive Gleichungen

Entdimensionalisierung

+ 4+ o+

Ndaherung fir Auftriebsphdanomene

= inkompressible
Navier-Stokes-Gleichungen

mit Boussinesq-Approximation

~» Die Dichte ist konstant aufler in den Termen der
Auftriebskrafte;
dort: Linearer Ansatz for o(9).

~ Alle anderen Fluideigenschaften werden als konstant
angenommen.
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Navier-Stokes-Gleichungen

Zustandsgleichungen

Zustandsgleichungen

divy =0
Oy +( V) ——A + Vp = —~gb
ot y-Vv)y Re Sy b 8
00 11
8t+( V)O—R—P—AH 0

Reynoldszahl Re = %“’L , Prandtlzahl Pr = 2%
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Navier-Stokes-Gleichungen

Randbedingungen

Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten:

® Haftbedingung (no-slip condition)
Kein Fluid dringt durch die Wand, und das Fluid haftet an
der Wand, d.h.

y=0 auf [0 stip-

® Einstrombedingung (inflow condition)
Beide Geschwindigkeitskomponenten sind fest vorgegeben:

Y = Yinflow auf rm y Yinflow - [O, T] - R2 gegeben‘



Modellierung
O00000e

Navier-Stokes-Gleichungen

Randbedingungen

Randbedingungen fiir das Temperaturfeld:

@® Vorgegebene Wandtemperatur:
Dirichlet- Randbedingungen:

Ol =6y , Oy vorgegeben.

® Definierter Warmestrom
Neumann-Randbedingungen:

mit q,: Warmestrom, x: Warmeleitkoeffizient.



Modellierung
@000

Schwache Formulierung

Gliederung

® Modellierung

Schwache Formulierung



Modellierung
[o] le]e}

Schwache Formulierung

Integraldarstellung

~» Wie ist der Zustandsoperator e(y, u) definiert?

~» Welche Gestalt hat der Raum W der méglichen
Systemzustande?
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Schwache Formulierung

Integraldarstellung

y € C%(Q), p € C1(Q) seien klassische Losungen von

divy =0
dy

1
= . — —A =f inQ
1 +(y-V)y e y+Vp in

y(0)=yoinQ; y=0aufl x (0, 7)

Waihle Testfunktion v e V:={y € C°(Q) | divy =0}.
= Multiplikation mit v, Integration, partielle Integration:

d

& y(x t)v(x) dx—i——/Vy Vv dx+/(y V)y - v dx

—/Qp(x, t) div v(x) dx+/rp(v-n) ds = /Qf(x, t)yv(x) dx.

=0
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Schwache Formulierung

Integraldarstellung

Umformulierung: Fir v € V gilt

d

1
%(}CV)LQ(Q) + E(Y7V)H1 + b(Y7Y7V) = (f7V)L2(Q)

mit dem Skalarprodukt

(V) = [ Vy(x)- V() dx
und der Trilinearform

b(u,v,w) := /Q(u -V)v-w dx.

= Integraldarstellung macht bereits Sinn fiir
allgemeinere Losungsraume.
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Schwache Formulierung

Funktionenraume

Man definiert die Radume
Vo= V”'HH&(Q) und H = v”‘”zﬂ(g).

Es werden Funktionen y : [0, T] — V betrachtet.

e Kinfiihrung von Treppenfunktionen, Messbarkeits- und
Integralbegriff
= Bochner-Raume LP(0,T; V)

e Distributionelle Zeitableitung %
Definition des Zustandsoperators e : W — Z* mit

W = {y € L*(0, T; V) mit distributioneller Zeitableitung}
Z:=1%0,T;V)x H
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Schwache Formulierung

Existenz- und Eindeutigkeitsresultate

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Bei Dirichlet-0-Randbedingungen gilt: Fir jede
Anfangsbedingung ug € H existiert genau eine schwache Lésung
y € W der Navier-Stokes-Gleichungen.
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Differentiate-then-Discretize

Welche Gestalt hat die Adjungiertengleichung

ey (y, u)A + Jy(y, u) = 07

~ Steuereinfliisse?
~» Wie ist das Zielfunktional J(y, u) definiert?
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Differentiate-then-Discretize

Stromungsbeeinflussung: Uberblick

Zielsetzungen:

e Tracking- Type-Zielfunktionen
Steuerung der Stromung, so dass sie ,moglichst gleich“
einem Stromungsfeld z(x, t) / Temperaturfeld 64(x, t) ist.
~ Parameteridentifikation
~ Vermeidung heifler Zonen

e Minimierung des Stromungswiderstandes
eines angestromten Korpers

e Minimierung der Wirbelstarke
als Ansatz zur Vermeidung von Turbulenz
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Differentiate-then-Discretize

Steuereinflisse

Verteilte Steuerung:

. Verteilte Kraft:

Vorgabe eines Kraftterms ur in den Impulsgleichungen.

. Warmequellen:

Vorgabe eines Quellterms ug in der Energiegleichung.
Randsteuerung:
Vorgabe von Geschwindigkeiten am Rand I' x (0, T')

y(x,t) = u(x,t) fir (x,t) el x(0,T).

iv. Heizung / Kithlung am Randstiick I x (0, T'):

—knVO =¢q oder =60, V (x,t)el x(0,T)

. Sonstige Steuereinfliisse:

Steuerung durch Schubspannungen am Rand;
Veranderung der Geometrie.
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Differentiate-then-Discretize

Steuereinflisse

Verteilte Steuerung:
i. Verteilte Kraft:
Vorgabe eines Kraftterms ur in den Impulsgleichungen.

ii. Warmequellen:
Vorgabe eines Quellterms ug in der Energiegleichung.
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Differentiate-then-Discretize

Tracking-Type-Zielfunktional

Tracking- Type-Problem mit Steuerung
durch verteilte Kraft und Wdrmequellen

Minimiere das Zielfunktional
o o
I5p.b.urug) =3 [ Ny ~al} dx de+ 2 [ 0 6u]3 dx a
Q Q
+ 5 lurlzeg) + 5 lluallzzg)

unter Beachtung der Zustandsgleichungen
1
yet (y - V)y — 5 By +Vp = —7g0 + up
divy =0

1 1
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Differentiate-then-Discretize

Berechnung des Gradienten

Berechnung der Adjungiertengleichung

e;(y’ w)A + JY(y’ u) = 0.

Der Term ey, wird mittels (PI) berechnet.

Die Adjungiertengleichung kann wieder als semilineare
parabolische PDgl. betrachtet werden.

o Losung rickwdrts in der Zeit.

Diskretisierung analog zu den Navier-Stokes-Gleichungen.
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Differentiate-then-Discretize

Optimalitatssystem

Zustandsgleichungen
yt — Re 'Ay + (y - V)y +Vp —up +780 =0
—divy =0
0+ (y-V)0—Re *Pr A0 —ug =0
Anfangs- und Randbedingungen
v(0) =y0,0(0)=6y inQ ; y=0,60=0; aufl x(0,7)
Adjungierte Zustandsgleichungen
— gt = Re 7 Ap—(y - V) pu+ (Vy) p+ VE+ (VO po = — on (y — 2)
—divp=0
veu — (o) — Re ' ProtApg + (y - V) g = — a2 (0 — 04)
Anfangs- und Randbedingungen
w(T)y=0, up(T)=0 inQ ; pu=0, up=0 aufl x(0,7)
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Differentiate-then-Discretize

Optimalitatssystem

—ai(y —2)

— (9 (9 _Hd)
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Differentiate-then-Discretize

Optimalitatssystem

— = Re Ap—(y - V) p+ (Vy) " 1+ VE+ (V6) pg =
—divp=0
veu — (o) — Re ™' ProtApg + (y - V) po =
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Differentiate-then-Discretize

Berechnung des Gradienten

Die Gleichung
J'(u)(6u) = (Ju(y, u), 5u) v+ v + (e} (y, u)A, 6u)y v
reduziert sich zu

j,(uF7 UQ)(UF7 UQ)
= (—p+ azup, vr) 120, 7;02()) T (—Ho + Qauq, vQ) 120, 7:12(0))-

~> Diskretisierung?
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Differentiate-then-Discretize

Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

1. Parametrisierung der Steuerung:
Die Steuerung w wird durch eine Funktion wu, ersetzt, die nur
von endlich vielen Parametern abhangt:
upy, uQp - stiickweise konstante Gitterfunktionen.

2. Diskretisierungsverfahren fiir die
Differentialgleichungen:
Z.B. mit staggered grid, Differenzenverfahren.

3. Optimierer:
Diskretisierung des Zielfunktionals: jh(th, uQh)-
~ diskretes L?-Skalarprodukt!
Diskretisierung der Gradientendarstellung.
~ "differentiate-then-discretize”
Das entstandene nichtlineare Optimierungsproblem wird mit
einem geeigneten Verfahren gelGst.
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Differentiate-then-Discretize

Optimierungsverfahren

Unrestringiertes Optimierungsproblem

Finde Gitterfunktionen (upy, ugn), so dass die Zielfunktion
Tn(wpn, ugn) = Jn ((Yi, pi, 0i) (wpn, ugn), urm, uon)

manimal wird.

Mogliche Losungsverfahren:
e Gradientenverfahren
e Inverses LBFGS-Verfahren
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Differentiate-then-Discretize

Optimierungsverfahren

Unrestringiertes Optimierungsproblem

Finde Gitterfunktionen (upy, ugp), so dass die Zielfunktion

Tn(usn, ugn) = Jn (¥i, Pi» 0:) (urn, ugn), urn, ugn)

minimal wird.

1.7 ‘

1.65 Gradientenver%ahren +

. LBFGS-Verfahren —+—
1.6 \\

1.55

15 \‘\

1.45
14
1.35
13
1.25

Zielfunktion J

/+

ey

R

5 10 15 20 25 30
Iteration #
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Differentiate-then-Discretize

Schrittweitensteuerung

Optimale Schrittweite in Richtung d:
s* = arg ming. o I(s) , I(s):= Ju(x" + sd)
Approximation durch ein quadratisches Modell
L:R—R, DL(s):=Jy(x")+ as+ bs?

Berechnung der Koeffizienten durch einen ®
Probeschritt.

Minimum der Modellfunktion bei

§F = — (th(xk)’d)
2(Tn(xF + d) — Tp(xk) — (VI (xF),d))
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Zeitdiskretisierung

Diskretisierung der Zustandsgleichungen
in der klassischen Formulierung mit den Variablen u, p, 0

Zustandsgleichungen

divy =0
Y (- V)y - LAy +Vp = —gh
= T V)y— Ay +Vp=—1g
00 1
———A —
o TV = e pA=0

Adjungierte Zustandsgleichung:
Diskretisierung auf analoge Weise.
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Zeitdiskretisierung

Semi-implizites Eulerverfahren

Die Diskretisierung bzgl. der Zeitvariablen t erfolgt durch ein
Euler-Verfahren.

e Eulersches Polygonzugverfahren:
1
y: = E (Y(X’ t+ 5t) - Y(X7 t))
e Semi-implizites Verfahren:

—Re_lAy"'H +(yn 'v)yn +vpn+1 _ _,ygan—f—l'
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Zeitdiskretisierung

Quasi-Stokes-Problem

Die semi-implizite Zeitdiskretisierung ergibt
(I —5tRe 'A)y" ™ = —6tVp" ™ +g mit V-y"™ =0
mit der Hilfsvariablen
g=y"—ot(y" - V)y" — 6tygo"t.
Der Term g enthélt nur bekannte Gréflen, wenn zuerst die

Energiegleichung

1 1
I—0t——A )" =0" —5t(y"- V)"
< Re Pr > " -V)

gelost wird.
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Zeitdiskretisierung

Schurkomplement-Ansatz

Raumliche Diskretisierung:

Ay : Laplace-Operator
S :=1—8tRe Ay
B .=V, : Gradient

—BT = (V) : Divergenzoperator
Das Problem lautet also
S B yn+1 B g
BT 0 stpntt ) 0 )

Aquivalent dazu ist die Schurkomplement-Formulierung:

Lose BTS™1 (g — 5th”+1) =0
und y"tl =571 (g — (5th"+1) .
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Zeitdiskretisierung

PCG-Verfahren

Die in jedem Zeitschritt neu zu berechnende Gleichung
5tBTS_1Bpn+1 — BTS_lg

wird mit einem vorkonditionierten CG-Verfahren gelost.
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Zeitdiskretisierung

Vorkonditionierer fiir BTS~1B

Randbedingungen:
y =go auflyCoQ

Dg—?;:gl—l—n-dt-p auf [ = 0Q\ Iy

Mrg = vrg + dpo
mit dem Vektor (g berechnet durch

_AhSOO =TIy in Q

0
ﬂ:() auf Iy, oo =0 aufly.
on
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Zeitdiskretisierung

Effekt des Vorkonditionierers

Parameter: Gittergrofle 20 x 20,
Nischenstromung mit Re = 100, u =1

le+10

Vorkonditionierer verwendet
ohne Vorkonditionierer -------

100000

1le-05

le-10

le-15

1le-20

le-25
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Iteration

Abb.: Entwicklung des Residuums ||r||3.
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® Numerische Simulation

Ortsdiskretisierung
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Ortsdiskretisierung

Approximation der Differentialoperatoren

e Diskreter Gradient V},: Vorwartsdifferenz

u
Vi : pr—><v>

Uiy = E (pi_,_l,j —pij) fir ¢ = 1,..., Ny — 1 5 ] = 1,..., Ty

1 . ,
Vi = @ (pi7j+1 —pij) fir ¢ = 1, ey Ny 5 ] = 1,..., Ny — 1.

e Divergenz divj,: Riickwartsdifferenz.
e Diskreter Laplace-Operator Ay:

N d’u d’u L ‘
Uy = [w]ij + [a—lﬂ]zj firi=1,...,n, -1, 7=1,...,ny

. 0%v v . .
e L;—Hw} T et J e
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Diskretisierung auf versetzten Gittern

Ng, Ny : Anzahl der
Gitterpunkte in z-
und y-Richtung.
ue R(nz—l)xny
ve anx(ny—l)
p,f € R™=>"

0.8}

0.6

0.4F

0.2

0.0

-0.2

[ 103

po2

L 01

L 1 ¥00)

N

u(2.6)

N

u(3,6)

N

u(4.6)

p005)

yutos) g wcr.9)

AM14)

p25)

(1) g p(23)

pB5)

|y u(z9) o p(33)

p45)

|, u3.) o p(45)

4 55)

|, u45) g p(53)

PR

Jy u(s:3)

Lo

?
o904

A v(1.3)

po)

[ u14) g 2

pB)

vz o o34

pot)

|y w30 o pls8)

45)

|y w4 o o(5.8)

4 e

Jy u(s.4)

RS

o P13

AM12)

p2)

u(13) g P23

pB3)

|y u(z3) o P33

pe3)

|, u3.3) o p(4.3)

453)

|, u4.3) o 0(53)

1 W(8.3)

Jy u(s:3)

Lo

o P12

A1)

po22)

lyu12) 4 p2.2)

pB2)

| u(22) g p(32)

p02)

|, u32) o p(32)

452)

|, u4:2) g p(52)

462

INTCR)]

RS

& PUIT)

AM10)

p)

u(1.1) g p(21)

pB)

|, u(z1) g P31

PUCH)]
T

|, u3.1) g p(4.1)

451

|, u4.1)  p(5.1)

4 HE0

J, u(s.1)

N

u(0.0)

=

p20)
u(10)

N

pB0)
u(2.0)

N

p40)
u(3,0)

N

450
u(4,0)

PR

—yu(s0)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8 1.
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Ortsdiskretisierung

Numerische Besonderheiten

e Numerische Behandlung des konvektiven Terms
¢ Neumann-Bedingungen

e Zulédssige Zeitschrittweiten
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Ortsdiskretisierung

Gesamtalgorithmus : Simulation

Gegeben : Anfangswerte yg, 0p. Iterationszahl N.

p?— 0, t —0.
for +:=0,1,2,..., N do
Priife die Giiltigkeit der Schrittweite dt,
gef. STOP mit Fehlermeldung.
Berechne 6"+,
Berechne rechte Seite der Impulsgleichungen g.
Lose die Schurkomplement-Gleichung

otBT S 1pptt = BT S5 1g

mit dem PCG-Algorithmus und berechne damit den neuen
Geschwindigkeitsvektor y™*1.

t <« ¢4 dt.
end
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Numerische Simulation

Gliederung
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Numerische Simulation
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Numerische Simulation

Testrechnung: Nischenstromung

Abb.: Nischenexperiment, Gittergrofie 128 x 128.

Parameter:

Q=1[0,1> , Re=1000 , g=0 |,

]
Il
N
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Optimale Steuerung

Gliederung
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Optimale Steuerung



Beispiele
(o] lelele]e]

Optimale Steuerung

Berechnung des Gradienten

Vergleich des Adjungierten-Ansatzes mit einer Approximation
durch finite Differenzen:
Wabhl einer Testrichtung Ju:

1 11
u) = 7T 1= x— (3.5) la

= Berechnung von Vj(k “ou) - du, k=1,2,...

Rty ot o Jatunih—
0.0003 0.006 X
ooz ' oo0ss
00001 - 0.005
o - 0.0045.
R ¥
5 oo0ss
0.003 \
oo
oo0z -
00015 = i
o~ oot
T N TR = 0 s m = »
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Optimale Steuerung

Parameteridentifikation

Steuerungsmechanismus: Verteilte Kraft

Daten des Stromungsfeldes:
Re=10 ; T=2 ; Q=][0,1
Gesucht: Steuereinfluss 4x((0.75,0.5)7,-) = (10,0)7

Energiegleichung bleibt unberticksichtigt:

aq a3
J(y,p,ug) = 5 /Q ly—zl3 dx dt—i_?HuFH%?(Q)v a; =10, a3 :=1
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Parameteridentifikation

00@000

Steuerungsmechanismus: Verteilte Kraft

Daten des Stromungsfeldes:
Re=10 ; T=2 ; Q=][0,1
Gesucht: Steuereinfluss 4x((0.75,0.5)7,-) = (10,0)7

Energiegleichung bleibt unberticksichtigt:

aq a3
J(y,p,ug) = 5 /Q ly—zl3 dx dt—i_?HuFH%?(Q)v a; =10, a3 :=1

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

(b) Zielfunktion (¢) @1-Schnitt
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Parameteridentifikation

Beispiele
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Steuerungsmechanismus: Verteilte Kraft

Daten des Stromungsfeldes:
Re=10 ; T=2 ; Q=][0,1
Gesucht: Steuereinfluss 4x((0.75,0.5)7,-) = (10,0)7

Energiegleichung bleibt unberticksichtigt:

aj ag
J(y,p,ug) = 5 /Q ly—zl3 dx dt+7||“FH%2(Q)a a; =10, a3 :=1

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

(b) Zielfunktion (¢) x1-Schnitt
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Umkehrung eines Wirbels

Beispiele
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Optimalsteuerung des Stromungsfeldes:

Re=10 ; Pr=7 ; =002 ; T=2

Gewtlinschte Stromung z(x, ¢) im Zielfunktional:

o _SOxQ(t,«Tlg«TQ)
)= |

mit der Stromfunktion ¢

Q=10,1)?

o(t, xy,12) = 0(t,21)0(t, 22) , 6O(t,y) = (1 — y)*(1 — cos 2myt)

() 2(t=05)  (e) z(t = 1.5)
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Optimale Steuerung

Umkehrung eines Wirbels

Steuerungsmechanismus: Heizung / Kiihlung

Zielfunktional:

o 2 Q4 2
Iy,p.0,uq) =5 [ lly —alf dx di + ol

a1 =10, ag =1
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Umkehrung eines Wirbels

Steuerungsmechanismus: Heizung / Kiihlung

Zielfunktional:

Iy, .0, ug) = / Iy — 21 dx dt + % Jugli3a(gy

a1 =10, ag =1

..
s v

(s cedo o oz
BTSN

t“ P B 1
\ I T : o5
R R Reiaa IS I h

NS :

(a) Stromungsfeld (b) Temperatur (c¢) Steuerung ug
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Optimale Steuerung

Umkehrung eines Wirbels

Steuerungsmechanismus: Heizung / Kiihlung

Zielfunktional:

J(y. 0.0, ug) = / Iy — =1 dx dt + 2 Juglita()

a1 =10, ag =1

(a) Stromungsfeld (b) Temperatur (¢) Steuerung  ug
Gitter 40 x 40
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Optimale Steuerung

Vermeidung heiBer Zonen

Geometrie des Nischenproblems: Q = [0, 1]?, Re = 10.
™ 2 6 2
Iy,p.0,ur,00) =5 [ 1041 e e+ Pl
mit ag = 1000, ag = 0.01, 85 = 0.

(a) ohne Steuerung.
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Optimale Steuerung

Vermeidung heiBer Zonen

Geometrie des Nischenproblems: Q = [0, 1]?, Re = 10.
™ 2 6 2
Iy,p.0,ur,00) =5 [ 1041 e e+ Pl
mit ag = 1000, ag = 0.01, 85 = 0.

) ohne Steuerung. (b) mit Helzung/Kuhlung c) Steuerung ||ug||3.

T e p—
;;;;;;
;;;;;; H
zzzzz .
g 0s 1 18 2

Abb.: Plot des Temperaturfeldes (¢ = 2.0).
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Steuerung lber lange Zeitintervalle
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Steuerung lber lange Zeitintervalle

Receding Horizon Control

Nachteil des Optimierungsverfahrens:

e Fiir die Berechnung der adjungierten Gleichung miissen
samtliche Ergebnisse der Zustandsgleichungen im Speicher
gehalten werden!

Losungsansatze:
e checkpointing-Strategie

e Betrachtung als closed loop-Problem
= Receding Horizon Control.
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Steuerung lber lange Zeitintervalle

Receding Horizon Control

Gegeben : Zeithorizont T > 0,
Zeitschrittweite At, NAt = T,
endlicher Zeithorizont M > 1 (ganzzahlig).

t— 0; u® — u.
2 for::=0,1,2,.... N —1do
Lése das Optimierungsproblem

=

min Jiq1 . i4+m (%) mit Startwert @ = u’
..M

4 ’U,Z+1 - ,&1 Vergangenheit Zukunft
t — t + At Zeithorizont

5 | zehorzom
6 end Steuerung u ,,,L,c,stj,n,g HDI::>

[e]e] 1o

[ T
Zeitschritt 0 i i+M



Beispiele
[e]e]e] )

Steuerung lber lange Zeitintervalle

Testrechnung: Vermeidung heiBer Stellen

4e-08
3.5¢-08 ]

3e-08 p /#s

2.5e-08

I/
2e-08 9/

1.5e-08 optimal 30 ——
optimal 60 ——

1e-08 RHC, M=8 ——
RHC, M=4 ———

J3(t)

5e-09
0

Zeitt

1.6e-05
1.4e-05

1.26-05 /;m S . \\
1e-05 /- N
8e-06 \
6e-06

wos| ooimaon

2e-06  RHC, M=8
RHC, M=4

J6(1)

o
N

5 1 15
Zeitt

o
o

Abb.: Vergleich zwischen der Optimalsteuerung nach 30 und 60
Iterationen und receding horizon control. Oben: Abweichung vom
Temperaturfeld 64, unten: Verlauf der Steuerung ug (¢ =1.9).



Ausblick

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Vortrag:
e Modellierung + Simulation der inkompressiblen NSE.
e Optimalsteuerung.
...nicht erwahnt:
o Allgemeineres Zielfunktional.
e Randsteuerung.
e Fxistenzaussagen fiir optimale Steuerung.
Weitere Untersuchungen:
e Numerisches Verfahren: Fehler + Stabilitat?
e Zusitzliche physikalische Effekte: 3D, Kompressibilitat, ...
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