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§ 14.1 Einfithrung
Gegenstand des vorliegenden Kapitels sind Aufgaben der Form

ou  Of(u) _
ot Ox
u(x,0) = up(x)

0

Typisch fiir die theoretische Behandlung dieser Aufgabe ist eine gewisse Uneinheitlichkeit.
Verschiedene Zuginge sichern die Existenz von Losungen und unterschiedliche
Entropiebedingungen legen die Eindeutigkeit der Losungen fest. Die Gleichwertigkeit und die
Grenzen der einzelnen Zuginge sind fiir den Nicht-Spezialisten schwer erkennbar. Weit
verbreitet ist der Zugang von Kruzkov [1970] {iber den Umweg einer (singuldr gestorten)
parabolischen Aufgabe

ou of(u) o*u

—+——=¢ .

ot 0x ox’

In diesem Zusammenhang wird hiufig auch behauptet, dass die erste Aufgabe erst durch eine
nicht sachgeméfe Vereinfachung der zweiten Aufgabe entsteht. In letzter Zeit erscheinen aber
auch stark funktionalanalytisch geprigte Texte (Serre [1999]) iliber diese Aufgaben. Damit
werden auch diese Aufgaben in den {iblichen Rahmen der modernen Behandlung von
parabolischen und elliptischen Aufgaben eingeordnet.

Die numerischen Behandlung der Aufgaben ist i.a. stark heuristisch geprigt und hiufig von
einem ungewohnlich leichtfertigen Umgang mit den mathematischen Voraussetzungen
gekennzeichnet. Auch hier hat die Arbeit von Kruzkov wohl zu einer Umbesinnung gefiihrt.

Die Praxis hat zur CFL-Bedingung, dem Upwind-Schemata, dem Godunov-Verfahren und seine
Varianten gefiihrt. Allgemein wird behauptet, dass gute Verfahren fiir die skalare Gleichung auch
gut fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen sind.
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§ 14.2 Theorie. Beispiele und Schwierigkeiten
Wir betrachten zunéchst die lineare Aufgabe

@+c@:0, t,c>0, xe R
ot Ox

u(x,0) = up(x).

Als klassische Losung einer solchen Aufgabe wird man zunéchst eine Funktion u(x,t) bezeichnen,
welche fiir t>0 und x € R stetig differenzierbar, fiir t>0 und fiir x € R stetig ist und auerdem die
Anfangsbedingung erfiillt.

Es sei u(.,.) eine (klassische) Losung der Aufgabe und

v(t) .= u(ct+xo,t).

Dann gilt
d d ou ou
—v(t)=—u(ct+x,,t)=c—(ct+x,,t) + —(ct+x,,t)=0.
dtv() dtu( X, 1) ax( X, 1) at( X, 1)

Somit ist v(t) konstant fiir t>0 und
lt%l v(t) = v(0)
und mithin
u(ct+xo,t) = v(t) = v(0) = u(x0,0) = up(xo)
oder
u(x,t) = u(x-ct,0) = up(x-ct).

Die Geraden x-ct = konst heilen Charakteristiken und entlang dieser Geraden ist die Losung
konstant.

x-ct=konst

Spéter niitzlich sind noch die folgenden Beobachtungen:

J MiRn u,(x)<u(x,t) < M%xuo(x).

e Auch fiir beliebige (nichtstetige) uy ist es naheliegend u(x,t) = up(x-ct) als ,,Losung* der
Anfangswertaufgabe zu bezeichnen.

Als néchstes betrachten wir jetzt die (Burgers-) Gleichung
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@—i-u@:O, t>0, xeR (*)
ox

ot

u(x,t) = up(x).

Klasssische Losungen dieser Aufgaben wird man wie oben definieren. Auch in diesem Fall

gibt es Kurven (Charakteristiken) (x(t),t) auf denen die Losung konstant ist.
Es sei u(x,t) eine klassische Losung von (*) und x(t;x¢) die Losung von

d—): =u(x,t), x(0) = xo.

Es sei jetzt
v(t) = u(x(t;Xop),t)

dann gilt
d d 0 dx 0 ou ou !
EV(t) = au(x(t;xo),t) = &(x(t;xo),t)a + a(x(t; Xg),t) = (a + Ua—x)(x(t;xo)t) =0

und damit
u(x(t,x0),t) = u(x(0;x0),0) = up(xo).

Auch in diesen Fall sind die Charakteristiken also Geraden
X(t) =Xy +u()(X())t

deren Steigungen jedoch von den Anfangswerten u(xo) abhdngen.

Wir betrachten jetzt noch das Riemann-Problem

@+u@20, t>0, xeR
ot ox

U, x<0
uo(X) =
Uy, x>0

mit Konstanten U; und Ug.
Der Fall Up= Uy ist uninteressant. Die beiden anderen Félle fithren jedoch zu Problemen

II. Up<Ur

. U>Ur

~
~
~
~
~
\
A}
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Im ersten Fall schneiden sich die Charakteristiken. Charakteristiken die links von Null starten

haben eine ,,kleinere* Steigung % =1/U, als die Charakteristiken welche rechts von Null mit der
X

Steigung g—t =1/U, starten.
X

Es ist sicherlich verniinftig die Funktion

u(x,t) = {

U, x<st
U, x>st

s=(1/2)(U+Ur)  (Schock-Geschwindigkeit)
als Losung der Aufgabe zu bezeichnen.

Im zweiten Fall entsteht eine Liicke und es stellt sich die Frage, wie diese Liicke verniinftiger-
weise auszufiillen ist. Der Ubergang

UL

fiihrt zur ,,Losung* (Verdiinnungswelle)

U, x<U;t
ux,t)=4 x/t U t<x<Ugt
Uy, x>Uit.

Das erste Beispiel ldsst erkennen, dass klassische Losungen der Burger-Gleichung nicht global
existieren miissen. Wie bei den elliptischen und parabolischen Differentialgleichungen fiihrt man
auch bei den Erhaltungsgleichungen einen schwachen Losungsbegriff ein.

Definition:
Eine (lokal) integrierbare Funktion u mit (lokal) integrierbaren f(u) heifit schwache Losung von

ou  Of(u) _
ot Ox

0

u(x,t) = up(x)

wenn fiir alle ® € C(R,(0,0)) gilt
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[, + £, )dtdx + [u,D(x,0)dx = 0.

Leider fiihrt der schwache Losungsbegriff nicht zu eindeutigen Losungen: Dieses zeigt das
Riemann-Problem

@ ua—uzO, 0, xe R
ot Ox
®) 0 x<0
up(x) =
‘ 1 x>0

mit den unendlich vielen ,,schwachen* Losungen (o € (0,1))

0 fiir x/t<o/2
ux,t)=49 a fir a/2<x/t<(l+a)/2
1 fiir (l+a)/2<x/t.

Es war wohl ein Verdienst von Kruzkov, hier eine weitergehende die Eindeutigkeit erzwingende
Forderung zu stellen. Ausgehend von

2
au_ ot _ du

e—0, -0
ot Ox Ox

wurde gefordert:
Eine schwache Losung von
ou N of(u)

o o 0,  uo(x,0) =up(x)

heiflt Entropie-Losung, falls

[[O®, +Fwd,)dtdx + [ U, )D(x,0)dx >0

fiir alle Entropie-Paare (U,F) und nichtnegative ® € C; (R, (0,%)). Dabei sei U eine konvexe
Funktion und F’=Uf.

Satz 12.1°
Die skalare Aufgabe
o (u) _
ox
u(x,0) = up(x)

@+ 0, t0, xeR
ot

besitzt fiir jede beschriankte und messbare Funktion uy genau eine Entropie-Losung aus

L” (RxR.)

Von Bedeutung fiir die Numerik sind weitergehende Eigenschaften der Entropielosungen.

" Ein Beweis findet man in Serre [1999] S. 47
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Diese Eigenschaften ergeben sich aus dem Beweis des Satzes von Kruzkov. Die Losungen haben
noch die folgenden Eigenschaften:

1. TV-Abnahme. Istu von beschriankter Variation, dann ist auch u(.,t) von beschrankter

Variation und es gilt
TV(u(.,t) < TV(uo(x)).

2. Maximum-Prinzip oder L~ -Stabilitiit. Es gilt
[uG,Dl - < [Ju)If . -

3. Konservativitiit. Istup-vo € L'(R), dann ist auch u(.,t)-v(.,t) € L'(R) und es gilt

[luc, = v(x, 0 dt < [lug(x) = vy (x) [ dx.

4. Monotonie. Istuy(x)<vy(x) fiir fast alle t, dann gilt u(x,t) < v(x.t).

5. Endlicher Abhiingigkeitsbereich. Fiir alle t>0 und jedes Intervall [a,b] gilt

b+Mt

I\ v(x,t)—u(x,t)|dx < I] Vo (x)—u,(x)|dx.

a—Mt

§ 14.2 Numerische Methoden

Der vorangegangene Paragraph lieferte einen Einblick in die Eigenschaften der Entropielosungen
der Erhaltungsgleichung

ou, of(w) _
ot ox

0, ux,0)=uyx).

Einen ersten Einblick in praktikable numerische Verfahren fiir die Erhaltungsgleichung liefert
wieder die lineare Aufgabe

@+C@:O, t,c>0, xeR
ot ox

u(0,x) = up(x).

Zur numerischen Behandlung dieser Aufgabe wird RxR: mit einem regelmifBigen Gitter
xj=jh, ty = k t tiberdeckt. Nahe liegende (und von Vorkenntnissen vollig unbelastete)
Differenzenverfahren sind dann

° u?Jrl = ui( +(1/2)’Y(uj(_1 _u_ll-(+1)
o u}=(-yu)

k+l1

o w7 =yl -l

mit Yy =c(t/h).
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Der Zusammenhang zwischen den Variablen (bis auf die Konstante y) kann aus den folgenden
»Stempeln erkannt werden:

/ .\ . [ ?
o | L—.
Lax-Friedrichs (Einseitiger) Euler (Einseitiger) Euler

Aber auch andere Stempel sind denkbar (LeVeque 1992)
[ ]
o—0 0 ./ \Q T
l \./ *—0 9o .—C—I

Impliziter Euler Leap-Frog Lax-Wendroff =~ Beam-Warming

Sollen die angegebenen Verfahren das, fiir die kontinuierliche Aufgabe giiltige, Maximum-Prinzip
erflillen, dann kommt nur das zweite Verfahren in Frage und zwar mit der zusétzlichen CFL-

Bedingung
y=c(t/h)<1.

Zur CFL-Bedingung kommt man auch dann, wenn das zweite Verfahren auf Konsistenz beziiglich
klassischer Losungen untersucht wird:

u(x,t+r)—u(x,t)+Cu(x,t)—u(x—h,t) =@+C@+(cr—h)82u

~+0(h* +17%)
T h ot Ox 2 T ox

Das Verfahren liefert also eine Approximation fiir die Differentialgleichung

ou of(u) o*u
—+ =g :
ot 18> ox’

Diese Aufgabe ist aber bekanntlich nur dann sachgeméil, wenn € > 0 ist. Dieses bedeutet fiir
(ct—h)/2 aber

ct—h

<0 & cr-1<0 < cr<l.
h h

Wie schwierig die Situation im nichtlinearen Fall ist, zeigt das Riemann-Problem

@+ua—u=0, =0, xeR
ot ox
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®) 1 x<0
UolX) =
0 0 x>0

Auf den ersten Blick spricht dann nichts gegen das Verfahren

. T
w7 = - Tl -
Mit den Startwerten
o |1 J<0
u; = 0 3>
120

liefert das Verfahren (bei Verfeinerung des Gitters) jedoch stets
u(x,t) = up(x)

und mithin nicht die Losung der Aufgabe. Andere Anfangsbedingungen fiihren zu einer
unangemessene Schocklage.
Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Aufgabe

ut+ (f(u))x=0

direkt zu behandeln:

Wk { (F)—f@k,)  far £20

j Toh| el -fab) fir <o,

Die Ableitung f” zu bestimmen wird nicht immer moglich sein. Dieses fiihrt zu der folgenden
upwind-Variante

k+1 k T k k k k
ui” =u; _E(H(uj—lsuj)_H(ujsuj+l))

mit

f(w)-f(v)

f(u), wenn HZ 0

f(v), wenn f(u)—£f(v) <0
u-v

H(u,v) = {

Die folgende (in LeVeque) angegebene Aufgabe zeigt, das auch hiermit nicht immer gute
Resultate folgen:

Aufgabe
Gegeben sei das Riemann-Problem
utuu,=0

x <1

x>1.

u(0,x) = {_11 fiir

Betrachte das angegebene Verfahren mit t/h = 1/2.
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e Fiir t=1/2/und h = 1/] liefert das Verfahren die schwache Entropie-Losung
e Fiir t=1/(2/+1) und h = 2/(2/ +1) liefert das Verfahren eine schwache Losung
e Fir t=1//und h=(1/2)] divergiert das Verfahren

Wir kommen nun zu den Gudonov-Verfahren. Dieses nimmt in besonderer Weise Riicksicht
auf die Richtung der Ausbreitung des Signals:

. T
ui.‘ g u;( —E(f(ui(l/z))_f(u?—(l/Z)))

mit folgenden Regeln fiir die Bestimmung der Grofen uﬁi(l 1)

Es sei
f(u?ﬂ) - f(u}() = f,(‘:lji(l/z) )(u;l - uz() .

. . k .
Dann ergibt sich u;,, ,, aus:

Ui, = u; falls £(u)>0 und f£(E},)>0
u;‘(+(1/2) = u;:l falls f’(u? )<O und f( &;ﬂr(m) )<0
U ist Nullstelle von f(u) = 0 sonst.

Bevor das Gudonov-Verfahren weiter untersucht wird, soll noch das Verfahren von
Lax-Friedrichs angegeben werden. Dieses Verfahren entsteht aus dem unbrauchbaren Verfahren

kel K k K
uj+ —U; N f(uy,,)—f(u,) _

T 2h

durch die Einfiihrung einer kiinstlichen Viskositit (t/h =1)

k —

k k
u;, —2u; +ug,

2

uf " = uf - O ) () ) +

mit dem lokalen Fehler O(t) fiir t/h =1.
Sowohl das Gudonov- als auch das Lax-Friedrichs-Verfahren lassen sich in der Form

k k k k _ k k k k k
uj+1 = H(uj—lauj auj+1) = U _q(g(ujH’uj )_g(uj 7uj—l))
darstellen.

Die klassische Konsistenzforderung ergibt dann f(u) = g(u,u).

Wir kommen nun wieder zu dem entscheidenden Begriff, der wieder Monotonie heiflen wird:
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Definition
Das Schema u;‘“ =H(u ?_1 ,u;‘ ,u;‘H) heiflt Monoton, wenn H in allen Argumenten eine nicht

fallende Funktion ist.
Der entscheidende Vorteil von monotonen Schemata ist:
e Fiir monotone Schemata kann die Konvergenz der Nidherungen gegen die Entropie-Losung
nachgewiesen werden.
e Monotone Verfahren haben die Eigenschaften 1, 2, und 3.
Wir schlieen dieses Kapitel mit der folgenden schonen Bemerkung ab:

Das Lax-Friedrichs und das Gudonov-Verfahren sind monoton unter einer Zusatzbedingung.
Beim Lax-Friedrichs Verfahren ist diese

%Max]f'(uﬂﬁ 1.
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