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Eine in vielen Anwendungen auftretende gewdhnliche Differentialgleichung hat die Form

L(y) =- (p(®)y")' + q(x)y = r(x)

Dabei sei (zunéchst) p(.) > 0 eine stetig differenzierbare Funktion von [a,b] in R. Die
Funktionen r(.) und q(.) seien stetige Funktionen von [a,b] in R und q(.) > 0.

Um die gesuchte Losungsfunktion dieser Differentialgleichungen eindeutig festzulegen,
miissen noch Randbedingungen angegeben werden. Typische Randbedingungen sind:

1. y(a) =d,, y(b)=d; (Dirichlet-Bedingung)
2. —y'(@=d, y'(b)=d; (Neumann-Bedingung)
3. —y'(a) tey(@ =di,  y'(b)+dy(b)=d> (Cauchy-Bedingung).

Dabei seien die d; reelle Zahlen und c¢,d > 0. Der Fallq=0mitc=d=0 (Neumann-
Bedingung mit g=0) sei ausgeschlossen.

Etwas allgemeiner werden hier die Randbedingungen

y(a) oder cy(a)-y'@)) _ (d,
y(b) oder dy(b)+ y'(b) d,

betrachtet. Auch hier soll der Fall ¢ = 0 mit ¢ = d = 0 ausgeschlossen sein.

Es ist zweckméBig zu den Aufgaben, angepasste Operatoren der folgenden Form zu
betrachten:

(L,R): C’[a,b] > (C[a,b], R?)
mit
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Ly)x) =-(px)Y) +ax)y

a _ (v@) oder ey(@)-y@
"7 yb) oder dy(b)+y (b))

Diese Operatoren (L,R) haben eine bemerkenswerte Eigenschaft (Monotone Art):

Lu>0
= u=0.
Ru=>0

Es ist sicherlich nicht unverniinftig (zumal diese Qualitdt auch durch physikalische
Hintergriinde der entsprechenden Modelle gegeben ist) diese Eigenschaft bei einer
Diskretisierung der Aufgabe zu erhalten bzw. zu erzwingen.

Exemplarisch behandeln wir dazu eine Diskretisierung der Aufgabe

- (P()Y)' + a(®)y = 1(x)
mit den Randbedingungen

cy(a)-y'(@=di;, y(b)=ds ¢c20.

Es sei h eine vorgegebene Schrittweite h = (b-a)/N, N €N, und x;= a + ih die zugehdrigen
Gitterpunkte aus [a,b] miti= 0,1,2, ... N.

Eine kanonische Diskretisierung der Differentialgleichung fiihrt zu

Yia 7Y YiTYio
B P(Xi+(1/2))lT - p(Xi—(l/Z))Tl
h

+q(xi)yi =I'(Xi) , 1=1,2,... N-1.

Eine (mdgliche) Diskretisierung der ersten Randbedingung ergibt sich aus den folgenden
Uberlegungen:

1. Wir denken uns p(.) iiber den Randpunkt a hinaus fortgesetzt und schreiben die obige
Diskretisierung fiir i = 0 hin

_ P(Xy )Y, = Yo) = P(X_ ) (Yo —Y)
2

+q(X,)y, =1(Xy),

2. Eine nahe liegende Diskretisierung fiir die erste Randbedingung ist auBerdem

M=dl < y.1 = 2hd; — 2hcyp + yi.

CYo — oh

3. Einsetzen von y_; in die erste Gleichung liefert dann als Diskretisierung fiir die erste
Randbedingung
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(p(X,,,)+p(X_,,)+2hep(x ,,))y, —(p(X,,,)+p(X,,))y,
h2

=—q(X,)y, + 2h71d1p(x_1/2).

Fiir die zweite Randbedingung schreiben wir einfach

yn =da.

Damit entsteht insgesamt ein Gleichungssystem der Form Ay, = f, mit

S(Xo)+2hcp(x—1/2)+h2q(xo) —-s(x,) 0 .. 0 0
_p(x1—(1/z>) S(X1)+h2q(x1) _p(X1+(1/2)) .. 0 0
1
Ah :h_2
0 0 0 o pXlan)
0 0 0 .. 0 h?
und
2h_1d1p(x—1/2)
r(x,)
f, =
r(XN-1)
d,

mit s(x;) = p(Xi-12)+tpXi+12) furi=0,1,2, .....N-1.

Aufgabe
Uberlegen Sie sich eine Diskretisierung, die zu einer symmetrischen Matrix fiihrt.

Da die urspriingliche Aufgabe von Monotoner Art ist, d.h.

Lu>0
= u=0.
Ru=>0

ist es sicherlich nun nicht unverniinftig zu fordern, dass die entstehenden quadratischen
linearen Gleichungssysteme die entsprechende Eigenschaft

AhuhZO = uhZO
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fiir alle Schrittweiten h haben. Dabei sind die Ungleichungen komponentenweise zu
verstehen.

Bemerkung:
Ein uniibersehbarer Vorteil dieser Qualitit wire auch, dass A,' existiert und die entstehenden
linearen Gleichungssysteme fiir alle zuldssigen Schrittweiten (h < b-a) eindeutig ldsbar sind

Bemerkung:
Eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine invertierbare Matrix A die Eigenschaft
(Au>0 = u >0) besitzt, liefert die folgende Uberlegung:

Das lineare Gleichungssystem Ay =b sei eindeutig 16sbar. Zu beliebigem b, mit b > 0, gibt
es dann ein eindeutiges y mit Ay =b. Multiplikation der Gleichung mit A" liefert

A7"Ay=A"p & y=A"b.

Da die Losung y die Eigenschaft y > 0, fiir beliebige b mit b > 0, haben soll, muss A~

nichtnegative Eintrdge haben.

Definition:
Eine reelle n*n Matrix A heiBt inversmonoton oder von Monotoner Art, falls A existiert und
nichtnegative Eintrdge hat.

Satz 5.1
Es sei entweder q(a) # 0 oder ¢ # 0. Dann ist die Matrix Ay inversmonoton.

Beweis:
Angenommen es existiert ein uy = (ug,u} ,......,us_,uk ) mit

Apup 2 0 jedoch nicht u, >0.

. h . . . .. . . . .
Es seiu; eine betragsgrofBte negative Komponente von up. Wire j = 0 oder j = N-1 ergibt sich

sofort ein Widerspruch. Fiir die {ibrigen j ergibt sich eine Folge negativer Komponenten fiir uy
mit

lug|>]ul[>........ Z|u§’_1|2|u?|
oder
h h h h
luy > ui,| 2 . 2 uj,l =] uy|

und damit ebenfalls ein Widerspruch zur Annahme.
Aus der Bedingung
Ahuh >0 = u, >0
folgt, dass das Gleichungssystem
Apyn = fh
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fiir jedes f;, eindeutig 16sbar ist. Hat die Aufgabe ndmlich zwei Losungen uy,; und uy; , dann
gilt

Ah(um —uhz) =0 und Un2 - Upt >0

und deshalb up; = uy;. Wird insbesondere f, = 0 gewdhlt, dann hat das Gleichungssystem nur
die triviale Losung.

Dass die Inverse Matrix A;' nur nichtnegative Eintriige haben kann, zeigt das folgende

Argument:
Es sei fj, ein Vektor mit nicht negativen Eintragen und

Ath = fh.

Multiplikation mit A;' liefert y, = A,'f, > 0. Hitte nun A;' ein negativen Eintrag, dann
wiirde eine geeignete Wahl von f;, sofort zu einen Widerspruch fiihren.

Hinreichende Bedingungen dafiir, dass Matrizen inversmonoton sind, wurden in der Literatur
umfangreich untersucht und angegeben. Eine hinreichende Bedingung ist:

Satz 5.2
Die Matrix A = (a;j) habe die Eigenschaften a;; >0 und a; < 0 fiir 1#]. Ist A aulerdem strikt
diagonal dominant oder irreduzibel diagonal dominant, so ist A inversmonoton.

Der folgende Satz zeigt, dass die inversen Matrizen von (Ayp), alle gleichméBig beschrénkt
sind.

Satz 5.3 (Gleichmiflige Beschrinktheit der Inversen)
Es sei entweder q(a) # 0 oder ¢ # 0. Dann sind die Matrizen A, in der zur Maximum
Norm zugeordneten Matrixnorm gleichméBig beschrinkt. D.h. es ist

A, < K fiir alle zuldssigen h.

Beweis:

Wir beweisen den Satz unter der Annahme, dass q(x) > 0 ist und iiberlassen es dem Leser,
den etwas umstindlichen Fall q(x) > 0 zu bearbeiten.

Es sei (.,.) das gewdhnliche innere Produkt im RN und firu € RN sei 7: RV —» RM!

eine der moglichen Abbildungen

[(u) =(0,0,...0,u;,0,....,0) mit [ =|[u.
Dann gilt fiir alle u

(Anu,/(u)) > (1/h%) Min( 2hep(x.12)+h?q(xo), h? Min q(x), h?) (w,/(u)) > L(u,/(u)) = L|jul?

mit einer von h unabhéngigen Konstanten L > 0.
Das Skalarprodukt kann auch nach oben abgeschitzt werden und es gilt fiir alle u

I Anu ]l = 1 Asu [ @I = 1) A ] JEWI 2 (Asgiw) 2 L,
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Daraus ergibt sich, mit K = 1/L, das gewlinschte Ergebnis

A, < K fiir alle zuldssigen h.

Die gleichmiBige Beschrinkheit der Inversen von Ay, liefert nun auch die Konvergenz
der Ndherungslosungen y;, gegen die Losung der urspriinglichen Aufgabe.

Korollar (Konvergenz)
Essei yh=(yg,y", ....., y" ) die Lésung des Differenzenverfahrens zur Schrittweite h.
Dann gilt

h
Max |y -y() | — 0.

Beweis:
Einsetzen der Losung y(.) der Randwertaufgabe in den Ausdruck

(p(X,,,) +p(X_,,) +2hep(x ,,,))y, — (p(X,,,) + p(X ,,))y,
h2

+q(X)y, — 2h_ld1p(x_1/2)

und
_ P(Xi2) Vi = ¥) = PE i)Y —¥ia)
h2

+q(x,)y; — r(x;), i=12,. N-1

liefert nach einer etwas mithsamen Rechnung (Taylorentwicklung) Ausdriicke der Form

ei(y()) ;h) i=0,1,2,...N-1,N
mit
_Max [ei(y() ) [ —5 0.

Ist y" die Restriktion der Losung der Randwertaufgabe auf die Gitterpunkte zu h und y; die
zugehorige Losung des Differenzenverfahrens, dann gilt

Anyyn) = e(y(sh) < "yn) = A, e(y()h).

Die gleichmiBige Beschréinktheit der Inversen zu Ay, liefert dann

TG™ym Il = 1AL e C)sh) |

und damit in eleganter Weise die gewlinschte Behauptung.
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Abschlielende Bemerkungen:

Mit anderen Differenzenverfahren und bei ausreichender Regularitit der auftretenden
Funktionen kann erreicht werden, dass die Konvergenz der Verfahren von héherer Ordnung
(als 2) ist.

Auch bei nichtlinearen Aufgaben kann das Konzept ,,Monotoner Art* erfolgreich eingesetzt
werden.

Bisher unerwihnt ist, dass bei den Aufgaben von Monotoner Art Fehlerabschitzungen durch
EinschlieBungen erreicht werden konnen:

Ist u, eine Losung von Ayuy, = f, dann gilt natiirlich

Ahum > Ahuh > Ahuh2 = Up] = Up = Upp.

Randwertaufgaben kdnnen auch in einer schwécheren Form formuliert werden und fiihren
manchmal sogar zu dquivalenten Minimierungsaufgaben. Diese Formulierungen
verallgemeinern dann nicht nur die klassischen Formulierung der Randwertaufgaben, sondern
fiihren auch zu ganz anderen und sehr verallgemeinerungsfahigen numerischen Methoden
Andere Verfahren, wie z.B. die Shooting-Methoden, konnen zum Teil mit groBem Erfolg bei
der Integration von gewdhnlichen Randwertaufgaben eingesetzt werden.
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