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Probeklausur Analysis II —

Losungsvorschlag!
Name:
Vorname:
Matrikelnummer:

Studiengang:

Wichtige Hinweise:

e Sofern nicht anders angegeben, miissen alle Rechnungen, Ergebnisse, Folgerungen etc. be-
griindet werden. Was den Umfang und die Form der Begriindung angeht orientieren Sie
sich an den vorgefiihrten Losungen der Ubungsblatter.

e In der Klausur ist kein Hilfsmittel (Taschenrechner, Spickzettel, usw...) zugelassen.

e Mobiltelefone und ahnliche Geréte sind wahrend der gesamten Klausur verboten. Ein
Mobiltelefon auf Threm Tisch oder in Ihrer Hand bedeutet das sofortige Ende Threr Klausur.

e Die Klausurzeit betragt 120 Minuten.

e Die Klausur auf die “Maximalpunktezahl” 100 ausgelegt: Somit haben Sie eine gewisse
Freiheit in der Auswahl der Aufgaben.

Wir wiinschen viel Erfolg!

Aufgabe | A B Cl1|C2 | C3 | C4 | Cbh > || Bonus | Note
Max. 20 20 25 15 15 15 10 120
Punkte

!es handelt sich hierbei um einen korrektur-gelesenen Losungsvorschlag. Bei etwaigen Fragen bzw. Unklarheiten
kontaktieren Sie mich bitte.



Teil A

Aufgabe. (64+8+46=20 Punkte)
Geben Sie eine Definition folgender Begriffe:

(a) gleichméfige Stetigkeit einer Funktion f: X — Y
(wobei X, Y allgemeine metrische Radume sind)

(b) Die Richtungsableitung einer Funktion f : R? — R an einer Stelle x € R? in Richtung
v € R
(c) messbare Menge M C RP

Notieren Sie hier Ihre Losung:
(a) f: X = Y heifit gleichméBig stetig, falls

VedoVa,y € X : (dx(z,y) <6 = dy(f(z), f(y)) <e)

(b) Fiir f:R? - R, x € R%, v € R? heifit
of .. 1
OF = i & (F(x 4 ho) — ()

die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v (sofern der Grenzwert exisitiert).

(c) Eine Menge M C RP heift messbar, falls ein (abgeschlossener) Quader ) C RP existiert so
dass Q O M und die Funktion

1 fallsze M

1y Q - Rx—
M@ {O falls z € Q\ M

(Riemann) integrierbar ist.

Formulieren Sie (jeweils 4 Punkte)

(d) den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (es geniigt der Fall fiir stetige Funktionen)

(e) die grundlegenden Figenschaften offener Mengen in metrischen Réumen

Fiir den Beweis der grundlegenden Eigenschaften offener Mengen erhalten Sie 5 Bonuspunkte.
Notieren Sie hier Ihre Losung:

(d) Sei f:[a,b] — R stetig. Dann ist
F:la,b] - R,z »—>/ f(s)ds

eine Stammfunktion von f.
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(e) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(i) Die Mengen ), X sind offen

(i) O1,...,0, offen = (i, O; offen

(iii) Oy, 7 € I offen = |J,.; O; offen
Fiir den Beweis, siehe Satz 1.23

el

Geben Sie jeweils ein Beispiel (jeweils 2 Punkte)

(f) einer Funktion f : (0,1] — R, die nicht uneigentlich Riemann integrierbar ist, aber so dass
flia,1) Riemann integrierbar fiir jedes a € (0,1).

(g) eines metrischen Raumes, dessen Metrik nicht durch eine Norm definiert ist.

(h) einer Funktion f :R? — R, die partiell differenzierbar, aber nicht total differenzierbar ist.

Sie miissen hierbei keine Beweise angeben.

Notieren Sie hier Ihre Losung:
(f) Sei f:(0,1] - R,z — 1.
(Dann ist fsl f(z)dx = —Ine fir alle € € (0,1), aber lim,_,o+ fsl f(x)dz = 0.)
(g) Paris Metrik auf R? oder diskrete Metrik auf R.
Ly (@) £ (0,0

.2 T .
(h)f : B2 = R, ( ,ym{o 00,
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Teil B

Aufgabe. (10x2 Punkte) Beantworten Sie die folgenden Fragen. Tragen Sie Ihre Antwort
in die Tabelle ein. Es ist keine Begriindung hier notwendig!

1. | Wahr oder nicht wahr: nicht wahr
Alle Normen auf einem Vektorraum X sind dquivalent.

2. i) <e||<x,y)||io(i’ ) ’|’|1(x,y)||2> =7 <e f 21)

3. | limy,y)00) L) =7 0

4. fol rpzde =? % arctan §

5. | Wahr oder nicht wahr: wahr

Jede kompakte Menge abgeschlossen.

6. | Berechnen Sie % O“T Wdy fir z = 0. 1

7. | Bestimmen Sie das Innere von ﬂneN(—%, %) 0

(0,0)
(0,0)

I

= (2y) : :
8. | Ist f(z,y) = y auf [0, 1] x [0, 1] integrier- | Ja

10 (z,9)
bar?

9. | Hat die Funktion f : R® — R, (z,y, 2z) — cos(y)z?e® ein globales | Nein
Maximum?

10. | Sei A € RP*P. Ist die Funktion g : RP — RP,x — Ax stetig | Ja, df(x)=A4
differenzierbar? Geben Sie das totale Differential an x € RP an.
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Teil C

Aufgabe 1. (25 Punkte) Betrachten Sie die Funktion f : R? — R gegeben durch

$2y3
flay) = 20 @) 7 (0.0),

0, (xz,y) = (0,0).

Untersuchen Sie die Funktion auf

(1)

Stetigkeit (3 Punkte),
An der Stelle (0,0) ist f stetig, da wegen (man beachte, dass 2xy? < z% +y*)

l’yQ

1
224t lzy| < §’$Z/|

[f(z,y)| =

gilt, dass limg ) s0,0) f(7,y) = 0. An allen anderen Stellen ist f stetig als Verkniipfung
stetiger Funktionen.

Integrierbarkeit auf der Menge [0, 2] x [0, 2] (2 Punkte),
Die Funktion f ist auf dem Quader [0,2] x [0,2] stetig und deshalb integrierbar.

stetige totale Differenzierbarkeit und gegebenenfalls totale Differenzierbarkeit (5 Punkte),
Wir berechnen die partiellen Ableitungen an den Stellen (z,y) # (0,0),

of B 2zy” of B 222 (322 — o)
a(lﬂy)—m7 @(x’y)_w
und an der Stelle (0,0):
0 0
0.0 = (0,0 - 10,0 =0, Z0.0) = tun(r0.0) - 70,0 =0

Wir zeigen nun, dass (x,y) — g—i(m,y) und (z,y) — g—i(aﬁ,y) stetig sind: Wieder mit der
(O

Ungleichung 2zy? < 2% + y* erhalten wir fiir (z,y) # (0,0),
O (o) = | 22 LA
x = —
oY @ +y2| = 2+t T s =Y
bzw. of 202342 4 1322 4| 2 4
xy“(3x° —y 3x° —y 3z“ + 3y
7(1',?;) = 2 1\2 < |.CL'| 2 4 < |$| 2 i 3|‘T|
dy (x2 4+ y*) 2 +y 2 +y

Und somit folgt die Stetigkeit der partiellen Ableitungen an (0,0). An alle anderen Stellen
sind die partiellen Ableitungen Verkniipfungen stetiger Funktionen. Somit ist f auf R?
stetig total differenzierbar.

lokale und globale Extremwerte (3 Punkte), Da f auf ganz R? (genauer gesagt, f ist auf
einer offenen Menge definiert) definiert ist, ist jede globale Extremstelle auch eine lokale
Ezxtremstelle. Eine notwendige Bedingung an eine lokale Extremstelle ist, dass die partiellen
Ableitungen an dieser Stelle gleich 0 sind. Aus den obigen Berechnungen ergibt sich somit,
dass dies nur der Fall sein kann wenn

(z=0Vy=0)A(z*)2B2°> —y}) =0) <= (z=0VvVy=0).

Somit konnen Extremstellen nur entlang der Koordinatenachsen auftreten. Um zu tber-
prifen, ob die Funktion an diesen Stellen ein Maximum oder Minimum hat, beachten wir
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zuerst, dass der Funktionswert an diesen Stellen gleich 0 ist. Offenbar nimmt die Funktion
aber positive und negative Werte an (z.B. f(1,1) und f(1,—1)), womit also keine globalen
Ezxtremwerte existieren konnen. Weiterhin gilt wegen

2,2
_ ., Ty
f(xay) _ya:2+y4

und L5 > 0, fiir (z,y) # (0,0), dass

flz,y) >0 <y >0.

Daraus folgt direkt, dass alle Punkte in {(0,y) € R%: y > 0} lokale Minimalstellen sind,
alle Punkte {(0,y) € R%: y < 0} lokale Mazimalstellen sind und alle Punkte auf der x-
Achse keine Extremstellen sein konnen. Da jede Kugel um einen Punkt auf einer Achse
einen weiteren Punkt auf der Achse schneidet, kann es sich bei den Extrema um keine
strikten Mazima- bzw. Minima handeln.

(5) globale Extremwerte unter der Nebenbedingung 22 + y* = 1 (4 Punkte).
Man beachte, dass es gentigt, die globalen Extrema von

fla,y) = 2*y’

unter der Nebenbedingung zu betrachten. Sei g(z,y) = 22 +y*—1. Da 8(2931) = (2, 4y3) fiir

alle (z,y) mit g(xz,y) = 1 ungleich dem Nullvektor ist, hat % Rang gleich 1. Auflerdem

ist die Menge M = {(z,y) € R%: g(z,y) = 0} kompakt, weshalb es in M globale Extrem-
stellen geben muss. Diese miissen auch lokale Extremstellen sein 2. Diese Extremstellen
miissen Nullstellen des Gradienten von der Lagrangefunktion

A(xv Y, )‘) = f(xv y) + )\g(x,y),

sein. Die Rechnung liefert, dass genau an den Punkten

()

ein lokales Mazximum angenommen, wohingegen genau an den Punkten

EROE

ein lokales Minimum angenommen wird mit den Funktionswerten

3 3
4 /3\4 . 4 (3\14
Max = - <7> bzw. Min = — (7)

Daneben sind die Punkte (£1,0) und (0, £1) Nullstellen des Gradienten der Lagrangefunk-
tion, die aber keine Extremwerte liefern (die Funktionswerte sind alle gleich 0).

Znach der Definition von lokalen Extremstellen fiir Aufgaben mit Nebenbedingungen, siche Vorlesung vom
30.1.
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Weiterhin behandeln Sie eine der beiden folgende Aufgaben (8 Punkte)

(6)

(7)

Berechnen Sie das Integral f[O,Q]x[O,Z} f(z,y)d(z,y)

Schreiben Sie das Integral mit Hilfe des Satzes von Fubini als Doppelintegral. Integrieren
Sie zuerst nach y, dies ist leicht, da der Zdhler bis auf einen Faktor die Ableitung des
Nenners ist,

2 y? a? 2 4
x /:c2+y4 = Zln(w +y*)+C
Intergrieren Sie nun nach x indem Sie einmal partiell integrieren. Verwenden Sie dann
die Erweiterung
3 _ B4r—z oz
?24+1 2241 2?+1

und nochmals den Umstand, dass der Zihler die Ableitung des Nenners ist (bis auf einen
Faktor).

(i) Untersuchen Sie, ob die Menge f((—o0,00) x [—1,1]) kompakt ist.(3 Punkte)

Man beachte, dass sich die Kompaktheit der Menge M = f((—o00,00) x [—1,1]) nicht
aus der Stetigkeit folgern lasst, weil (—oo, 00) X [—1, 1] nicht kompakt ist!

Wir versuchen, die Menge M explizit zu bestimmen. Aus (4) wissen wir bereits, dass
die lokalen Extremwerte von f gleich 0 sind und somit f(M) die mazimalen bzw.
minimalen Werte nur auf dem Rand von (—oo,00) X (1,1), d.h. auf (—o0,00) X
{=1,1} annehmen kann. Da f(x,1) = —f(z,—1) geniigt es also, den Wertebereich
der Funktion © — f(x,1) zu bestimmen. Dazu bestimmen wir das Supremum und das

Infimum der Funktion

x2

2+ 1

Offensichtlich ist das Infimum (gleich dem Minimum) gleich 0 und das Supremum
(das kein Mazimum ist) gleich 1. Aus dem Zwischenwertsatz (Ana I) folgt, dass Bild
von — f(x,1) gleich der Menge [0,1) sein muss. Wegen f(x,1) = —f(z,—1) folgt,
dass

z— f(x,1) =

M = f((=00,00) x [=1,1]) = (=1, 1).
Somit ist f NICHT KOMPAKT!!

(ii) Berechnen Sie den Grenzwert (5 Punkte)

1
lim f(xz,n)dz

n—oo 0
Um den Grenzwert zu berechnen, argumentieren wir warum sich Integral und Li-
mes vertauschen lassen. Dazu zeigen wir, dass die Funktionenfolge f(-,n) auf [0,1]
gleichmaBig gegen die Nullfunktion konvergiert: Fir alle x € [0,1] gilt, dass
12.03 1

< - _ =
’_02+n4 n

|f(z,n)

also limy, 0 SUPLe(o 1) | f(z,n)| = 0. Somit folgt, dass limy,—ec fol flx,n)dz =0.
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Aufgabe 2. (15 Punkte) Berechnen Sie das Volumen eines American Footballs, der hier durch
folgende Menge beschrieben wird:

2
{(x,y,z) ER: a2+ 92 <1~ 24}

Losung: Sei M die oben angegebene Menge. Wir formen die Ungleichung nach x um. Sei dazu

=(1-7)

M= { (z,y,2) € R®: \/ <2 (y, 2 :

M = {(y,2) € R?: cgnyEO}:{(y,z) eR?: —¢, <y<e.,ze[-2,2]}.

Wir nutzen nun (die Folgerung des Satzes von) Fubini zweimal, um das Volumen zu berechnen:

¢(ya 2 Cz 2 Cz
/ ld(w,y, / / ldzd(y,z) = 2/ P(y, z)dydz = 2/ / ve2 —yrdyde.
M —2J—c —2J—c;

Das innere Integral ldsst sich mit Hilfe der Substitution y = ¢, sinu und wegen

/ cos?(u)du =

berechnen (letzteres folgt aus partieller Integration, siche Vorlesung),

(sin(u) cos(u) + u) + C

D=

// v e —ydydz—Q/ /cos )dudz
—c, z
2
—7T/ de
:7‘(/
:77'/ 1—%+16dz
2
=m(d—5+3) = 5™

Bemerkung: Es ist nicht sinnvoll, die Ungleichung, die die Menge M definiert, nach z umzufor-
men, weil man dann eine Funktion mit “doppelter Wurzel” integrieren maisste.
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Alternativ: Mit Zylinderkoordinaten (nicht in Vorlesung besprochen) und dem Transformations-
satz der letzten Vorlesung: Hierfiir betrachte man die Abbildung:

d:R> = R3: (r,¢,h)T — (rcosp,rsing, h)’

Die Einschrinkung ®|( o0)x(0,27)xr st ein Diffeomorphismus mit | det %(r, ¢,h)| = r (dies
folgt einfach aus dem Wissen, dass die Kugelkoordinaten einen Diffeomorphismus auf R? dar-
stellen, siche Vorlesung und dem Entwicklungssatz fiir Determinanten). Somit erhalten wir mit
Hilfe des Transformationssatzes

/ W(ey2) = [ Adet g2 (o mldr o) = [ rdroh).
(2~ 1(M)) o-1(M) o-1(M)

Da @ Y(M) = {(r,¢,h) e R3: 0<r <1— T,qf) € [0,2n]}, erhalten wir also mit dem Satz (der
Folgerung) von Fub1n1 dass

2
1—22
/ rd(r,¢,h)—/ / L rdrd(, h) / / 1—— )2 dpdh.
d=1(M) 0,27]x[-2,2] Jo [—2,2] J[0,27]

Die restliche Rechnung ist identisch mit den letzten zwei Gleichungen in der ersten Variante.
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Aufgabe 3 (15 Punkte). Betrachten Sie die Funktion
g(z,y) =e¥" " +3y +2° — 1

definiert von R? nach R.

(1) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung 7T}, »(x,y) an der Ansschlussstelle (z,y) =
(0,0). Was lasst sich iiber den Fehler

R:g—Tg,g

aussagen?

(2) Zeigen Sie, dass die Gleichung g(z,y) = 0 lokal um jeden Punkt (z,y) = (a,b) nach y
auflosbar ist. Gilt diese Aussage auch, wenn man g durch das Taylorpolynom aus dem
ersten Aufgabenteil ersetzt?

Losung: (1) Die partiellen Ableitungen von g sind
DYOg(z,y) = =¥ + 20, DOYg(z,y) =¥ +3,
und die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind
D(2’0)g(z,y) =e¥v 4+ 2, D(l’l)g(:c, y) = —e¥7 %, D(O’Q)g(x,y) =¥ 7,

Deshalb ist das Taylorpolynom gegeben durch

1 3 1
Tya(w,y) = D DUf(0,0)—a™y™ = —w+ dy + Sa® —ay + 5y,
.
jal<2

(Das Taylorpolynom kann man auch direkt mit Hilfe der Potenzreihe der e-Funktion ablesen.)

Da g zweimal stetig differenzierbar ist, gilt fiir den Fehler limy_,q ‘ﬁﬁJ =0
2
(2) Da DOY f(z,y) = g—z(a:, y) = e¥~T+3 # 0 fiir alle (z,y) € R? und da g stetig differenzierbar

ist, ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung g(x,y) = 0 an jeder Stelle (a,b)
mit g(a,b) lokal nach y auflosbar (d.h. es existiert eine offene Kugel B:((a,b)) so dass fiir alle
(2,9), (z,9) € Be((a,b)) folgt, dass y = 7).

Es gilt aggy’Q (z,y) =4 — 2+ y = 0 genau dann wenn y + 4 = z. Setzen wir dies in T} » ein, so
erhalten wir

3 1
3y—4+§(y2—|—8y+16)—(y+4)y+§y2:y2—|—11y+20:0

Die Nullstellen sind y = %‘/ﬁ. An den Stellen

-3+v41l —-11++41

2 ’ 2

( )

lasst sich der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwenden (tatséchlich gilt, dass die Gleichung
an dieser Stelle nicht nach y aufdsbar ist.)
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Aufgabe 4. (15 Punkte) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, wobei X kompakt sei.
Zeigen Sie, dass eine bijektive und stetige Abbildung

f: X—=>Y

eine stetige Inverse hat.

Losung: Nach der Charakterisierung der Stetigkeit iiber abgeschlossene Mengen, geniigt es, zu
zeigen, dass fiir jede abgeschlossene Menge A C X folgt, dass das Urbild von A unter f~! eine
abgeschlossene Menge in Y ist 3. Dieses Urbild ist aufgrund der Bijektivitit gleich f(A). Nun ist
A kompakt, als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge X. Deshalb ist f(A) kompakt,
weil f stetig ist. Schlieflich ist f(A) abgeschlossen, weil jede kompakte Menge abgeschlossen ist.

Alternative: Sei (yn)nen eine Folge in Y, die gegen y € Y konvergiert. Da f bijektiv ist, gibt es
zu jedem Folgenglied y,, ein Element z,, € X mit f(z,) = yn, n € N und genauso existiert x € X
mit f(z) = y. Da X kompakt ist, folgt (aufgrund der Aquivalenz zu Folgenkompaktheit), dass
jede Teilfolge von (zy,)nen eine konvergente Teilfolge hat. Wir behaupten, dass die jeweiligen
Grenzwerte dieser Teilfolgen von Teilfolgen gleich = sein miissen. Ware dies nicht der Fall, so
gibe es eine Teilfolge (xy, )ken mit Grenzwert z # z. Dann wiirde, wegen der Stetigkeit von
f, die Bildfolge (f(zn,)ren gegen f(z) konvergieren. Aufgrund der Bijektivitdt von f gilt dann
aber f(z) # f(x) was im Widerspruch zur Konvergenz der Folge (y)nen steht.

Wir haben also gezeigt, dass jede Teilfolge von (z,,),cn eine gegen x konvergente Teilfolge besitzt.
Dies impliziert aber, dass (z,)n,en selbst konvergent gegen x sein muss?

3siehe Skript, Beispiel 1.41
4(dies wurde in der Ana 1 fiir Folgen von reellen Zahlen gezeigt und iibertragt sich direkt auf Folgen in
metrischen Radumen mit Hilfe des Umstands, dass

i S r = d(xn,z) >0 (n— oc0)
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Aufgabe 5. (10 Punkte) Sei f : D C R? — R? total differenzierbar an einer Stelle x € D und
seien die Richtungsableitungen

So- () =)

fiir die Richtungen v = (1,1)7 und w = (0, —1)T gegeben.

Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix af = (x) an der Stelle x sowie die Richtungsableitung

in Richtung ¢ = (4,3)7.
Losung: Da f total differenzierbar ist, ist

)= Py

eine lineare Abbildung. Wir stellen nun die benotigten Richtungsvektoren mit Hilfe von v und

w dar
1 0 4
<O) =v+w, <1> = —w, <3) =4(v+w) — 3w = 4v 4+ w,

Vorsicht, hier war ein Rechenfehler in der urspriinglichen Version. Somit erhalten wir
fiir die Jacobi-Matrix und die gesuchte Richtungsableitung:

of

- (o) 20
— (e + 5l o5l e)
:Gii :2) ()
9= (1379)-()
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