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1 Exakte Naturwissenschaft und Modellbegriff

Der Begriff des mathematischen Modells ist erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts aufgekommen. Nichts-
destoweniger ist mathematische Modellbildung aus heutiger Sicht das, was die neuzeitliche mathemati-
sche Naturwissenschaft seit Galilei betreibt. Das Kant’sche Diktum (KANT 1786 / 1996, Vorrede),

daf in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissenschaft angetroffen werden
konne, als darin Mathematik anzutreffen ist,

besagt in moderner Terminologie: Es ist der Gebrauch mathematischer Modelle, der die exakten Wissen-
schaften ,.exakt bzw. die hard sciences ,hart* macht.

Nun ist weder ,,eigentlich“ noch ,.exakt” noch ,hart” ein in diesem Zusammenhang prizise geklérter
Begriff.! Insofern handelt es sich bei der hier vorliegenden Aussage nicht um einen Tatsachenbehaup-
tung, sondern sie ist schlicht definitorisch. Auf der anderen Seite sind die darin verwendeten Worte
positiv besetzt, und in der Tat haben die exakten Naturwissenschaften ihrer sichtbaren technischen Erfol-
ge wegen fiir andere Wissenschaften die Rolle eines Vorbilds iibernommen, dem es nachzueifern gelte.
Mathematische Modelle werden daher seit Ende des 19. Jahrhunderts zunehmend auch in ,,weichen®
Wissenschaften eingesetzt, und sei es auch nur aus Griinden des wissenschaftlichen Prestiges.

Auch und gerade wenn es um den Finsatz, die Rolle, die Sinnhaftigkeit und die Grenzen mathemati-
scher Modellbildung etwa in den Lebens- und Sozialwissenschaften gehen soll, ist es niitzlich, sich ihrer
Herkunft aus der mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode klar zu werden. SchlieBlich ist es nicht
ausgemacht, dass ein Instrument, welches sich in einem bestimmten Umfeld (hier der Physik) bewihrt
hat, auch in jedem beliebigen anderen erfolgreich eingesetzt werden kann. Zu fragen ist daher

* nach der Rolle der Mathematik fiir die neuzeitliche Physik, mit der zusammen sie sich entwickelt
hat,

* nach den Bedingungen der Moglichkeit dieses offenbar erfolgreichen Zusammenwirkens und
* nach dem Charakter und ggf. der Begrenztheit dieses Erfolges.

Das soll hier an einigen Beispielen aus den Anfiingen geschehen, wobei der Schwerpunkt weniger auf
den Ergebnissen als vielmehr auf der Methode liegt, mit der sie gewonnen wurden. Mein erstes Ziel ist es
dabei, der irrigen empiristischen Auffassung entgegen zu treten, Ausgangspunkt und zentrales Werkzeug
aller Naturwissenschaft sei die Erfahrung. Tatséchlich wird sich die Rolle der Mathematik als schwerer
wiegend und damit zugleich problematischer erweisen als vielfach auch von Naturwissenschaftlern an-
genommen. Das eigentlich Neue an der neuzeitlichen exakten Naturwissenschaft ist die Vorstellung von
mathematischen Gesetzen hinter den vielfiltigen Erscheinungen des Naturgeschehens. Dieses Weltbild
erst impliziert auch die besondere Rolle des Experiments: Nur hier, in der bewussten Herstellung einer
kiinstlichen Situation, und nicht in der Beobachtung mit ,,freiem Auge®, lassen sich die mathematischen
Idealwelten mit der Erfahrung zumindest niherungsweise zur Deckung bringen. Die Konstitution der
mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode, mit der die Namen Galileis und Newtons verbunden
sind, wird in den Abschnitten 1 und 2 analysiert.

Bis ins 19. Jahrhundert hinein bilden Mathematik und Physik eine Einheit, gelten mathematische Sitze
einfach als wahre Aussagen iiber die Natur. Dann aber beginnt diese Einheit zu brockeln. Es wird deutlich

! Wissenschaft“ ist es iibrigens ebenso wenig.



2 1 Exakte Naturwissenschaft und Modellbegriff

und am Ende eines Jahrhunderts des Ubergangs auch klar ausgesprochen, dass unsere Bilder von der
Natur Schopfungen unseres Geistes sind, die aus der Wirklichkeit nicht einfach herausgelesen werden.
Im Zuge dieser wissenschaftlichen Revolution der Moderne wird die Mathematik zu einem eigenen Fach,
und es entwickelt sich der Modellbegriff. Davon handelt Abschnitt 3.

Die Titigkeit des Modellierens, der Modellierungsprozess, ist Gegenstand von Abschnitt 4.

1.1 Die Anfiange: Galileis Fallgesetze
Die Gesetze des freien Falls schwerer Korper stehen am Beginn der neuzeitlichen Physik. Sie besagen:
G1 Alle Korper fallen gleich schnell.

G2 Bei einem Fall aus der Ruhelage verhalten sich die zuriickgelegten Wege wie die Quadrate der
Zeiten.

Mit diesen Gesetzen geriet Galileo Galilei (1564 - 1642) in Widerspruch zu der in seiner Zeit vorherr-
schenden aristotelischen Wissenschaft, deren Lehre besagte:

Ar Jeder Korper hat das Bestreben, den ihm zukommenden Platz einzunehmen. Leichte Korper be-
wegen sich nach oben, schwere fallen nach unten. Je schwerer der Korper, desto schneller fillt
er.

Tatsédchlich handelt es sich hier um einen der seltenen Fille, in denen sich die neuzeitliche Physik direkt
mit mittelalterlichen Vorstellungen konfrontieren lédsst, denn in der Regel behandelt sie Fragen, die sich
Menschen in anderen oder fritheren Gesellschaften gar nicht stellten. Umso interessanter ist, wie sich
Galileis Fallgesetze durchsetzten.

1.1.1 Der empiristische Mythos und die Legende von Pisa

Ein fester Bestandteil des Bildes, das die Moderne im Allgemeinen und die westliche Wissenschaft im
Besonderen von sich selber hat, ist die Vorstellung, sie orientiere sich an Tatsachen, wéhrend vergan-
gene Kulturen doch eher ihren Mythen und anderen Hirngespinsten gefolgt und daher folgerichtig und
vollig zu Recht inzwischen vergangen seien. Als ein Paradigma dafiir dient bis heute Galileis Auseinan-
dersetzung mit der Autoritit der aristotelischen Wissenschaft und der katholischen Kirche, obwohl doch
die auf Galilei und Newton zuriickgehende Mechanik ihren allgemeinen Geltungsanspruch schon lingst
hat aufgeben miissen. Noch Bertolt Brechts um 1945 entstandenes Theaterstiick ,,.Leben des Galilei*
lebt von dem aufkldrerischen Pathos dieses Kampfes des die Tatsachen aufdeckenden ,.kalten Auges der
Wissenschaft™ gegen den ,.tausendjdhrigen Perlmutterdunst von Aberglauben und alten Wortern®, durch
den allein die Herrschaft ,,selbstsiichtiger Machthaber* weiterhin aufrecht erhalten werden kann. Die vor
dem Hintergrund des Abwurfs der ersten Atombombe unumgingliche Kritik Brechts? wird denn auch
ausschlieBlich auf der moralischen Ebene vorgetragen, dass nimlich Galilei sich habe einschiichtern las-
sen und sein Wissen den Machthabern iiberliefert habe, ,,es zu gebrauchen, es nicht zu gebrauchen, es zu
mifbrauchen, ganz, wie es ihren Zwecken diente*. Jeder brave Naturwissenschaftler kann dem zu Recht
entgegenhalten, dass Galileis Lehre trotz seines Widerrufs schlieBlich zum Allgemeingut geworden, die
Wahrheit eben nicht aufzuhalten sei, auch wenn das der Menschheit wenig geniitzt zu haben scheint.
Die mit den Namen Galileis und Newtons verbundene und heute als , klassisch® bezeichnete Mecha-
nik spielte von Beginn der Neuzeit bis ins 19. Jahrhundert hinein die Rolle einer Leitwissenschaft. In
gewisser Hinsicht ist sie es noch heute, auch wenn ihre Ergebnisse durch die ,,moderne* Physik des 20.

2im Stiick als Selbstkritik Galileis formuliert



1.1 Die Anfinge: Galileis Fallgesetze 3

Jahrhunderts ihren universellen Anspruch verloren haben. Denn die an ihr entwickelte und mit durch-
schlagendem Erfolg angewandte mathematisch-naturwissenschaftliche Methode hat im letzten Jahrhun-
dert an Bedeutung weiter gewonnen und eine Vorbildfunktion fiir die westliche Wissenschaft aller Fa-
kultiten eingenommen, zumindest ihrer jeweiligen Mainstreams, sodass selbst noch die Kritiker ihrer
Ubertragung etwa in die Sozialwissenschaften sich mit ihr auseinandersetzen miissen. So richtig deren
Argument ist, dass eine Methode sich an ihren Gegenstand anzupassen habe und ,,Gesellschaft” eben
nicht dasselbe sei wie ,,Natur®, so sehr leiden derartige Diskussionen oft darunter, dass der Empirismus,
also die ,,Tatsachen-Fraktion®, die Interpretations-Hegemonie dariiber gewonnen hat, was diese Methode
eigentlich leiste und welcher Art die mit ihr zu erzielenden Ergebnisse seien. Die Behauptung, es handele
sich dabei um objektive, fiir jedermann iiberpriifbare Tatsachen, wird gar nicht mehr in Frage gestellt.

Ein Beispiel fiir dieses Phianomen ist die folgende Geschichte, die die Wissenschaftsgeschichtsschrei-
bung iiber fast drei Jahrhunderte hinweg als gesichertes Wissen anzubieten hatte. Sie betrifft den freien
Fall schwerer Korper, den ersten Teil des galileischen Fallgesetzes, und figurierte als der ,,Schlag, von
dem sich die aristotelische Wissenschaft nie wieder erholte*:

An dieser Stelle miissen wir auf die beriihmten Experimente zum Fall der Korper zu spre-
chen kommen, sind diese doch aufs engste verkniipft mit dem schiefen Turm von Pisa, einem
der kuriosesten Baudenkmdiler Italiens. Beinahe zweitausend Jahre zuvor hatte Aristoteles
behauptet, daf im Falle zweier verschiedener Gewichte gleichen Materials, die aus gleicher
Hohe fielen, das schwerere den Erdboden vor dem leichteren erreiche, und dies gemdf3 dem
Verhdiltnis ihrer jeweiligen Schwere. Das Experiment ist gewif3 nicht schwierig; nichtsdesto-
weniger war niemand auf die Idee gekommen, einen derartigen Beweis zu fiihren, weshalb
diese Behauptung kraft des Machtwortes des Aristoteles unter die Axiome der Wissenschaft
von der Bewegung aufgenommen worden war. Galilei forderte nun unter Berufung auf die
Sinneswahrnehmung die Autoritdt des Aristoteles heraus und behauptete, daf3 die Kugeln in
gleicher Zeit fielen, abgesehen von einer unbedeutenden, auf dem unterschiedlichen Luftwi-
derstand beruhenden Differenz. Die Aristoteliker verspotteten diese Idee und verweigerten
ihr das Gehor. Galilei aber lief3 sich nicht einschiichtern und beschlof3, seine Gegner dazu
zu zwingen, gleich ihm der Tatsache ins Auge zu sehen. Daher bestieg er eines Morgens vor
der versammelten Universitdt - Professoren und Studenten - den schiefen Turm, zwei Kugeln
mit sich fiihrend, eine zehn- und eine einpfiindige. Er legte sie auf den Rand des Turms und
lief3 sie zugleich fallen. Und sie fielen gemeinsam und schlugen gemeinsam am Boden auf.

Es ist wohl das Verdienst Alexandre Koyrés*, fast 300 Jahre nach dem Tod Galileis der Geschichte von
seinen Versuchen zum freien Fall am schiefen Turm von Pisa endgiiltig den Garaus gemacht zu haben,
sodass heute kein Wissenschaftshistoriker, der ernst genommen werden will, sie noch erzédhlen kann.
An der Geschichte ist eigentlich nur wahr, dass Galilei um das Jahr 1590 herum eine schlecht bezahlte
und auf drei Jahre befristete Stelle als Professor fiir Mathematik an der Universitit Pisa innehatte. Die
Legende kam 60 Jahre nach dem beschriebenen Vorfall erstmals auf und wurde von spéteren Wissen-
schaftshistorikern immer weiter ausgeschmiickt. Was einem ohne weitere historische Kenntnis auffillt,
ist ihre Inkonsistenz: Was hétte die aristotelischen Professoren, denen hier ihr Dogmatismus vorgehalten
wird, wohl dazu veranlassen sollen, zusammen zu laufen, wenn einer ihrer unbedeutendsten Kollegen
ein irrsinniges Experiment veranstaltet? Die Geschichte widerspricht allen Gebrduchen an Universitéiten
dieser Zeit und wohl auch noch heutiger Universititen. Sie wurde von Galilei selbst nie erwihnt,’ und
schlieBlich: Die Experimente wiren schief gegangen, bzw. sie wurden gemacht (1640, 1645, 1650), mit

3J.J. Fahie. Galilei, His Life and Work, London 1903, 24 f., zitiert nach KOYRE 1998, 124

4Galileé et I’experience de Pise: A propos d’une legende, Annales de I’Université de Paris 1937, KOYRE 1998, 123 - 134

5In einem Traktat Galileis aus demselben Jahr 1590 findet sich sogar der gegenteilige Hinweis: Wenn man Kugeln aus Holz
und Blei von einem hohen Turm fallen lédsst, bewegt sich das Blei weit voraus, s. FOLSING 1996, 85
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groflen und kleinen Eisenkugeln, mit gleich groen Tonkugeln, eine massiv, die andere hohl, mit Kugeln
aus verschiedenen Materialien, und sie sind (im Sinne der Legende) allesamt schief gegangen.®

Das eigentlich spannende an diesem modernen Mirchen ist, dass es 300 Jahre lang zum allgemeinen
Bildungsgut gehorte, gewissermalien zum gesicherten Bestand unseres naturwissenschaftlichen Wissens.
Wie alle Mirchen transportiert auch dieses eine Botschaft, nimlich die von der neuzeitlichen Rationa-
litat, die unvoreingenommen die Tatsachen sprechen lasse, wihrend das finstere Mittelalter sich nur auf
Autoritdten berufe und Lehrbuchwissen tradiere. Der spit gefiihrte Nachweis, dass es sich hierbei um
einen Mythos handelt, den Mythos des Empirismus, dndert nichts an dessen Wirksamkeit. 350 Jahre
nach Galilei ist dieses Weltbild so selbstverstdndlich geworden, dass es keiner Begriindung mehr bedarf.
Und wie ein Blick in ein Standardlehrbuch der Experimentalphysik zeigt, ist auch das mit ihm verbun-
dene Mirchen zu schon, um einfach weggelassen zu werden, nur weil es ein Mérchen ist:

Zundchst sei untersucht, ob die Fallbewegung von der Art des fallenden Korpers, z. B.
von seiner Grofie oder seinem Gewicht abhdngig ist. Wir machen folgende Versuche: Zwei
gleichgrofie Kugeln aus Aluminium und Blei, die also sehr verschiedenes Gewicht haben,
lassen wir gleichzeitig aus derselben Hohe zu Boden fallen. Wir stellen fest, daf3 sie zu glei-
cher Zeit zu Boden aufschlagen, wie bereits Galilei (1590) durch Fallversuche am schiefen
Turm von Pisa festgestellt hat. Nehmen wir drei gleiche Kugeln aus demselben Stoff, so kom-
men diese natiirlich zur gleichen Zeit am Boden an. Verbinden wir nun zwei dieser Kugeln
fest miteinander (etwa durch einen hindurchgehenden Stift), und lassen wir diese Doppel-
kugel mit der dritten Einzelkugel gleichzeitig fallen, so schlagen auch diese Korper von
verschiedener Grofie und verschiedenem Gewicht gleichzeitig am Boden auf. Der hieraus
zu ziehenden Folgerung, dafs alle Korper, unabhiingig von Gestalt, Art und Gewicht, gleich
schnell fallen, scheint aber folgender Versuch zu widersprechen: Lassen wir eine Miinze und
ein gleich grofles Stiick Papier fallen, so beobachten wir, daf3 die Miinze wesentlich friiher
unten ankommt, als das zur gleichen Zeit aus derselben Hohe fallende Papierstiickchen;
letzteres flattert in unregelmdfliger Bewegung zu Boden und benotigt zum Durchfallen eine
groflere Zeit. Der Gegensatz ist indessen nur scheinbar. Bei diesem letzten Versuch macht
sich ndamlich der Widerstand der Luft storend bemerkbar. Die beim Fall an dem Korper
vorbeistromende Luft hemmt die Fallbewegung, und zwar umso stdrker, je grofier die An-
griffsfliche der Luft an dem betreffenden Korper ist. Ballen wir das Papierstiick zu einer
kleinen Kugel zusammen, so fillt es ebenso rasch wie die Miinze. Der storende Einfluf3 des
Luftwiderstandes auf den freien Fall lifst sich noch durch einen von Newton angegebenen
Versuch anschaulich zeigen. Ein etwa 2 m langes, mehrere Zentimeter weites Glasrohr, das
an beiden Enden zugeschmolzen ist, enthidlt eine Bleikugel, ein Stiick Kork und eine Flaum-
feder. Befinden sich die drei Korper am Boden der Rohre und dreht man diese rasch um
180°, so beobachtet man, wie zuerst die Bleikugel, dann das Korkstiick und schlieflich die
Flaumfeder unten ankommen. Pumpt man aber die Luft aus der Rohre und wiederholt man
den Versuch, so erkennt man, daf3 nunmehr die drei Korper im gleichen Augenblick auf
dem Boden des Rohres aufschlagen. Wir diirfen also das Erfahrungsgesetz aussprechen: Im
luftleeren Raum fallen alle Korper gleich schnell. ’

Wieso eigentlich nur im luftleeren Raum, in Pisa hat es doch schlieB3lich auch funktioniert? Die Schluss-
folgerung bleibt ebenso undurchsichtig wie die Begriindung. Der Grund liegt darin, dass hier Aussagen
mit vollig verschiedenem methodischem Status wild durcheinandergeworfen werden:

* Der Text enthilt falsche und richtige Behauptungen iiber alltidgliche Beobachtungen, wobei die

6s. KOYRE 1998, 129 - 132
7Bergmann-Schifer: Lehrbuch der Experimentalphysik, Band I, Mechanik, Akustik, Wirme, 9. verbesserte Auflage, Berlin
1974, S. 40
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richtigen gerade diejenigen sind, die zum galileischen Fallgesetz in Widerspruch stehen. Sie wer-
den unter Hinweis auf den ,,storenden‘ Luftwiderstand einfach weginterpretiert.

* Es wird ein Gedankenexperiment durchgefiihrt (Kugel und Doppelkugel), aus welchem das Fall-
gesetz logisch zwingend, aber ohne Riickgriff auf irgendeine Beobachtung sich ergibt.

» Es wird schlielich ein Experiment beschrieben, das durchzufiihren einen hohen technischen Auf-
wand erfordert (Leerpumpen der Rohre). Erst in der so hergestellten kiinstlichen Situation ldsst
sich das behauptete Gesetz auch beobachten.

Das Ganze dann als ,,Erfahrungsgesetz* zu bezeichnen, ist schon stark und setzt in der Tat die Verwirrung
voraus, die zuvor erst gestiftet werden musste. Von dieser Verwirrung lebt der Empirismus.

Der Text ist ein Beispiel dafiir, wie wenig die meisten Naturwissenschaftler von der Geschichte und
Methode der Wissenschaft wissen, die sie selbst betreiben.® Das war keineswegs immer so, sondern
was sich hier konstatieren lédsst, hat vielmehr den Charakter einer Verfallserscheinung. Galilei selbst
jedenfalls war sich seines Vorgehens, anders als die meisten seiner Epigonen, durchaus bewusst. Es lohnt
daher, zu den Quellen zuriickzugehen.

Was brachte das galileische Fallgesetz in die Welt, wenn es denn die Erfahrung nicht sein konnte,
weder die unmittelbare Beobachtung, denn die lehrt etwas anderes, noch ein Experiment im luftlee-
ren Raum, das Galilei schon deswegen nicht durchfiihren konnte, weil ihm dazu die technischen Mittel
fehlten? Die schlichte Antwort ist: Das Fallgesetz ergibt sich aus einem logischen Argument, einem
mathematischen Beweis oder, wie man heute sagen wiirde, einem Gedankenexperiment. Das Argument
war schon 1585 von dem Mathematiker Benedetti in Venedig verdffentlicht worden und ist auch in dem
oben zitierten Text aus dem Physiklehrbuch enthalten, wenn auch dort seines methodischen Stellenwerts
vollig beraubt.

1.1.2 Beweis des Ersten Fallgesetzes

Benedetti argumentierte: Zwei gleiche Korper fallen gleich schnell, das jedenfalls scheint unbestritten.
Verbindet man sie nun durch einen leichten (im Idealfall masselosen) Stab, so dndert sich an ihrer Ge-

T T T

Abbildung 1.1: Benedettis Argument

8Die allgemeine Begriffsverwirrung lisst sich noch steigern: ,Jeder, der glaubt, dass physikalische Gesetze bloBe gesellschaft-
liche Konventionen seien, ist eingeladen, vom Fenster meiner Wohnung die Uberschreitung dieser Grenzen zu versuchen
(ich wohne im 22. Stock)).” So der Physiker Alan Sokal in Reaktion auf die Zumutungen der postmodernen Kulturwissen-
schaft (s. lingua franca 6 (4), 62 - 64, 1996). Wenn irgend jemand tatséchlich behauptet haben sollte, physikalische Gesetze
seien Konventionen, so wire das die erste Dummheit. Die zweite ist die, die Sokal selber verzapft, entweder Dummbeit oder
aber bewusste Irrefithrung. Die Tatsache, dass ein Sprung aus dem 22. Stock in aller Regel zum Tode fiihrt, hat mit physi-
kalischen Gesetzen im modernen Sinne absolut nichts zu tun. Von der Existenz 22-stockiger Gebdude einmal abgesehen,
diirfte das in jeder Gesellschaft bekannt gewesen sein, z. B. als mogliche Form des Todesstrafe (Tarpejische Felsen). Fiir
ein physikalisches Gesetz reicht das aber hinten und vorne nicht. Der einzige Zusammenhang besteht darin, dass ein physi-
kalisches Gesetz zu dieser Tatsache nicht in Widerspruch geraten sollte, was iibrigens auch das aristotelische Fallgesetz Ar
nicht tut.
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schwindigkeit nichts, die dann aber einem Korper doppelter Masse zukommt (vgl. Abbildung 1.1). Ge-
nauso lésst sich mit drei, sieben oder auch hunderttausend Kérpern argumentieren, in jedem Fall ergibt
sich dieselbe Geschwindigkeit fiir Korper beliebig verschiedener Masse.

Voo,

Abbildung 1.2: Galileis Argument

Galilei machte daraus einen Widerspruchsbeweis’: Wiire das aristotelische Fallgesetz Ar richtig, so
miisste ein schwererer Korper einem leichteren vorauseilen. Verbindet man nun beide mit einer Schnur,
so miisste der schwerere Korper den leichteren hinter sich herziehen, der leichtere den schwereren aber
abbremsen (vgl. Abbildung 1.2). Es ergibe sich eine kleinere Geschwindigkeit als die des urspriinglichen
schwereren Korpers, allerdings fiir einen insgesamt noch schwereren, ein Widerspruch also.

Beide Beweise des Ersten Fallgestzes G1 abstrahieren von der Gestalt der Korper, beziehen sich also
nur auf ihre Masse. Gezeigt wurde also: Hiangt die Fallgeschwindigkeit von der Gestalt der Korper, ihrer
Massenverteilung, nicht ab, so miissen alle Korper gleich schnell fallen. Dieses Ergebnis steht nun aber
in offensichtlichem Widerspruch zur Empirie, die Korper fallen schlielich nicht gleich schnell. Wiirden
nun Logik und Empirie gleichermaBen beriicksichtigt, so wire daraus der Schluss zu ziehen, dass von
der Gestalt der Korper eben nicht abstrahiert werden darf. Diesen Schluss zieht Galilei nun aber gerade
nicht, und genau hier liegt das revolutionir Neuartige seiner Naturbetrachtung: Er entscheidet sich fiir
die Logik und Mathematik und gegen die unmittelbare Empirie und damit fiir eine Naturauffassung, die
Antike oder Mittelalter nur als verriickt hitten ansehen konnen.

1.1.3 Beweis des Zweiten Fallgesetzes

Die hier zum Ausdruck kommende Naturauffassung ist heute ohne Alternative, wir haben uns so an sie
gewohnt, dass wir die Welt nur noch in ihrem Lichte sehen und deshalb meinen, sie aus Erfahrung und
Beobachtung gewonnen zu haben. Die Folge sind derart wirre und von Verstindnislosigkeit fiir die eigene
Methode geprigte Ausfithrungen wie die oben aus einem physikalischen Standardlehrbuch zitierten. Wer
wissen will, wie Physik funktioniert, halte sich daher besser an die Originale. Galilei selbst hat in einem
reichhaltigen Schrifttum die von ihm entwickelten und verwendeten Methoden sehr genau beschrieben.
Sein Alterswerk, die Discorsi von 1638 werden 300 Jahre spiter in der Jubildumsausgabe von Max v.
Laue als ,erstes Lehrbuch der Physik“ bezeichnet. Das typische Vorgehen wird am Dritten Tag!® am

YGALILEI 1638/1995, 57/58
19Die Discorsi sind als ein iiber mehrere Tage sich hinziehendes Gespriich dargestellt.



1.1 Die Anfinge: Galileis Fallgesetze 7

Beispiel des Zweiten Fallgesetzes besonders deutlich.

Auch hier sind es nicht irgendwelche sinnlichen Wahrnehmungen, die den Ausgangspunkt bilden. Das
wire allerdings auch sehr verwunderlich bei einem Gesetz, welches sich mit bloBem Auge schwerlich
beobachten ldsst. Tatsdchlich handelt es sich um einen klassischen mathematischen Text in der Form
Definition - Satz - Beweis. Zunédchst wird die Definition der gleichférmigen Bewegung eingefiihrt:

Definition 1.1.1 (GALILEI 1638/1995, 141)
Ich nenne diejenige Bewegung gleichformig, bei welcher die in irgendwelchen gleichen Zeiten vom
Korper zuriickgelegten Stre"cken unter einander gleich sind.

iiber die dann zunéchst einige Theoreme aufgestellt und mit geometrischen Mitteln bewiesen werden.
Dann erfolgt der Ubergang zur beschleunigten Bewegung (GALILEI 1638/1995, 146):

Bisher war die gleichformige Bewegung behandelt worden, jetzt gehen wir zur beschleunig-
ten Bewegung iiber. Zundichst muss eine der natiirlichen Erscheinung genau entsprechende
Definition gesucht und erldutert werden. Obgleich es durchaus gestattet ist, irgend eine Art
der Bewegung beliebig zu ersinnen und die damit zusammenhdngenden Ereignisse zu be-
trachten ..., so haben wir uns dennoch entschlossen, diejenigen Erscheinungen zu betrach-
ten, die bei den frei fallende Korpern in der Natur vorkommen, und lassen die Definition der
beschleunigten Bewegung zusammenfallen mit dem Wesen einer natiirlich beschleunigten
Bewegung. . ..

Wenn ich daher bemerke, dass ein aus der Ruhelage von bedeutender Hohe herabfallen-
der Stein nach und nach neue Zuwiichse an Geschwindigkeit erlangt, warum soll ich nicht
glauben, dass solche Zuwiichse in allereinfachster, Jedermann plausibler Weise zu Stande
kommen? Wenn wir genau aufmerken, werden wir keinen Zuwachs einfacher finden, als den-
jenigen, der in immer gleicher Weise hinzutritt. Das erkennen wir leicht, wenn wir an die
Verwandschaft der Begriffe der Zeit und der Bewegung denken: denn wie die Gleichformig-
keit der Bewegung durch die Gleichheit der Zeiten und Rdume bestimmt und erfasst wird

.., S0 konnen wir durch ebensolche Gleichheit der Zeittheile die Geschwindigkeitszunah-
men als einfach zu Stande gekommen erfassen: mit dem Geiste erkennen wir diese Bewegung
als einformig und in gleicher Weise stetig beschleunigt, da zu irgend welchen gleichen Zeiten
gleiche Geschwindigkeitszunahmen sich addiren.

Die alltigliche Erfahrung kommt bei diesen Uberlegungen insofern ins Spiel, als festgehalten wird, dass
ein losgelassener Stein féllt und dabei immer schneller wird. Doch das ist alles, genauer wird die Bewe-
gung nicht beschrieben. Vielmehr kommt jetzt das Prinzip der Einfachheit ins Spiel: Unter allen Bewe-
gungen mit den genannten Eigenschaften wird eine moglichst einfache ausgewihlt. Dieses Prinzip und
nicht irgend eine vorausgegangene Messung oder genaue Beobachtung fiihrt schlieBlich zu

Definition 1.1.2 (GALILEI 1638/1995, 148)
Gleichformig oder einférmig beschleunigte Bewegung nenne ich diejenige, die von Anfang an in
gleichen Zeiten gleiche Geschwindigkeitszuwiichse ertheilt.

Die Empirie kann an dieser Stelle schon deswegen gar nicht zum Zuge kommen, weil sich die Geschwin-
digkeit eines fallenden Steines (zumindest zu Zeiten Galileis) nicht direkt messen ldsst. Unmittelbar mes-
sen lassen sich Strecken und Zeitspannen.'! Ob also die Definition 1.1.2 der gleichformig beschleunigten
Bewegung bei den frei fallenden Korpern in der Natur vorkommt, wie Galilei behauptet, l1dsst sich daher
nicht so ohne weiteres feststellen. Galilei verbleibt denn auch auf der mathematischen Ebene und beweist
mit geometrischen Mitteln zwei auf einander aufbauende Sitze:

IDje Zeitmessung stellte allerdings mangels priiziser und fiir die Erfassung kurzer Zeitspannen geeigneter Uhren ebenfalls ein
schwerwiegendes Problem dar.
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Satz 1.1.3 (GALILEI 1638/1995, 158)
Die Zeit, welche irgendeine Strecke von einem Korper von der Ruhelage aus mittelst einer gleichfor-
mig beschleunigten Bewegung zuriickgelegt wird, ist gleich der Zeit, in welcher dieselbe Strecke von
demselben Korper zuriickgelegt wiirde mittelst einer gleichformigen Bewegung, deren Geschwin-
digkeit gleich wire dem halben Betrage des hochsten und letzten Geschwindigkeitswerthes bei jener
ersten gleichformig beschleunigten Bewegung.

Satz 1.1.4 (GALILEI 1638/1995, 159)
Wenn ein Korper von der Ruhelage aus gleichformig beschleunigt fillt, so verhalten sich die in
gewissen Zeiten zuriickgelegten Strecken wie die Quadrate der Zeiten.

Zum Beweis:

In Satz 1.1.3 werden zwei verschiedene Bewegungen einander gegeniiber gestellt: Eine gleichférmig be-
schleunigte, bei der im Zeitintervall [0,7,] die Geschwindigkeit gleichmBig von 0 auf einen maximalen
Wert v; zunimmt, und eine gleichformige mit der konstanten Geschwindigkeit vy /2. Offenbar sind die

Abbildung 1.3: Zum Beweis von Satz 1.1.3

Fldchen unter den beiden verschiedenen Geschwindigkeitsprofilen gleich (vgl. Abbildung 1.3). Nun ist
aber, in moderner Terminologie, bei einer gegebenen Geschwindigkeitsfunktion v()

s:/ot1 v(t) dt

der im Zeitintervall [0,#] durchlaufene Weg, und dieses Integral beschreibt ja gerade die Flidche unter
dem Graphen von v(f), woraus sich die Aussage von Satz 1.1.3 ergibt. Galilei selbst steht wohl die
Geometrie zur Verfiigung, mit der die Gleichheit der beiden Flichen gezeigt werden kann, nicht aber
der Integralbegriff, der sich in seinen Formulierungen allerdings bereits andeutet, in denen von sich
addierenden Geschwindigkeits- oder Bewegungsmomenten die Rede ist.

Ist nun bei einer gleichférmig beschleunigten Bewegung zum Zeitpunkt #; die Geschwindigkeit v; und
zum Zeitpunkt #, die Geschwindigkeit v, erreicht, so gilt nach Satz 1.1.3 fiir die jeweils zuriickgelegten
Wege

1 1
Slzivltlundnzi\ql‘z,

andererseits wegen der gleichférmigen Beschleunigung

Vi n

vion’
woraus

S 71‘12

no 4

und damit Satz 1.1.4 folgt.
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1.1.4 Experimente: Die Produktion von Tatsachen

Aus Satz 1.1.4 wird das Fallgesetz G2, wenn man in der Voraussetzung den mathematischen Begriff
der gleichformig beschleunigten Bewegung durch den physikalischen des freien Falls ersetzt. Ob diese
Gleichsetzung berechtigt ist, lisst sich, wie bereits bemerkt, nicht direkt iiberpriifen, wohl aber in der
Form des jetzt vorliegenden Satzes, in dem nur noch Wege und Zeiten auftreten, aber keine Geschwin-
digkeiten. Die mathematische Herleitung von Satz 1.1.4 erweist sich also als eine Voraussetzung dafiir,
dass tiberhaupt ein Experiment durchgefiihrt werden kann, und der Satz selbst gibt Hinweise darauf, was
Zu messen ist.

Die von Galilei beschriebenen Experimente fanden mit auf schiefen Ebenen abrollenden Kugeln statt.
Tatséchlich befassen sich groBe Teile der Discorsi mit weiteren mathematischen Uberlegungen, schiefe
Ebenen betreffend, auf die ich nicht niher eingehe. Es zeigt aber, dass der vor dem allerersten Experiment
getriebene theoretische Aufwand noch erheblich hoher war, als in meiner Kurzfassung hier dargestellt.

GALILEI (1638/1995, 162) beschreibt seine Experimente:

Auf einem Lineale, oder sagen wir auf einem Holzbrette von 12 Ellen Liinge, bei einer halben
Elle Breite und drei Zoll Dicke, war auf dieser letzten schmalen Seite eine Rinne von etwas
mehr als einem Zoll Breite eingegraben. Dieselbe war sehr gerade gezogen, und um die
Fliiche recht glatt zu haben, war inwendig ein sehr glattes und reines Pergament aufgeklebt;
in dieser Rinne liess man eine sehr harte, vollig runde und glattpolirte Messingkugel laufen.

Nach Aufstellung des Brettes wurde dasselbe einerseits gehoben, bald eine, bald zwei Ellen
hoch; dann liess man die Kugel durch den Kanal fallen und verzeichnete in sogleich zu be-
schreibender Weise die Fallzeit fiir die ganze Strecke: hiufig wiederholten wir den einzelnen
Versuch, zur genaueren Ermittlung der Zeit, und fanden gar keine Unterschiede, auch nicht
einmal von einem Zehntheil eines Pulsschlages. Darauf liessen wir die Kugel nur durch ein
Viertel der Strecke laufen, und fanden stets genau die halbe Fallzeit gegen friiher. Dann
wdhlten wir andere Strecken, und verglichen die gemessene Fallzeit mit der zuletzt erhalte-
nen und mit denen von % oder % oder irgend anderen Bruchtheilen; bei wohl hundertfacher
Wiederholung fanden wir stets, dass die Strecken sich verhielten wie die Quadrate der Zei-
ten: und dieses zwar fiir jedwede Neigung der Ebene, d. h. des Kanales, in dem die Kugel

lief. ...

Zur Ausmessung der Zeit stellten wir einen Eimer voll Wasser auf, in dessen Boden ein enger
Kanal angebracht war, durch den ein feiner Wasserstrahl sich ergoss, der mit einem kleinen
Becher aufgefangen wurde, wihrend einer jeder beobachteten Fallzeit: das dieser Art auf-
gesammelte Wasser wurde auf einer sehr genauen Waage gewogen, aus den Differenzen der
Wiéigungen erhielten wir die Verhdltnisse der Gewichte und die Verhdiltnisse der Zeiten, und
zwar mit solcher Genauigkeit, dass die zahlreichen Beobachtungen niemals merklich von
einander abwichen.

Einer unbefangenen, nicht durch entsprechende Schulversuche voreingenommenen Leserin der Be-
schreibung Galileis diirfte vor allem die absolute Kiinstlichkeit des ganzen Geschehens ins Auge sprin-
gen. Hier wird nicht einfach beobachtet, wie schwere Gegenstinde fallen, sondern es wird mit gro3em
Aufwand eine besondere Situation bewusst hergestellt, die herbei zu fiihren einem Laien niemals in den
Sinn kdme. Aus der Sicht der mathematischen Naturwissenschaft kann das gar nicht anders sein, geht
es doch darum, den im mathematischen Satz unterstellten Idealbedingungen moglichst nahe zu kommen
und das heifl3t, storende Einfliisse auszuschalten. Das trifft auch fiir das Erste Fallgesetz zu: Es gilt nur
dort, wo die Gestalt der Korper und damit der Luftwiderstand keine Rolle spielt, also im Vakuum, das
Galilei selbst noch gar nicht herstellen konnte.

Aus der Sicht AuBlenstehender freilich muss ein solches Vorgehen, das die Tatsachen, um die es geht,
erst mit hohem Aufwand produziert, die Aussagekraft der damit gewonnenen Ergebnisse erheblich beein-
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trachtigen. Das Experiment (nicht die Beobachtung und der Riickgrift auf Erfahrung) ist eine Erfindung
der neuzeitlichen Naturwissenschaft, und niemand ist gezwungen, es als Erkenntnisinstrument zu ak-
zeptieren. Ob die Natur sich auBerhalb der kiinstlichen experimentellen Situation so verhilt, wie die aus
mathematischen Abstraktionen und experimentellen Uberpriifungen gewonnenen Gesetze es besagen,
darf schlieBlich mit Fug und Recht bezweifelt werden. Bei der Beurteilung der Auseinandersetzungen
etwa Galileis mit den mittelalterlichen, aristotelischen Vorstellungen seiner Zeit sollte man sich diese
Diskrepanz in den Erkenntnismethoden immer vor Augen halten. Ich komme darauf zuriick.

Die tatsdchliche Ausfiihrung von Experimenten st6ft in Galileis Zeiten auf groflere Schwierigkeiten,
als das aus der vorliegenden Textstelle deutlich wird, weil nimlich die technischen Voraussetzungen
erbarmlich sind, verglichen etwa mit denen, die heute die Physiksammlung einer normalen Schule bietet.
Galileis Versuche zur Bestimmung der konstanten Beschleunigung im freien Fall sind vollig wertlos, er
vermeidet in seinen Schriften so weit wie moglich die Angabe eines konkreten Zahlenwerts, und wenn
er es doch tut, liegt er jedes Mal vollig falsch, nimlich etwa bei der Hilfte des heute giiltigen. Galilei
bediente sich denn auch zur Stiitzung seiner Auffassung hin und wieder des ,,Kunstgriffs“, Experimente,
die er sich blof} erdacht hatte, als wirklich durchgefiihrte zu beschreiben (KOYRE 1998, 129). Auch bei
dem hier zitierten Text stellt sich die Frage, ob Versuchsergebnisse nicht einfach schongeredet wurden.

Das von Galilei beschriebene Vorgehen zur Messung der Zeit weist auf ein weiteres, mit Experimenten
verbundenes Problem hin. Nicht nur die Anlage von Experimenten ist theoriegeleitet, sondern bereits die
Erhebung von Messdaten innerhalb eines Experiments ist es. Jeder Messung liegt eine Theorie des Mess-
instruments zu Grunde, im vorliegenden Text ist es diese: Die aus dem Eimer fliefiende und anschliefsend
gewogene Wassermenge ist der Zeit, in der sie ausfloss, proportional; hinzu kommt noch die Theorie
der benutzten Waage. Die jeweilige Theorie des Messinstruments wird in einem Experiment aber nicht
tiberpriift, sondern immer vorausgesetzt.

Durch die Verfeinerung der Messinstrumente im Laufe der Entwicklung der Experimentalphysik wird
dieses Problem nicht etwa behoben, sondern vielmehr verstirkt. Priazisionsuhren etwa beruhen in weit
hoherem Male auf physikalischen Theorien als Galileis einfache Konstruktionen. Denkbar ist daher, dass
in Experimenten Messinstrumente eingesetzt werden, die auf eben jenen Theorien beruhen, die im Expe-
riment iiberpriift werden sollen. Dieser Problemstrang der mangelnden Aussagekraft von Experimenten
wird im vorliegenden Text nicht weiter verfolgt, vgl. dazu COLLINS/PINCH 1999.

1.1.5 Zur Methodenabhiingigkeit der Erkenntnisse

Der Unterschied zwischen Beobachtung und Experiment kann gar nicht scharf genug hervorgehoben
werden, seine Nichtbeachtung hat schon viele in die Irre fiihrt, so etwa den braven Ubersetzer Emil
Strauss von Galileis Dialog ins Deutsche 1890 in seiner Einleitung, der

... die falsche, ja thorichte aristotelische Behauptung ..., dafs die Fallgeschwindigkeit pro-
portional zur Schwere und umgekehrt proportional der Dichtigkeit des Mediums sei ...

als Beleg fiir die Uberlegenheit der neuzeitlichen Naturwissenschaft gegeniiber mittelalterlichen und an-
deren Denkweisen anfiihrt. Dieser Ausspruch ist ein besonders schones Beispiel fiir ein unkritisches und
geschichtsblindes Denken, das die eigene Erkenntnisform fiir die einzig mogliche und Vertreter anderer
Kulturen, die zu anderen Ergebnissen kommen, einfach nur fiir dumm oder verblendet hélt. Dabei hat
Aristoteles so Unrecht ja nicht, solange man sich auf alltdgliche Beobachtungen bezieht. Oder anders
gesagt: Galilei wire zu einem dhnlichen Ergebnis gekommen, wenn er so vorgegangen wire, wie die Le-
gende vom Schiefen Turm es erzéhlt. Galileis ganz anderes, als Fallgesetz formuliertes Ergebnis beruht
auf einer ganz anderen Methode, die u. a. gerade darin besteht, von der ,,Dichtigkeit des Mediums* zu
abstrahieren. Seine Uberpriifung im Experiment setzt voraus, dass Versuchsbedingungen hergestellt wer-
den, bei denen die Dichte vernachléssigt werden kann. Galilei selbst ist sich seines Vorgehens jedenfalls
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bewusster als sein Ubersetzer 250 Jahre spiter. Im Zusammenhang mit der Wurfbewegung!? schreibt er
(GALILEI 1638/1995, 224):

In Betreff des Widerstandes des Mediums gestehe ich zu, dass dessen storender Einfluss
bemerklicher sein wird, und wegen seiner mannigfach verschiedenen Beschaffenheit kaum
unter feste Regeln gebracht werden kann; so lange wir auch nur den Widerstand der Luft
beriicksichtigen, so wird dieser alle Bewegungen stioren, auf unendlich verschiedene Wei-
se, da unendlich verschieden Gestalt, Gewicht und Geschwindigkeit der geworfenen Korper
sich dndern konnten. Wenn z. B. die Geschwindigkeit grofer ist, so wird auch der Einfluss
der Luft wachsen, und das zwar um so mehr, je leichter die Korper sind, sodass, obwohl die
Strecken bei senkrechtem Fall sich wie die Quadrate der Zeiten verhalten sollten, dennoch
selbst die allerschwersten Korper von bedeutender Hohe herab solchen Widerstand von der
Luft erfahren, dass die Beschleunigung gdnzlich aufhort und die Bewegung eine gleichfor-
mige wird; letzteres tritt um so friiher ein, und von um so geringeren Hohen, je leichter
die Korper sind. ... Ueber alle die unendlich verschiedenen Moglichkeiten hinsichtlich der
Schwere, der Geschwindigkeit und der Gestalt kann keine Theorie gegeben werden.

Letztlich stimmt Galilei der ,,thorichten aristotelischen Behauptung® sogar zu, doch ist seine Frage-
stellung eine ganz andere. Die ,,Dichtigkeit des Mediums* ist fiir ihn nicht Untersuchungsgegenstand,
sondern ein Storfaktor, den es auszuschalten gilt. Das Interesse der neuzeitlichen Physik gilt nicht der
Vielfalt der Erscheinungen, denn dariiber ,.kann keine Theorie gegeben werden®, sondern den hinter
den Erscheinungen wirkenden Gesetzen, von denen Galilei annimmt, dass sie mathematische seien.!3
Aristoteles hat die mathematisch-experimentelle Methode nicht gekannt, mit seinen auf unmittelbarer
Beobachtung beruhenden Methoden musste er zu anderen Ergebnissen kommen.

Uns als modernen Menschen sind die grundlegenden Auffassungen und Prinzipien der neuzeitlichen
Naturwissenschaft so vertraut, dass wir ihre Ergebnisse schlicht fiir Tatsachen halten. ,,Uns entgeht die
Waghalsigkeit Galileis, mit der er beschlieB3t, die Mechanik als Zweig der Mathematik zu behandeln, also
die wirkliche Welt der tiglichen Erfahrung durch eine blo vorgestellte Welt der Geometrie zu ersetzen
(KOYRE 1998, 73), und Aussagen iiber die Natur gegen alle Empirie aus mathematischen Begriffen
wie Zeit, Raum und Bewegung abzuleiten. Die hieraus entwickelte Naturauffassung, die uns so evident
erscheint, wire in der griechischen Antike und im Mittelalter als offenkundig falsch oder gar absurd
eingestuft worden (vgl. KOYRE 1998, 70 - 87).

Es kann heutzutage natiirlich nicht darum gehen, zu ,,vormodernen Auffassungen zuriickzukehren.
Fiir das Verstindnis der modernen Welt wichtig ist aber nicht nur die Kenntnis grundlegender naturwis-
senschaftlicher Ergebnisse (gar in Form unerschiitterlicher ,,Tatsachen*), sondern ebenso die Kenntnis
und Reflexion der Methoden, mit denen sie zu Stande kommen.

1.2 Newtons Instrumente: Infinitesimalrechnung und
Differentialgleichungen

1.2.1 Das Gesetz der Verinderung als neuer mathematischer Gegenstand

Die neue Methode der Naturbetrachtung fiihrt rasch auf mathematische Probleme, die mit den bis dahin
zur Verfiigung stehenden Begriffen und Methoden nicht zu 16sen sind. An die Stelle geometrischer Ob-
jekte in bekannter Gestalt (Punkte, Geraden, Kreise, Kegelschnitte) treten beliebige Kurven, deren Form
es zu bestimmen gilt. Isaac Newton (1642 - 1727) formuliert die beiden Grundaufgaben der Infinitesi-
malrechnung direkt in der Sprache der Mechanik (PEIFFER / DAHAN-DALMEDICO, 236):

12Ein gleichformig horizontaler und zugleich gleichférmig beschleunigter Bewegung unterworfener Korper beschreibt eine
8 8 8 8 8 8 gung 14

Halbparabel. (GALILEI 1638/1995, 218)
131n dieser Hinsicht steht Galilei und mit ihm die neuzeitliche Physik Platon niher als Aristoteles, vgl. KOYRE 1998, 88 - 122.
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1. Die Ldnge der durchlaufenen Strecke sei kontinuierlich angegeben. Man soll die Ge-
schwindigkeit der Bewegung zu einem beliebigen aber festen Zeitpunkt bestimmen.

2. Die Geschwindigkeit der Bewegung sei kontinuierlich angegeben. Zu bestimmen ist die
Liinge der durchlaufenen Strecke zu einem beliebigen aber festen Zeitpunkt.

Die bis in das 19. Jahrhundert hinein gehende Entwicklung und Prizisierung der Methoden und Be-
griffe (zu denen auch der der Funktion gehort) will ich hier nicht nachvollziehen, sondern vielmehr die
Fragestellungen in moderner Darstellung erlautern.

Das erste Grundproblem lautet dann: Gegeben sei der Ort (die durchlaufene Strecke) x(7) zu jedem
Zeitpunkt . Gesucht ist die Geschwindigkeit

zu jedem Zeitpunkt 7. Nach den iiblichen physikalischen Konventionen bezeichne dabei

(L
Cdt

die Ableitung nach der Zeit. Gesucht ist also die Ableitungsfunktion einer gegebenen (differenzierba-
ren) Funktion. Fiir die tiblicher Weise betrachteten, so genannten elementaren Funktionen (Polynome,
trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktion, Logarithmus und daraus zusammengesetzte Funk-
tionen) ist dieses Problem bekanntlich durch den Differentialkalkiil seit langer Zeit vollstindig gelost
und ldsst sich heute automatisch (durch Computeralgebra-Systeme wie Mathematica oder Maple) exakt
bearbeiten.

Anders sieht es mit dem zweiten Grundproblem aus. Gegeben ist hier im einfachsten Fall die Ge-
schwindigkeit v(¢) als Funktion der Zeit 7. Gesucht ist die Linge der durchlaufenen Strecke zu jeden
Zeitpunkt, also eine Funktion x(¢) des Ortes von der Zeit, fiir die

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das nach Wahl eines beliebigen Zeit-
punkts #y dquivalent zu

(1) = x(to) + /to " u(s) ds.

Zu bestimmen ist also das Integral der gegebenen Geschwindigkeitsfunktion v(z). Dieses existiert zwar
fiir eine sehr viel grofere Klasse von Funktionen als es die Ableitung tut (etwa fiir alle stetigen Funk-
tionen), aber selbst fiir elementare Funktionen lisst es sich nur in Sonderfillen explizit angegeben (d. h.
wiederum durch elementare Funktionen ausdriicken). Fiir physikalische Zwecke kommen daher numeri-
sche Ndherungsverfahren ins Spiel, genauer gesagt Verfahren der numerischen Integration, wie z. B. die
Newton-Cotes-Formeln, die das Integral durch endlich viele Auswertungen der zu integrierenden Funk-
tion approximieren. Entsprechende Verfahren gehoren heute zu jeder numerischen Standardsoftware,
setzten aber den Moglichkeiten préiziser physikalischer Berechnungen vor der Erfindung des Computers
enge Kapazititsgrenzen.

In allgemeinerer Form, wie sie in der Mechanik die Regel ist, lautet das zweite Grundproblem: Gege-
ben ist die Geschwindigkeit v = v(¢,x) als Funktion der Zeit t und des Ortes x. Gesucht ist eine Funktion
x(t) des Ortes von der Zeit, fiir die

x(t) =v(t,x(t)) .

In dieser Form handelt es sich bei der zweiten Grundaufgabe der Infinitesimalrechnung um das Problem
der Losung oder Integration einer Differentialgleichung. Was schon fiir die Integration von Funktionen
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gesagt wurde, gilt auch hier: Erst im Computerzeitalter ist es moglich geworden, beliebige Differential-
gleichungen beliebig genau numerisch zu 16sen, was die exakte Losung in Einzelfillen allerdings nicht
ausschlief3t:

Newton legte in seinem Hauptwerk, den Principia (NEWTON 1687/1988) eine mathematisch-dedukti-
ve und vereinheitlichende Begriindung der von Johannes Kepler (1571 - 1630) entdeckten GesetzmaBig-
keiten der Himmelsbewegungen und der wesentlich auf Galilei zuriickgehenden sublunaren Physik vor!#
und machte damit aus der Mechanik ein naturwissenschaftliches und philosophisches Denkgebiude, das
erst knapp 200 Jahre spéter zu brockeln begann. Zugleich sind die Principia so etwas wie ein ,,erstes
Lehrbuch der Differentialgleichungen®, indem dort die Bewegung von Korpern auf abstrakte mathema-
tische Weise, eben in Form von Differentialgleichungen abgehandelt werden. Der verwendete Formalis-
mus und die Methoden sind allerdings noch ganz andere, als sie uns heute zur Verfiigung stehen. Newton
muss den sowohl in der Ableitung als auch im Integral steckenden Grenzwert fiir jedes einzelne Beispiel
,»heu erfinden®, ohne ihn dabei auf den Begriff zu bringen. Umso bemerkenswerter sind die Erfolge der
von ihm verwendeten Methoden, auf die hier nicht weiter eingegangen wird. Ich stelle im Folgenden
einige Beispiele der klassischen Mechanik vor, verwende dabei aber den heute gebrduchlichen formalen
Apparat. In den meisten Fillen handelt es sich dabei iibrigens nicht um Differentialgleichungen fiir die
Orts-, sondern um solche fiir die Geschwindigkeitsfunktion.

1.2.2 Gleichformig beschleunigte Bewegung

Ist v(r) die Geschwindigkeitsfunktion einer gleichférmig beschleunigten Bewegung, so darf bei gegebe-
nem Zeitintervall der Linge Az > 0 der Geschwindigkeitszuwachs v(7 + At) — v(¢) nur von Ar abhéngen:

v(t+Ar) —v(t) = f(Ar)
mit einer zundchst beliebigen reellen Funktion f. Die Existenz der gebildeten Grenzwerte vorausgesetzt,

ist dann (t 1 A1) 0 F(a0)
. v(t+At) —v(t . 1

(1) = 1 m —————~ — 1 m —
V() At1—>0 At Atl—>0 At

mit einer reellen Zahl b, der konstanten Beschleunigung. Fiir einen beliebig gew#hlten Anfangszeitpunkt
fo und zugehoriger Anfangsgeschwindigkeit v(#p) = vg ergibt sich durch Integration

t
v(t):v0+/ bds=vo+b(t—1) .
Iy

Bezeichnet x(7) den Ort der Bewegung zur Zeit ¢, so ist

und daher liefert nochmalige Integration mit dem Anfangsort x(7p) = xo

x(t) =x0+wvo (t—to)—l—g(t—to)z. (1.1)

Mit der speziellen Wahl #9 = 0, xop = 0 und vy = O ergibt sich hieraus

_b
2

x(1) ?
das Fallgesetz entsprechend der Formulierung in Satz 1.1.4.

An diesem einfachsten Beispiel einer Differentialgleichung ldsst sich hinsichtlich der addquaten Pro-
blemstellung erkennen, was fiir Differentialgleichungen allgemein gilt: Um eine eindeutige Losung zu

t

14Tn der aristotelischen Physik herrschten in den himmlischen Sphiren noch ganz andere GesetzmiBigkeiten als auf der Erde
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erhalten, ist auBer der Differentialgleichung ein Anfangswert vorzugeben, d. h. die in diesem Sinne ad-
dquate Problemstellung fiir die gesuchte Funktion v hat die Form einer Anfangswertaufgabe

\;’:b,v(l‘o):\/o.

Das Problem der Bestimmung der gesuchten Ortfunktion x ldsst sich auch als Differentialgleichung 2.
Ordnung formulieren, in der die zweite Ableitung von x auftritt, der dann aber fiir die eindeutige Losbar-
keit zwei Anfangsbedingungen zugeordnet werden miissen:

)'C':b,x(l‘o)ZX(),X(to)ZVQ.

Wie jede Differentialgleichung 2. Ordnung lédsst sich auch diese als ein System von Differentialglei-
chungen 1. Ordnung in zwei unbekannten Funktionen (x und v) formulieren, was hier der urspriinglich
gestellten Aufgabe eher entspricht:

x=v , x(to) =x0

v=>b ’ V(IO) =0

1.2.3 Im Verhiiltnis zur Geschwindigkeit gebremste Bewegung

Satz 1.2.1 (NEWTON 1687/1988, 123)
Die aufgrund des Widerstands verlorene Bewegung eines Korpers, dem im Verhiltnis der Geschwin-
digkeit Widerstand geleistet wird, verhélt sich wie die Wegstrecke, die er in seiner Bewegung zu-
riickgelegt hat.

Der kurze, biindige Beweis, den Newton hierfiir gibt, lautet: Denn weil die in einzelnen gleichen Zeitteil-
chen verlorene Bewegung wie die Geschwindigkeit ist, d. h. wie die Teilchen des zuriickgelegten Weges,
so wird, durch Aneinanderreihen, die in der ganzen Zeit verlorene Bewegung sein wie der ganze Weg.
Q.ed.

Das ,,Aneinanderreihen der Zeitteilchen* entspricht im modernen Formalismus der Integration. New-
tons Vorgehen besteht also darin, die zu Grunde liegende Differentialgleichung

v = — ¢ v (mit einer Konstanten ¢ > 0)

zu integrieren:
t

v(t) =v(ty) —c / v(s)ds=v(tg) —c (x(t) — x(t0)) ,

to

woraus sich fiir die ,,verlorene Bewegung*

v(to) —v(t) = ¢ (x(t) — x(10))
ergibt, was der Aussage des Satzes entspricht.

Satz 1.2.2 (NEWTON 1687/1988, 124)
Wenn einem Korper im Verhiltnis der Geschwindigkeit Widerstand geleistet wird und derselbe sich
allein aufgrund der eingepflanzten Kraft durch ein homogenes Medium bewegen soll, dabei aber
gleiche Zeiten genommen werden sollen, so stehen die Geschwindigkeiten an den Anfingen der
einzelnen Zeiten in geometrischer Progression, und die in den einzelnen Zeiten beschriebenen Weg-
strecken verhalten sich wie die Geschwindigkeiten.

Der von Newton gegebene Beweis ist nicht so kurz wie der von Satz 1.2.1, ich gehe daher sofort zur
modernen Darstellung iiber:
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Die gesuchte Geschwindigkeitsfunktion v geniige der Anfangswertaufgabe
v=—cv,v(0) = (1.2)

mit einer positiven Konstanten ¢ und einer Anfangsgeschwindigkeit vo > 0. Der Trick zur Losung der
Differentialgleichung besteht darin, alle Terme, in denen v vorkommt, auf die linke Seite zu bringen. Fiir
alle Zeiten ¢, fiir die v(¢) > 0, ist dann mit dem natiirlichen Logarithmus log

dt

und daher nach Integration
logv(t) —logvo=—ct.

Wendet man hierauf die (Newton noch nicht bekannte) Exponentialfunktion an, so ergibt sich die Losung
v(t)=vge . (1.3)

In Kenntnis dieser Losung von (1.2) ist deren Herleitung noch einfacher und allgemeiner (ohne die
Voraussetzung v(¢) > 0) zu haben: Fiir jede Losung von (1.2) gilt ndmlich

d ct — HCI [y =
o [e v(t)]—e W(t) +cv(t)] =0,

woraus die Konstanz des Ausdrucks in eckigen Klammern auf der linken Seite folgt, der aber fiir t = 0
den Wert vq hat. Daraus ergibt sich die bereits gefundene Losung (1.3) ohne jede Voraussetzung an das

Vorzeichen von vy und v(z).
Integriert man (1.3), so ergibt sich mit der Anfangsbedingung x(0) =0

4 v
x(t):/ v(s)ds = — (1—e ") . (1.4)
0 c
Aufgabe 1.1
Zeigen Sie, dass die Losung (1.3), (1.4) die von Newton in Satz 1.2.2 angegebenen Eigenschaften
hat.
Aufgabe 1.2

In einem Brief aus dem Jahre 1604 (zitiert in STENGERS 1998, 418) hat Galilei die Annahme ver-
treten, ,,daB der schwere Korper im natiirlichen Fall bestindig seine Geschwindigkeit vergroBert
in dem Mafle, wie die Entfernung von seinem Ausgangspunkt wichst®. Danach wire also die Ge-
schwindigkeit nicht proportional zur Zeit, sondern proportional zum zuriickgelegten Weg. Wie wiirde
unter dieser Annahme der freie Fall aus der Ruhelage aussehen? Lisst sich, ohne prizise Messungen
durchzufiihren, begriinden, warum Galilei diese Annahme wieder fallen gelassen und durch die der
gleichférmig beschleunigten Bewegung entsprechend Definition 1.1.2 ersetzt hat?

1.2.4 Beschleunigung gegen den Widerstand eines Mediums: Linearer Fall

Im Anschluss an Satz 1.2.2 betrachtet NEWTON (1687/1988, 125) die Bewegung eines Korpers, der einer
gleichformigen Schwere, also einer konstanten Beschleunigung unterliegt, dem aber zugleich durch das
Medium, in dem er sich bewegt, Widerstand im Verhdltnis seiner Geschwindigkeit geleistet wird. In
moderner Form ist also fiir die Geschwindigkeit eine Differentialgleichung

v=b—cv (1.5)

mit positiven Konstanten b und ¢ zu untersuchen. Eine spezielle Losung von (1.5) ist die konstante
Funktion

o) =2 (16)
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Aus ihr und der Kenntnis der Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung
V=—cvV (1.7)

lassen sich aber sofort alle Losungen von (1.5) bestimmen, und zwar auf Grund des folgenden, sofort
nachzurechnenden Ergebnisses:

Satz 1.2.3
v ist genau dann eine Losung von (1.5), wenn v — v eine Losung von (1.7) ist.

Nun sind aber die Losungen von (1.7) alle Funktionen a e~ ¢’ mit einer reellen Zahl a. Alle Losungen
von (1.5) sind daher von der Form

b ‘
v(it)=—+4ae ““mitacR.
c

Fiir die Losung der Anfangswertaufgabe

v=b—cv,v(0)=v (1.8)
muss
—(0) = =
vo = v(0) : +a
und daher
b
a=vyg— —
c
sein, woraus sich als eindeutige Losung von (1.8)
b b , b ‘ :
vit)==+(p——)e '=- (l—e_”)—i—voe_” (1.9)
c c c

ergibt. Wegen e < — 0 gilt v(r) — % fiir # — oo, langfristig wird die Bewegung gleichférmig.

1.2.5 Beschleunigung gegen den Widerstand eines Mediums: Quadratischer Fall

Im letzten Beispiel wurde angenommen, dass der vom Medium gegen die Bewegung geleistete Wider-
stand der Geschwindigkeit proportional sei. Zu dieser Voraussetzung bemerkt NEWTON (1687/1988,
134):

Ubrigens ist die Hypothese, daf3 der Widerstand der Korper sich wie die Geschwindigkeit
verhalte, eher eine mathematische als eine natiirliche. In Medien, die frei von aller Starr-
heit (Zdhigkeit) sind, stehen die Widerstinde der Korper im quadratischen Verhdiltnis der
Geschwindigkeiten. Denn durch die Einwirkung eines schnelleren Korpers wird derselben
Menge des Mediums in kiirzerer Zeit eine groflere Bewegung proportional zur grofieren Ge-
schwindigkeit mitgeteilt; und daher wird in gleicher Zeit, wegen der grofieren Menge des
aufgestorten Mediums, eine im quadratischen Verhdiltnis grof3ere Bewegung mitgeteilt.

Die Argumentation beruht darauf, dass die ,,Menge des aufgestorten Mediums*, der die Geschwindigkeit
v je Zeiteinheit ,,mitgeteilt” wird, wiederum zu v proportional ist. Betrachtet wird daher ein Bewegungs-
gesetz der Form

v=b—cVv*,v(0) = v

mit positiven Konstanten b und ¢ und einer beliebigen Anfangsgeschwindigkeit vy > 0. Mit

B b
V=4/—
c
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lasst es sich in die Form
v=rc (@ —v*),v(0) = (1.10)

bringen. Ist vo = ¥, so ist offenbar die konstante Funktion v = ¥ Losung von (1.10). Ist dagegen vg # v, so
besteht der Trick zur Losung der Differentialgleichung wiederum darin, alle Terme, in denen v auftritt,
auf die linke Seite zu bringen. Fiir v(¢) # v ist

v 1 n 1 Y
— = =c.
2v \v+v v—v 2 —2

Die linke Seite wurde hier (durch Partialbruchzerlegung) in eine Form gebracht, fiir die sich leicht eine
Stammfunktion angeben lasst:

d _ _ . 1 1 _
7 (log|v+v(t)| —log|v —v(t)]) = v(¢) (17+v(t) +17—v(t)) =2cV.

Unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir Logarithmus und Exponentialfunktion folgt daraus

‘j_v(t) _Aef2C\7l
v+ (1)

mit einer Konstanten A, die sich wegen der Anfangsbedingung zu

ergibt. Umstellen nach v(¢) und anschliefendes Einsetzen von A liefert als Losung von (1.10)

T4+vo— (F—vo) e 2¢"" _ ¥sinh(cvt)+vo cosh(cvt) _
= — V= 1%
Vv + (7 —vp) e 2¢! v cosh(cvt)+vo sinh(cv1)

V()

(1.11)

Auch hier gilt v(¢) — 7 fiir t — oo, die Bewegung wird gleichférmig.

1.2.6 Beschleunigung gegen den Widerstand eines Mediums: Allgemeiner Fall

Auch wenn Newton versucht, durch theoretische Uberlegungen plausibel zu machen, dass der der Be-
wegung eines Korpers vom Medium geleistete Widerstand quadratisch von seiner Geschwindigkeit ab-
hiingen muss, so lisst sich ohne empirische Uberpriifungen nicht sagen, dass wirkliche Korper sich so
verhalten. Die schwichste Annahme, die sich im Rahmen des Newton’schen Ansatzes machen ldsst, dass
namlich der Widerstand eine Funktion der Geschwindigkeit sei, besteht darin, diese Funktion f(v) als
stetig und streng monoton iiber alle Grenzen wachsend vorauszusetzen, fiir die zudem f(0) = 0. Ist b die
konstante Beschleunigung, so existiert wegen der Eigenschaften von f eine eindeutig bestimmte positive
Geschwindigkeit v mit f (V) = b, was zu dem Bewegungsgesetz

v=f(¥)—f(v),v(0) =vo mit einem vy > 0 (1.12)

fiihrt. Auch wenn sich hier, mit einer nicht ndher spezifizierten Funktion f, die Losungen nicht explizit
angeben lassen, so ist es doch moglich, ihr Verhalten qualitativ zu bestimmen (vgl. Abbildung 1.4).
Wegen

d g N L\ (e

2 (O =7)? =2 (v() = 7) ¥(1) =2 (v(1) = 7) (£(7) = f(v(1))) <O

nihert sich jede Losung v(7) mit wachsendem ¢ dem Wert v auf monotone Weise von oben oder unten.
Daher existiert lim,_, v(¢) = v;, und wegen der Monotonie von v ist dann lim,_... v(¢) = 0. Der selbe
Grenziibergang liefert dann in der Differentialgleichung (1.12)

0= fim ¥(t) = f(7) ~ lim f(v(1)) = (7) = F(v1).

woraus wegen der strengen Monotonie von f folgt, dass vi = v. Es gilt somit
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Abbildung 1.4: Beschleunigung gegen Widerstand

Satz 1.2.4
Sei v Losung von (1.12). Ist vg = ¥, so ist

v(t) =vfiraller >0.
Ist vg < ¥, so ist

v monoton wachsend, v(¢) < v fiiralles > 0, und lim v(r) =v.
[—00

Ist vo > ¥, so ist

v monoton fallend, v(z) > v fiir alle 7 > 0, und lim v(¢t) =7 .

t—o0

In jedem Fall gilt also auch hier: v(z) — v fiir t — oo, die Bewegung wird gleichformig.

1.2.7 Galileis Zeitmessungen

Wie oben zitiert, berichtet Galilei, dass er bei seinen Experimenten die Zeit gemessen habe, indem er
Wasser aus einem kleinen Loch in einem Eimer auffing und anschlieend genau wog. Die Frage ist, ob
die gewogene Wassermenge tatsdchlich proportional zur verflossenen Zeit ist. In einem zylindrischen
GefiB3 mit der Grundfliche a befinde sich unten ein kleines Loch mit dem Querschnitt . Im Gefif3
befinde sich Wasser, welches im Laufe der Zeit aus dem Loch austritt. Sei & = h(r) die Hohe des Was-
serspiegels iiber dem Loch zum Zeitpunkt # (vgl. Abbildung 1.5). Evangelista Torricelli (1608 - 1647),
ein Schiiler Galileis, fand im Jahre 1643 durch theoretische Uberlegungen, auf die hier nicht genauer
eingegangen wird, heraus,'® dass die Geschwindigkeit, mit der das Wasser aus dem Loch tritt, ebenso
grof} sein muss wie die Geschwindigkeit, die ein Gegenstand erreicht, der aus der Ruhelage um die Hohe

h frei herunterfillt, also
v=1/2gh

mit der Erdbeschleunigung g. Nun ist aber b v gerade das Wasservolumen, welches pro Zeiteinheit den
Eimer durch das Loch verlisst. Fiir das gesamte, oberhalb des Loches befindliche Wasservolumen

V=ah

15 Aus dem Energierhaltungssatz lisst sich das Ergebnis schnell herleiten: Bei einer kleinen Volumeninderung AV nimmt die
potentielle Energie um den Betrag p AV g h ab, der in den gleichen Betrag %p AV v kinetischer Energie der ausstromenden
Fliissigkeit umgesetzt wird. p bezeichne deren Dichte.
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,,,,,,,,,,,,, \/HV

Abbildung 1.5: Loch im Wassereimer

gilt daher
ah=V=—bv=—b+2gh.

Ist hg > 0 die Hohe des Wasserspiegels zum Beginn des Experiments (Zeitpunkt 0), so geniigt also / der
Anfangswertaufgabe

. b
h=—cvVh,h(0)=hy,wobeic=—+/2¢g (1.13)
a

Der Trick zur Losung dieser Differentialgleichung besteht wieder darin, alle 4 enthaltenden Terme auf die
linke Seite zu bringen und eine Stammfunktion fiir den dort entstehenden Ausdruck zu finden: Solange
h(t) > 0, gilt

<2 /(D)) = ——c,

woraus

Vi i = 5

folgt. Losung dieser Gleichung nach A(r) liefert

C
h(t) = (Vho = 5 1)?.
Diese Herleitung stand unter der Voraussetzung i(¢) > 0, was offenbar der Fall ist, solange

2
t<—+hy=:1.
C

Dagegen ist fiir die gefundene Losung A(f) = 0, d. h. zum Zeitpunkt 7 ist das Gefil leer (jedenfalls
oberhalb des Loches) und muss es dann aus physikalischen Griinden auch zukiinftig bleiben. Als Losung
von (1.13) ergibt sich daher

(Vho—$§1)* fiir 1 <2/ho
h(t) = . (1.14)
0 fir +>2/hg

Die im Zeitintervall [0,¢] mit 7 < 7 ausgelaufene Wassermenge ist nun aber proportional zu

2
ho—h(t):c\/hot—%tz
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und daher nicht proportional zu ¢. Fiir kleine Zeiten ¢ féllt allerdings die in ¢ quadratische Abweichung
von der Proportionalitét nicht ins Gewicht.

Zu beachten ist, dass es sich hier um eine Theorie des Wasseraustritts aus dem Gefifl handelt, fiir Ga-
lileis Fallversuche also eine Theorie des Messinstruments. Ob wirkliches Wasser in wirklichen Gefid3en
sich so verhilt, wire allerdings erst noch experimentell zu iiberpriifen.

1.3 Trennung von Mathematik und Physik und Verallgemeinerung ihrer
Methode

Einer auf Galilei zuriickgehenden Metapher zufolge ist Mathematik ,,die Sprache, in der das Buch der
Natur geschrieben® sei, und Newtons Hauptwerk enthilt bereits im Titel eine dhnliche Aussage. Damit
wird der Mathematik eine gewisse Eigenstindigkeit zwar nicht abgesprochen, schlieBlich lassen sich in
ein und derselben Sprache verschiedene Biicher schreiben.'® Die Neuentwicklung mathematischer Be-
griffe und Konzepte in der Geometrie und insbesondere der Analysis, bei Rechenverfahren und in der
Datenanalyse geht jedoch Hand in Hand mit den damit zu 16senden Problemen der neuen Naturwissen-
schaft. Bis ins 19. Jahrhundert hinein bilden Mathematik und Physik eine Einheit. In dieser Sicht sind
mathematische Sitze einfach wahre Aussagen iiber die Natur, und seien sie auch grofienteils nur hypo-
thetischer Art, wenn sich die Voraussetzungen im Experiment nicht so ohne weiteres herstellen lassen.

Im Laufe des 19. Jahrhunderts zerfillt diese Einheit, weil in verschiedener Hinsicht Mehrdeutigkeiten
auftreten. Zum einen entwickeln sich konsistente mathematische Theorien, die miteinander nicht verein-
bar sind und daher nicht alle zugleich wahre Aussagen iiber die Natur enthalten konnen. Zum anderen
zeigt sich, dass es verschiedene, zu einander konkurrierende mathematische Theorien zur Erklidrung der-
selben Naturvorginge geben kann, wodurch erst deutlich wird, dass die mathematische Erkldrung nicht
der Natur entspringt, sondern auch anderen Gesichtspunkten, wie etwa dem der ZweckmaBigkeit folgt.
Am Ende der davon ausgeldsten Entwicklung steht die Ablosung der Mathematik von der Physik, ein
radikal anderer mathematischer Wahrheitsbegriff und der Begriff des mathematischen Modells in seiner
modernen Gestalt.

1.3.1 Nichteuklidische Geometrie

Die um 325 vor unserer Zeitrechnung entstandenen Elemente des Euklid sind das erfolgreichste Buch der
Mathematikgeschichte, das mehr als zweitausend Jahre lang als Grundlage aller mathematischen Studien
gedient hat. Ausgehend von wenigen Axiomen (evidenten Wahrheiten) wird darin die bis dahin bekannte
Mathematik systematisch zusammengefasst und hergeleitet. Fiir die neuzeitliche Naturwissenschaft ist
die klassische euklidische Geometrie von Anfang an die adiquate Beschreibung des physikalischen Vor-
stellung des Raumes. Fiir Kant zihlt sie, ebenso wie der Begriff der Zeit, zu den Prinzipien der Vernunft,
die nicht aus der Empirie gewonnen werden, sondern umgekehrt deren systematische Wahrnehmung erst
erméglichen (KANT 1781/1787/1990, 67):

Der Raum ist eine notwendige Vorstellung a priori, die allen dufleren Anschauungen zum
Grunde liegt. Man kann sich niemals eine Vorstellung davon machen, daf} kein Raum sei, ob
man sich gleich ganz wohl denken kann, daf} keine Gegenstinde darin angetroffen werden.
Er wird also als die Bedingung der Moglichkeit der Erscheinungen, und nicht als eine von
ihnen abhdngende Bestimmung angesehen, und ist eine Vorstellung a priori, die notwendi-
gerweise dufleren Erscheinungen zum Grunde liegt.

16In den biirgerlichen Zentren, in denen im 17. Jahrhundert die Naturwissenschaft bliihte, waren mathematische Fertigkeiten
vor allem auch im Rechnungswesen gefragt.
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Geometrische Sitze sind demgemas ,,synthetische Urteile a priori“, wahre Aussagen tiber die Natur, die
sich gleichwohl unter Absehung von aller Empirie entdecken lassen, und die Geometrie ist die Wissen-
schaft von dem einen, einzigen Raum, der ohne Alternative ist. Zu Beginn des 19. Jahrhunderts kommen
daran Zweifel auf, aufgeworfen durch die Losung eines alten, den Elementen immanenten Problems: Die
ersten fiinf der euklidischen Axiome lauten (DAVIS/HERSH 1985, 224).

1. Zwischen zwei beliebigen Punkten kann eine Strecke gezogen werden.
2. Jede Strecke kann unbegrenzt gerade verldngert werden.

3. Ein Kreis kann mit jedem vorgegebenen Punkt als Mittelpunkt und jedem vorgegebenen Radius
gezogen werden.

4. Alle rechten Winkel sind gleich.

5. Wenn zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, sich mit einer anderen Geraden schneiden und wenn
die Summe der Innenwinkel auf der einen Seite weniger als diejenige von zwei rechten Winkeln aus-
macht, dann werden sich die Geraden schneiden, wenn sie auf der Seite, auf der die Winkelsumme
weniger ist als zwei rechte Winkel, ausreichend verldngert werden.

Wihrend die ersten vier Axiome einfach und evident erscheinen, ist es das fiinfte offenbar nicht. Es
ist viel komplizierter zu formulieren, und auch wenn man sich durch eine Zeichnung seiner Giiltigkeit
versichern kann, so ist diese doch von derselben Qualitét wie die vieler geometrischer Sitze, die Euklid
erst beweist. Die Frage liegt daher nahe, ob dieses Axiom sich nicht vielleicht aus den anderen herleiten
lasse. Es wird als Parallelenaxiom bezeichnet, obwohl das Wort ,,parallel* darin nicht vorkommt, und
von Euklid in der Tat erst spéter eingefiihrt wird:

Parallele Geraden sind Geraden, die in derselben Ebene liegen, unbeschdnkt in beide Rich-
tungen weitergefiihrt werden und sich weder in der einen noch in der anderen Richtung
schneiden.

Mit dieser Definition ist das fiinfte Axiom (unter Voraussetzung der ersten vier) zur folgenden Aussage
dquivalent:

6. In einer Ebene seien eine Gerade g und ein Punkt P nicht auf g gegeben. Dann gibt es genau eine
Gerade durch P, die zu g parallel ist.

was heute die gebrduchlichste Formulierung des Parallelenaxioms ist.

Bis Ende des 18. Jahrhunderts bemiihten sich Mathematiker, dieses Axiom aus den ersten vier zu
beweisen, es gelangen aber immer nur neue dquivalente Formulierungen, etwa (Legendre): Die Winkel-
summe im Dreieck betrigt zwei rechte Winkel. Ebenso wenig fiihrten Versuche eines indirekten Beweises
zum Erfolg, die Annahme der Giiltigkeit der ersten vier Axiome und der Ungiiltigkeit des fiinften zu ei-
nem Widerspruch zu bringen.

Carl Friedrich Gaul} (1777 - 1855) ist wohl der erste, dem es gelingt, unter der Annahme der ersten
vier Axiome und der Ersetzung des fiinften durch ein anderes, ndmlich

7. Zu einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden Punkt P gibt es unendlich viele Geraden
durch P, die g nicht schneiden.

eine neue Geometrie zu konstruieren, die er nichteuklidisch nennt. Gauf} selber hat in Erwartung man-
gelnder Akzeptanz seine Uberlegungen nie verdffentlicht. Sie werden allerdings in einem Briefwechsel
erwihnt (s. MEHRTENS 1990, 46). Auch den unabhingig von Gau3 und voneinander veroffentlichten
Arbeiten von Janos Bolyai (1802 - 1860) und Nikolai Iwanowitsch Lobatschewskij (1793 - 1856) bleibt
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zundchst wenig Resonanz beschieden. In der auf Gaufl/Bolyai/Lobatschwskij zuriickgehenden, heute
als hyperbolisch bezeichneten Geometrie ist die Winkelsumme im Dreieck stets kleiner als zwei rechte
Winkel.

Gaul} scheint sich des Spaltes, der sich hier zwischen Mathematik und Physik aufzutun beginnt, be-
wusst zu sein. Zumindest die Zurechnung geometrischer Konzepte zum Kant’schen Apriori ist ihm frag-
lich geworden, wenn er schreibt (zitiert nach MEHRTENS 1990, 46)

Wir miissen in Demuth zugeben, dass, wenn die Zahl bloss unseres Geistes Product ist, der
Raum auch ausser unserem Geiste eine Realitdt hat, der wir a priori unsere Gesetze nicht
vollstindig vorschreiben konnen. '’

Geodit, der er auch ist, versucht Gaull empirisch festzustellen, welche Geometrie der Realitdt am besten
angepasst ist, indem er die Winkelsumme im Dreieck ausmisst, das von drei Berggipfeln im Harz gebildet
wird. Das Ergebnis iibertrifft die zwei rechten Winkel um weniger als 15 Bogenminuten und bleibt damit
im Rahmen der Messgenauigkeit auf dem Boden der euklidischen Geometrie.

Bernhard Riemann (1826 - 1866) schlieBlich stellt in seinem berithmten Habilitationsvortrag von 1854
(veroffentlicht 1868) iiber die Hypothesen, welcher der Geometrie zu Grunde liegen eine Geometrie vor,
die elliptische, in der das fiinfte euklidische Axiom ersetzt ist durch

8. Zu einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden Punkt P gibt es keine zu g parallele Gerade
durch P, m.a.W. alle Geraden durch P schneiden g.

In dieser Geometrie ist die Winkelsumme im Dreieck grofier als zwei rechte Winkel. Auch Riemann ist
sich der Tragweite des Problems fiir das Verhiltnis von Mathematik und Erfahrung bewusst, wenn er
schreibt (zitiert nach PEIFFER / DAHAN-DALMEDICO 1994, 163)

Ich habe mir daher zundichst die Aufgabe gestellt, den Begriff einer mehrfach ausgedehnten
Grifie aus allgemeinen Griofienbegriffen zu konstruieren. Es wird daraus hervorgehen, daf3
eine mehrfach ausgedehnte Grofie verschiedener Maf3verhdltnisse fihig ist und der Raum
also nur einen besonderen Fall einer dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bildet. Hiervon
aber ist eine notwendige Folge, daf} sich die Sitze der Geometrie nicht aus allgemeinen
Groflenbegriffen ableiten lassen, sondern daf3 diejenigen Eigenschaften, durch welche sich
der Raum von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten Grofsen unterscheidet, nur aus der
Erfahrung entnommen werden konnen.

Erst jetzt dringt die Ungeheuerlichkeit ins gemeinsame mathematische Bewuftsein, die in der Existenz
konkurrierender mathematischer Theorien besteht, stellt doch diese Tatsache den Begriff der mathema-
tischen Wahrheit in Frage:

Niemand kann zwei Herren dienen. Man kann nicht der Wahrheit dienen und der Unwahr-
heit. Wenn die euklidische Geometrie wahr ist, so ist die nichteuklidische Geometrie falsch,
und wenn die nichteuklidische wahr ist, so ist die euklidische Geometrie falsch.

Gottlob Frege (1848 - 1925) hilt hier noch einmal die traditionelle Position hoch (zitiert nach MEHR-
TENS 1990, 117), bereits in Reaktion auf die sich abzeichnende Relativierung des mathematischen Wahr-
heitsbegriffs. Freges Position hitte aber zur notwendigen Folge, wie Riemann und bereits Gaufl bemerkt
haben, die Erfahrung zum Schiedsrichter iiber die Richtigkeit mathematischer Aussagen zu machen, was
nach allgemeiner Auffassung die Stringenz der mathematischen Argumentation doch stark beeintrichti-
gen wiirde.

17Das Aufkommen der nichteuklidischen Geometrie gilt in interessierten philosophischen Kreisen zuweilen als Widerlegung
von Kant. Richtig ist das allenfalls in Bezug auf die Zurechnung bestimmter geometrischer Ideen zu den Vorstellungen a
priori. Es dndert aber nichts daran, dass derartige Vorstellungen die mathematische Naturwissenschaft erst konstituieren,
sondern zeigt nur, dass ihre Inhalte geschichtlichen Veridnderungen unterworfen sind.
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1.3.2 Axiomatische Methode und Angewandte Mathematik

In seinem beriihmten, die Mathematik des 20. Jahrhunderts prigenden Vortrag Mathematische Probleme,
gehalten auf dem zweiten internationalen Mathematikerkongress, bringt David Hilbert (1862 -1943) die
sich abzeichnende radikale Abkehr von der traditionellen Auffassung auf den Punkt (vgl. MEHRTENS
1990, 108 ff). Ein Jahr zuvor hat er in seinen Grundlagen der Geometrie bereits am Beispiel vorgemacht,
was als Programm fiir die gesamte Mathematik gedacht ist (HILBERT 1899/1968, 2):

Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen

wir Punkte und bezeichnen sie mit A,B,C,...; die Dinge des zweiten Systems nennnen wir
Geraden und bezeichnen sie mit a,b,c,...; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebe-
nen und bezeichnen sie mit «,f,Y,...; .... Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in

gewissen gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie
Lliegen®, , zwischen®, , kongruent*; die genaue und fiir mathematische Zwecke vollstindi-
ge Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Axiome der Geometrie.

Die hier verwendeten Worte sind zunéchst leere Hiilsen ohne jede Bedeutung, die tatsichliche Wortwahl
ist nur ein (allerdings nicht ganz unwichtiges) Zugestiandnis an die mathematische Konvention. So et-
was wie Bedeutung erhalten die Worte erst durch die dann folgenden Axiome (z. B.: Zu zwei Punkten
A,B gibt es stets genau eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte A,B zusammengehort). Die
Axiome sind nicht wie bei Euklid evidente Wahrheiten, konnen es gar nicht sein, weil die in ihnen vor-
kommenden Worte keine eigenstidndigen Sinn haben. Es handelt sich vielmehr um Sefzungen, die die
verwendeten Worte erst in gewisser Weise definieren. Mathematische Sitze sind dann nicht mehr an sich
wahr oder falsch, sondern immer nur aus einem klar definierten Axiomensystem ableitbar oder nicht.
Aufgabe der Mathematik ist es, ableitbare Sitze abzuleiten und fiir nicht ableitbare die Unlosbarkeit des
Ableitungsproblems nachzuweisen (wie etwa beim Parallelenaxiom in Bezug auf die ersten vier eukli-
dischen Axiome geschehen). Im Jahre 1900 jedenfalls zeigt sich Hilbert von der Losbarkeit (in diesem
Sinne) aller mathematischen Probleme iiberzeugt (s. MEHRTENS 1990, 110).

In diesem Programm haben sowohl die euklidische Geometrie als auch die nichteuklidischen ih-
ren Platz in der Mathematik, sie widersprechen sich nicht einmal mehr, sondern beruhen einfach auf
verschiedenen Axiomensystemen. Insofern herrscht grenzenlose Freiheit, allerdings mit einer kleinen
Einschriankung: Jedes der untersuchten Axiomensysteme muss widerspruchsfrei sein, es darf aus ihm
nicht eine Aussage und ihr logisches Gegenteil zugleich ableitbar sein, da andernfalls (nach einem Satz
der Aussagenlogik) alle iiberhaupt formulierbaren Sétze auch ableitbar wiren. Das Problem der Wider-
spruchsfreiheit fithrt ebenso wie das der Entscheidbarkeit (ist ein bestimmter mathematischer Satz aus
einem Axiomensystem ableitbar oder nicht?) in die Abgriinde der mathematischen Logik, in die ich mich
hier nicht begeben mochte, weil es mir im vorliegenden Kontext eher um die Beziehungen zwischen der
Mathematik und anderen Wissenschaften geht. Die allerdings sind fiir die moderne Mathematik, die dem
Hilbert’schen Programm folgt, ausgesprochen schillernd:

Auf der einen Seite konstituiert Hilbert die Mathematik als eigenstandiges Fach, welches sich nicht
tiber seine Inhalte, sondern ausschlieBlich liber die Form definiert, in die diese zu bringen seien. Auch
fiir die weitere Entwicklung betont Hilbert diese Eigenstandigkeit (HILBERT 1900, 26/27):

Bei der Weiterentwicklung einer mathematischen Disziplin wird sich jedoch der menschliche
Geist, ermutigt durch das Gelingen der Losungen, seiner Selbstindigkeit bewuf3t; er schafft
aus sich selbst heraus oft ohne erkennbare dufiere Anregung, allein durch logisches Kombi-
nieren, durch Verallgemeinern, Spezialisieren, durch Trennen und Sammeln der Begriffe in
gliicklichster Weise neue und fruchtbare Probleme und tritt selbst als der eigentliche Frager
in den Vordergrund ... und so entstehen iiberhaupt fast alle feineren Fragen der modernen
Zahlen- und Funktionentheorie.
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Auf der anderen Seite erweitert das Absehen von allen konkreten Inhalten und die damit verbundene
Loslosung der Mathematik von der Physik die Anwendungsfelder. Und die Orientierung an ihnen erweist
sich mehr als je zuvor als erforderlich, soll Mathematik eine Wissenschaft bleiben und nicht zu einem rei-
nen Glasperlenspiel verkommen. Die Widerspruchsfreiheit allein gibt kein hinreichendes Kriterium fiir
eine Antwort auf die Frage, welche der unabsehbar vielen moglichen Axiomensysteme es zu behandeln
lohnt und welche nicht. Hier miissen Aspekte hinzutreten, die (zumindest im Rahmen des Hilbert’schen
Programms) auermathematischer Art sind. So nennt Hilbert selbst beispielsweise in der Einleitung sei-
ner Grundlagen der Geometrie als deren Aufgabe die logische Analyse unserer rdumlichen Anschauung,
und ohne diesen Hintergrund wiren seine darauf folgenden Abhandlungen zwar logisch und mathema-
tisch korrekt, doch vollig substanzlos.

Was schlielich die Moglichkeiten der Angewandten Mathematik, den Umfang und die Anzahl ihrer
Betitigungsfelder angeht, so gehen hier die Ansichten auseinander. Hilbert vertritt in dieser Frage, wie
es wohl oft in der Anfangseuphorie einer neuen Entwicklung passiert, einen durchaus imperialistischen
Standpunkt, wenn er im Jahre 1918 bemerkt (zitiert nach MEHRTENS 1990, 132)

Ich glaube: Alles was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens iiberhaupt sein kann,
verfdllt, sobald es zu Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen Methode und damit
unmittelbar der Mathematik. ... In dem Zeichen der axiomatischen Methode erscheint die
Mathematik berufen zu einer fiihrenden Rolle in der Wissenschafft.

und vier Jahre spiter (zitiert nach MEHRTENS 1990, 132)

Ich bemerkte einmal, dass die Frage, was angewandte Mathematik sei, mit der Gegenfra-
ge beantwortet werden konnte: Was ist nicht angewandte Mathematik? In der Tat, was wir
auch fiir Begebenheiten oder Erscheinungen in der Natur oder im praktischen Leben antref-
fen, iiberall wird der mathematische Gesinnte und Eingestellte einen mathematischen Kern
finden.

Der erste Satz impliziert, dass hier alles, was nicht mathematisierbar ist, als nicht wissenschaftlich oder
zumindest noch nicht reif zur Bildung einer Theorie deklariert wird. Nun ist der Gedanke keineswegs
neu, dass alle Dinge, die iiberhaupt menschlicher Erkenntnis zugiinglich sind, sich durch mathematische
Ableitungen erfassen lielen. Er geht bereits auf René Descartes (1596 - 1650) zuriick. Ihn ausgerechnet
im Zusammenhang mit der axiomatischen Methode wieder aufzuwirmen, ist zumindest ziemlich vor-
witzig angesichts des gerade durch die von Hilbert vollendete Entwicklung sich erstmals im vollen Ernst
stellenden Problems der Beziehungen zwischen Mathematik und Realitét. Die Frage, ob der angeblich
iiberall zu findende ,,mathematische Kern“ einen Sachverhalt angemessen beschreibt, wird hier ndmlich
einfach iibergangen.

Gerade diese Kernfrage aber nach dem Zusammenhang zwischen der nunmehr abgekoppelten Ma-
thematik und allen anderen Wissensgebieten, nach den Bedingungen der Moglichkeit, informelle Inhal-
te mathematisch zu formalisieren, ist selbst nicht mathematisierbar. Denn jeder entsprechende Versuch
miisste einen nicht formalisierten Gegenstand zunéchst einer Operation gerade der Art unterziehen, die
zu problematisieren ist.'®

1.3.3 Der Modellbegriff

Heinrich Hertz (1857 - 1894) ist dem breiteren Publikum vor allem durch seine experimentellen Studien
zu Radio- oder allgemeiner elektromagnetischen Wellen bekannt, weniger durch seine Untersuchungen,

18Dje mathematische Logik etwa zeigt in einem etwas anderen, aber dhnlich gelagerten Bereich die Vergeblichkeit eines sol-
chen Bemiihens: Als inhaltliche mathematische Theorie ist sie durchaus von Interesse, als eine ,,Metatheorie® mathemati-
schen Denkens, die sie angeblich auch sein soll, aber taugt sie nicht, weil die Frage der Interpretation, also der Beziehung
zwischen ihren formalen Zeichenketten und ,,konkreten* mathematischen Objekten (wie etwa den natiirlichen Zahlen) sich
nicht wiederum als formale Zeichenkette darstellen l4sst.
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die die gesamte theoretische Physik seiner Zeit betreffen. In den letzten drei Jahren seines Lebens kon-
zentriert er sich auf die begriffliche Uberarbeitung der Grundlagen der klassischen Mechanik. Die ein
halbes Jahr nach seinem Tod erschienene Schrift Die Prinzipien der Mechanik, in neuem Zusammen-
hange dargestellt ist der Versuch einer ,,Mechanik ohne Kraftbegriff, genauer gesagt, einer Mechanik,
in der die Kraft kein Grundbegriff, sondern aus anderen Begriffen abgeleitet ist, ndamlich der Bewegung
verborgener Massen des Athers. Die Atherhypothese ist von der modernen Physik kurz darauf verworfen
worden, dagegen gibt es dhnliche Erkdrungsmuster fiir die Bewegungen von Korpern in der allgemeinen
Relativititstheorie (durch Gravitationsfelder gekriimmter Raum).

Beriithmt geworden ist vor allem die Einleitung zu dieser Abhandlung, in der Hertz sich ein Instrumen-
tarium schafft, seinen eigenen Aufbau der Mechanik und die beiden bis dahin bekannten'® hinsichtlich
der Vor- und Nachteile gegeneinander abzuwégen. Er verwendet offenbar als Erster das Wort ,,Modell*,
das allerdings nur einmal auftritt und im alltagssprachlich-technischen Sinne als Metapher benutzt wird.
Dabei wird der Begriff des Modells im modernen Sinne aber herausgearbeitet, auch wenn andere Worte
(,,Bilder®, ,,Scheinbilder®, ,,Symbole*) verwendet werden, mit denen er die Arbeitsweise der ,,bewuliten
Naturerkenntnis* charakterisiert (HERTZ 1894/1996, 67, Hervorhebung C.P.O.):

Es ist die ndchste und in gewissem Sinne wichtigste Aufgabe unserer bewufSten Naturer-
kenntnis, daf; sie uns befihige, zukiinftige Erfahrungen vorauszusehen, um nach dieser Vor-
aussicht unser gegenwdrtiges Handeln einrichten zu konnen. Als Grundlage fiir die Losung
jener Aufgabe der Erkenntnis benutzen wir unter allen Umstdnden vorangegangene Erfah-
rungen, gewonnen durch zufillige Beobachtungen oder durch absichtlichen Versuch. Das
Verfahren aber, dessen wir uns zur Ableitung des Zukiinftigen aus dem Vergangenen und
damit zur Erlangung der erstrebten Voraussicht stets bedienen, ist dieses: Wir machen uns
innere Scheinbilder oder Symbole der dufleren Gegenstinde, und zwar machen wir sie von
solcher Art, daB3 die denknotwendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von
den naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstiande. Damit diese Forderung iiber-
haupt erfiillbar sei, miissen gewisse Ubereinstimmungen vorhanden sein zwischen der Natur
und unserem Geiste. Die Erfahrung lehrt uns, daf die Forderung erfiillbar ist und dafs also
solche Ubereinstimmungen in der Tat bestehen. Ist es uns einmal gegliickt, aus der ange-
sammelten bisherigen Erfahrung Bilder von der verlangten Beschaffenheit abzuleiten, so
konnen wir an ihnen, wie an Modellen, in kurzer Zeit die Folgen entwickeln, welche in der
dauferen Welt erst in lingerer Zeit oder als Folgen unseres eigenen Eingreifens auftreten
werden; wir vermogen so den Tatsachen vorauszueilen und konnen nach der gewonnenen
Einsicht unsere gegenwdrtigen Entschliisse richten. Die Bilder, von welchen wir reden, sind
unsere Vorstellungen von den Dingen; sie haben mit den Dingen die eine wesentliche Uber-
einstimmung, welche in der Erfiillung der genannten Forderung liegt, aber es ist fiir ihren
Zweck nicht notig, daf} sie irgend eine weitere iibereinstimmung mit den Dingen haben. In
der Tat wissen wir auch nicht, und haben auch kein Mittel zu erfahren, ob unsere Vorstellun-
gen von den Dingen mit jenen in irgend etwas anderem iibereinstimmen, als allein in eben
Jjener einen fundamentalen Beziehung

Hertz’ Sprachgebrauch markiert erkenntnistheoretisch eine Distanz zu Galilei oder Newton, die dhn-
lich grof sein diirfte wie die zwischen der modernen, axiomatischen Mathematik und der klassischen mit
ihrem absoluten Wahrheitsbegriff. Und auch hier liegt der Grund in den mit der neuzeitlichen Wissen-
schaft inzwischen gemachten Erfahrungen: Wenn die ,,Modelle* oder ,,inneren Scheinbilder von ,,der
Natur* auseinander zu fallen beginnen, dann lassen sie sich nicht mehr als naturgegeben denken, sondern

19Neben dem Newton’schen Zugang mit Kraft als Grundbegriff ist das der im Laufe des 19. Jahrhunderts aufkommende und
auf Variationsprinzipien beruhende, in dem Energie als Grundbegriff an die Stelle der Kraft tritt. Hertz versucht in seinem
Zugang, mit den (allen drei Zugidngen gemeinsamen) drei Grundbegriffen Zeit, Raum und Masse auszukommen.
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nur noch als von uns selbst hervorgebracht, als ein spezifisches Instrument, mit spezifischen Moglichkei-
ten und Grenzen.

Scheinbilder p| denknotwendige
Symbole f Folgen
b b
Gegenstande F naturnotwendige
Folgen

Abbildung 1.6: Zum Hertz’schen Modellbegriff

Die von den ,.,inneren Scheinbildern zu erfiillende Bedingung erinnert an ein kommutierendes Dia-
gramm, wie es in der modernen Algebra gebriuchlich ist (vgl. Abbildung 1.6).2° Zu erfiillen ist die
Forderung

fob=boF.

Gegenstand der Naturerkenntnis ist die (unbekannte) Abbildung F, wogegen f sich aus prinzipiell zu-
ginglichen Operationen der Mathematik und Logik zusammensetzt. Die eigentliche Modellbildung be-
steht in der Wahl der Abbildung b. Fiir die geeignete Wahl nennt Hertz drei Kriterien: Zuldssigkeit,
Richtigkeit und Zweckmdfigkeit (HERTZ 1894/1996, 67):

Eindeutig sind die Bilder, welche wir uns von den Dingen machen wollen, noch nicht be-
stimmt durch die Forderung, daf} die Folgen der Bilder wieder die Bilder der Folgen sei-
en. Verschiedene Bilder derselben Gegenstinde sind moglich und diese Bilder konnen sich
nach verschiedenen Richtungen unterscheiden. Als unzuldssig sollten wir von vornherein
solche Bilder bezeichnen, welche schon einen Widerspruch gegen die Gesetze unseres Den-
kens in sich tragen, und wir fordern also zundchst, daf3 alle Bilder logisch zuldssige oder
kurz zuldssige seien. Unrichtig nennen wir zuldssige Bilder dann, wenn ihre wesentlichen
Beziehungen den Beziehungen der dufieren Dinge widersprechen, das heifit wenn sie jener
ersten Grundforderung nicht geniigen. Wir verlangen demnach zweitens, daf3 unsere Bil-
der richtig seien. Aber zwei zuldssige und richtige Bilder derselben dufieren Gegenstinde
konnen sich noch unterscheiden nach der Zweckmdapfigkeit. Von zwei Bildern desselben Ge-
genstandes wird dasjenige das zweckmdpfigere sein, welches mehr wesentliche Beziehungen
des Gegenstandes widerspiegelt als das andere; welches, wie wir sagen wollen, das deut-
lichere ist. Bei gleicher Deutlichkeit wird von zwei Bildern dasjenige zweckmdfliger sein,
welches neben den wesentlichen Ziigen die geringere Zahl iiberfliissiger oder leerer BeZie-
hungen enthdlt, welches also das einfachere ist. Ganz werden sich leere Beziehungen nicht
vermeiden lassen, denn sie kommen den Bildern schon deshalb zu, weil es eben nur Bilder
und zwar Bilder unseres besonderen Geistes sind und also von den Eigenschaften seiner
Abbildungsweise mitbestimmt sein miissen.

20Es wiire allerdings ein Missverstindnis, hierin ein ,,mathematische Modell“ der Modellbildung zu sehen, da keine der drei
enthaltenen Abbildungen hinsichtlich ihrer realen Bedeutung prézise gefasst ist.
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Das Kriterium der Richtigkeit, also die Grundforderung, wird in der Physik, an die Hertz hier aus-
schlieBlich denkt, in der Regel durch ein Experiment iiberpriift, also durch die bewusste und theoriege-
leitete Herstellung von Versuchsbedingungen, die den Idealvorstellungen des Modells moglichst nahe
kommen und an denen sich seine Vorhersagen iiberpriifen lassen.

Die Verbreitung mathematischer Modelle in anderen Wissenschaftsbereichen bringt eine methodische
Schwierigkeit mit sich, die die Physik so nicht kennt, mit Ausnahme vielleicht in der Kosmologie: Kli-
mamodelle, Modelle von Volkswirtschaften oder komplexer biologischer Systeme etwa lassen sich nicht
experimentell tiberpriifen: Der Beobachter kann die im Modell unterstellten Idealbedingungen nicht her-
stellen, er muss das beobachtete System so nehmen, wie es ist. Hier diirfte das Hauptproblem bei der
Ubertragung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Methode auf die meisten anderen Wissensge-
biete liegen.

Dennoch gibt es weitere Anforderungen an eine saubere mathematische Modellbildung, die sich auch
auflerhalb der Physik erfiillen lassen, aber leider oft nicht erfiillt werden (HERTZ 1894/1996, 68):

Wir haben bisher die Anforderungen aufgezdhlt, welche wir an die Bilder selbst stellen; et-
was ganz anderes sind die Anforderungen, welche wir an eine wissenschaftliche Darlegung
solcher Bilder stellen. Wir verlangen von der letzteren, dafs sie uns klar zum Bewuftsein
fiihre, welche Eigenschaften den Bildern zugelegt seien um der Zuldssigkeit willen, welche
um der Richtigkeit willen, welche um der Zweckmdpfigkeit willen. Nur so gewinnen wir die
Moglichkeit an unseren Bildern zu dndern, zu bessern. Was den Bildern beigelegt wurde um
der Zweckmdpigkeit willen, ist enthalten in den Bezeichnungen, Definitionen, Abkiirzungen,
kurzum in dem, was wir nach Willkiir hinzutun oder wegnehmen konnen. Was den Bildern
zukommt um ihrer Richtigkeit willen, ist enthalten in den Erfahrungstatsachen, welche beim
Aufbau der Bilder gedient haben. Was den Bildern zukommt, damit sie zuldssig seien, ist ge-
geben durch die Eigenschaften unseres Geistes. Ob ein Bild zuldssig ist oder nicht, konnen
wir eindeutig mit ja und nein entscheiden, und zwar mit Giiltigkeit unserer Entscheidung
fiir alle Zeiten. Ob ein Bild richtig ist oder nicht, kann ebenfalls eindeutig mit ja und nein
entschieden werden, aber nur nach dem Stande unserer gegenwdrtigen Erfahrung und un-
ter Zulassung der Berufung an spditere reifere Erfahrung. Ob ein Bild zweckmdflig sei oder
nicht, dafiir gibt es iiberhaupt keine eindeutige Entscheidung, sondern es konnen Meinungs-
verschiedenheiten bestehen. Das eine Bild kann nach der einen, das andere nach der andern
Richtung Vorteile bieten, und nur durch allmdhliches Priifen vieler Bilder werden im Laufe
der Zeit schlief3lich die zweckmdfligsten gewonnen.

Es kommt also darauf an, nicht nur die in ein Modell eingehenden Annahmen deutlich herauszuarbei-
ten, sondern ebenso die Griinde fiir diese Annahmen, die sehr verschiedenartig sein kdnnen. Zu diesen
Griinden z&dhlt immer auch der Zweck des Modells: Welche Fragen soll es beantworten, welche beob-
achteten Phianomene erkliren, wovon darf im jeweiligen Zusammenhang abstrahiert werden?

1.3.4 Zur Giiltigkeit von Modellen

Die ,,Richtigkeit von Modellen im Sinne von Hertz ldsst sich nicht beweisen, sondern nur an Experi-
menten iiberpriifen und bei negativem Ausgang widerlegen. Umgekehrt folgt aus der Ubereinstimmung
mit experimentellen Beobachtungen allenfalls eine Art ,,vorldufige Richtigkeit™ bis zum Beweis des Ge-
genteils im nédchsten Experiment.

Problematisch wird die Situation dann, wenn Experimente mit dem durch das Modell beschriebenen
System nicht moéglich sind oder sich verbieten: Eine aus einem mathematischen Modell gewonnene
Aussage hat (wie jeder mathematische Satz) immer die Form: Unter den Voraussetzungen A, B, C, . .. tritt
X,Y,Z,...ein. Geraten nun die Vorhersagen X,Y,Z zu Beobachtungen in Widerspruch, so kann das u. a.
daran liegen,



28 1 Exakte Naturwissenschaft und Modellbegriff

* dass die vereinfachenden Annahmen A, B, C nur in der konkret beobachteten Situation nicht erfiillt
waren,

* dass sie von dem beschriebenen System grundsétzlich nicht erfiillt werden kénnen,

* dass schludrig gearbeitet wurde, entweder in Form von Mehrdeutigkeiten und Inkonsistenzen bei
der Interpretation (Abbildung ) oder in Form logischer oder mathematischer Fehlschliisse,

was ganz verschiedene Konsequenzen hinsichtlich der Beurteilung des Modells nach sich zieht, aber
nicht so ohne weiteres auseinander gehalten werden kann.

Logische Fehler und Inkonsistenzen konnen natiirlich auch dazu fiihren, dass Aussagen gewonnen
werden, die das Modell eigentlich gar nicht hergibt, die sich aber empirisch mehr oder weniger besté-
tigen lassen.?! Die Ubereinstimmung mit Beobachtungsdaten ist daher weder ein notwendiges noch ein
hinreichendes Kriterium fiir die Richtigkeit eines Modells, sondern nur ein Teilaspekt. BOSSEL (1992,
36) bezeichnet dieses Kriterium als empirische Giiltigkeit, nennt aber noch drei weitere Kriterien:

o Verhaltensgiiltigkeit ist ein dhnliches Kriterium, wobei allerdings von der numerischen Uberein-
stimmung mit Daten abgesehen wird. Gefragt ist nur, ob Modell und beschriebenes System ein
ghnliches qualitatives Verhalten aufweisen (z. B. Schwingungen, Periodizitéten u. a.).

o Strukturgiiltigkeit zielt auf die Entsprechung der Wirkungsstrukturen von Modell und Original.
Ein Modell ist mit Sicherheit dann nicht strukturgiiltig, wenn nur das qualitative oder quantitati-
ve Systemverhalten durch eine mathematische Struktur nachgebildet wird, ohne auf die inneren
Wirkungsmechanismen des Originals Bezug zu nehmen.

* Anwendungsgiiltigkeit fragt danach, ob das Modell seinem Zweck entspricht und Antworten auf
die gestellten Fragen gibt. Ein Modell ist mit Sicherheit dann nicht anwendungsgiiltig, wenn es
mathematisch unlésbare Probleme aufwirft und eine Simulation mit den aktuell zur Verfiigung
stehenden Mitteln nicht moglich ist.

Es diirfte im Allgemeinen schwierig sein, prizise festzustellen, dass eines dieser Kriterien erfiillt ist,
schon eher, dass es nicht erfiillt ist. Die Kriterien sind daher nur als Aspekte zu verstehen, unter denen
sich mathematische Modelle diskutieren lassen.

1.4 Vom realen Problem zum mathematischen Modell

Wie kommt man bei gegebener realer Fragestellung zu einem mathematischen Modell? Darauf gibt es
keine eindeutige Antwort, kein Rezept, das immer zum Ziel fiihrt. Das Problem ist komplex, komplexer
als die Mathematik selbst, weil die reale Fragestellung nicht schon in formalisierter Form vorliegt (sonst
brauchte man nicht mehr zu "modellieren") und daher ihre Beziehung zur Mathematik, mit der sie be-
arbeitet werden soll, selbst nicht mathematisierbar ist. Dennoch lassen sich einige Regeln angeben, die
beachtet werden sollten.

2INach meinem Eindruck scheint das ein in weiten Teilen der herrschenden Volkswirtschaftslehre beliebtes Vorgehen zu sein,
weshalb denn dort auch die Ansicht hdufig anzutreffen ist, es komme auf Erkldrungsgehalt und Begriindung der verwendeten
Modelle gar nicht an, sondern nur darauf, ob zutreffende Voraussagen moglich sind, so etwa FRIEDMAN 1953. Dann stellt
sich allerdings die Frage, warum man auf Modelle, denen gar kein Erklarungsanspruch zukommt, nicht ganz verzichtet und
sich auf die Extrapolation von Beobachtungsdaten beschrinkt.
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1.4.1 Der Modellierungsprozess

Der gemeinsame Durchschnitt der wenigen Lehrbiicher tiber Mathematische Modellbildung ist das Dia-
gramm in Abbildung 1.7, deren Ahnlichkeit zu Abbildung 1.6 vielleicht ins Auge springt, aber nicht
zur Verwirrung fiihren darf: Dort geht es um ein Kriterium fiir die Richtigkeit von Modellen, hier um
die Tatigkeiten, die auszufiithren sind, um zu einem Modell zu kommen, den Modellierungsprozess:
Ausgangspunkt ist ein reales Problem oder erkldrungsbediirftiges Phinomen, hieraus wird ein mathema-

Problem Simulation Lésung
Modellierung Interpretation
reales Uberpriifung reale
Problem / Phdnome Lésung / Beschreiburlg

Abbildung 1.7: Der Modellierungsprozess

tisches Problem entwickelt, ein Bild der Wirklichkeit, dieses wird mit mathematischen Methoden gelost,
die mathematische Losung wird hinsichtlich ihrer realen Bedeutung interpretiert und auf ihre Relevanz
fiir das reale Problem iiberpriift.

Das Schema kann den irrefiihrenden Eindruck vermitteln, es handele sich um eine Art Algorithmus,
den man nur in Gang setzen miisse, um gesicherte Erkenntnisse zu produzieren. So ist es keineswegs,
auch wenn das Schema durchaus hilfreich sein kann. Aber es bleibt ein Schema, der tatsdchliche Prozess
ist meistens komplexer, weil z. B. die Formulierung und die Losung des mathematischen Problems mit-
einander in Wechselwirkung stehen. Im Folgenden wird versucht, einige Leitlinien fiir die mathematische
Modellbildung zu formulieren:

1.4.2 Modellierungs-,,Rezepte‘¢

A. Modellentwicklung: Vom realen zum mathematischen Problem

1. Worin besteht das reale Problem? Versuche, die reale Fragestellung moglichst prizise herauszu-
arbeiten! Was ist wesentlich, was unwesentlich? Welche Ziele sollen erreicht werden? Wie genau
miissen im Rahmen dieser Ziele die Antworten sein? Oft zeigt sich, dass eine an sich als klar erschei-
nende Problemstellung alles andere als klar ist. Insbesondere in den "weichen"Wissenschaften ist die
Prizisierung der Fragen manchmal schon der wesentliche Nutzen mathematischer Modellierung.

2. GesetzmiBigkeiten: Durch welche GesetzmiBigkeiten ist das reale Problem bestimmt, und wie las-
sen sie sich in mathematischer Sprache fassen? Sofern das Problem in Zusammenhang mit einer an-
deren Wissenschaft steht, ist es in der Regel bereits ,,theoretisch vorbelastet”. Welche Vorstellungen
hat die Substanzwissenschaft von den zu Grunde liegenden GesetzméBigkeiten? Wie weit liegen sie
bereits in mathematisierter Form vor? Was ldsst sich davon nutzbar machen?

3. Ubertragen von Ansiitzen aus bekannten Modellen: Gibt es bereits mathematische Modelle fiir
dhnliche Probleme? Wurde ein Teilproblem bereits anderswo modelliert? Gibt es strukturelle Analo-
gien zu Fragestellungen aus ganz anderen Wissensbereichen? Lisst sich beispielsweise ein physikali-
sches / mechanisches Modell fiir das Problem formulieren?
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. Bendtigte und iiberfliissige Informationen: Welche Informationen (Daten) werden benotigt? Wel-

che sind vorhanden, welche davon ggf. tiberfliissig, welche miissen erst noch beschafft werden? Wie
sicher sind diese Informationen? ,,Modelliererinnen‘ sollten generell nicht davon ausgehen, dass der
~Anwender* von sich aus weil}, was wichtig ist und was nicht. Modellierungsprozesse haben manch-
mal nur die Funktion, empirische Untersuchungen anzuregen, auf die ohne den Versuch der Mathe-
matisierung aber niemand gekommen wire.

. Modellvariablen und -parameter: Durch welche Variablen soll das Modell beschrieben werden?

Welche extern vorgegebenen Parameter gehen in das Problem ein? Welche inhaltliche Bedeutung ha-
ben sie? Wie genau lassen sie sich sich bestimmen? Welche Variationsbreite haben sie? Was sind die
Maleinheiten von Variablen und Parametern? Mit den MaBeinheiten lassen sich die in das Modell
eingehenden mathematischen Terme einer ersten Konsistenzpriifung unterziehen: Ein Term beispiels-
weise, der aus einer Summe von Grof3en mit verschiedenen MaBeinheiten besteht, ist sinnlos.

. Keine Losung ohne eindeutig formuliertes Problem: Bevor mathematische Methoden angewandt

werden, muss das mathematische Problem prizise formuliert sein. Da das aus der realen Fragestellung
meist nicht eindeutig hervorgeht, sind hier Entscheidungen zu treffen, oder es konnen auch mehrere
alternative mathematische Problemformulierungen entwickelt werden, die dann aber klar voneinander
zu trennen sind. Falsch ist es und fiihrt immer zu unzuldssigen, in sich widerspriichlichen Modellen,
sich fehlender Kriterien wegen gar nicht zu entscheiden.

. So einfach wie moglich ! Vereinfache zu Beginn radikal! Komplizierter kann man ein Modell immer

noch machen. Fiir die reale Fragestellung ist das Modell nur dann von Nutzen, wenn es sich als
mathematisches Problem auch mathematisch l16sen ldsst. An dieser Stelle geht natiirlich das eigene
mathematische Vorwissen in die Modellierung ebenso ein wie die technische Moglichkeit der Losung:
Die Computerisierung etwa macht heute ganz andere Modelle sinnvoll als noch vor 40 Jahren.

. Bewusstheit des eigenen Vorgehens Gib Rechenschaft iiber die Uberlegungen, die zum Modell fiihr-

ten! Das Bewusstsein fiir die im Modell vorgenommenen Vereinfachungen und die Griinde fiir sie
(Zulassigkeit, Richtigkeit, ZweckméBigkeit) darf nicht verloren gehen, sonst ldsst sich das Modell
nicht mehr verbessern.

B. Analyse und Simulation: Vom mathematischen Problem zu seiner Losung

1. Das reale Problem nicht vergessen ! Fiir den Weg vom mathematischen Problem zu seiner Losung

stehen natiirlich alle mathematischen Werkzeuge zur Verfiigung, und es scheint sich hier um ein rein
innermathematisches Vorgehen zu handeln. Behalte trotzdem das real zu 16sende Problem in Erinne-
rung! Es kann als Leitfaden auch fiir den mathematisch zu beschreitenden Weg dienen.

. Analytische Losungen und qualitatives Modellverhalten: Lisst sich das Modellverhalten auf ana-

Iytischem Wege zumindest qualitativ bestimmen? Gibt es (im regelhaft nicht erreichbaren Idealfall)
eine geschlossene Formel fiir die Losung?

. Spezialfille und Vereinfachungen, Modellreduktion: Lisst sich eine Losung zumindest fiir speziel-

le Fille bestimmen? Gibt es einfachere, aber dhnliche Probleme (z. B. geringerer Dimension), die sich
analytisch 16sen lassen? Versuche, die Anzahl der Modellparameter reduzieren, z. B. durch passende
Wahl der MalBleinheiten und dimensionslose Schreibweise des Problems.

. Computersimulationen und Parameterstudien: Fiir Computersimulationen ist es nétig, alle Mo-

dellparameter mit numerischen Zahlenwerten zu belegen. Sofern nicht bekannt, sind diese zu variie-
ren. Das geht nicht fiir unbegrenzt viele, hier liegt die Bedeutung der vorausgegangenen Reduktion
ihrer Anzahl. Dariiber hinaus ist es vielleicht moglich, weitere Parameter auf Grund der realen Gege-
benheiten festzulegen. Welche der zu variierenden Parameter sind kritisch, d. h. von welchen hingt
das Modellverhalten sensitiv ab?

C. Interpretation und Validierung des Modells

1. Interpretierbarkeit von Ergebnissen: Lassen sich die gefunden mathematischen Ergebnisse und die

mathematischen Voraussetzungen, unter denen sie gelten, iiberhaupt real deuten? Sind Ergebnisse und
Voraussetzungen realistisch? Liegen die gefundenen Losungen im interpretierbaren Bereich, werden
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beispielsweise Bestandgrofien nicht negativ? Lisst sich das analytisch oder qua Computersimulation
gefundene Modellverhalten in der Sprache der realen Fragestellung ausdriicken?

2. Visualisierung der Ergebnisse: Bringe die Ergebnisse in eine Form, die iiberblickt und interpretiert
werden kann! Bei einem ungeordneten Haufen von auch nur 1000 Zahlen ist das unméglich. Visuali-
siere die Ergebnisse! Bediene dich dazu der Moglichkeiten moderner Computer!

3. Vergleich mit Beobachtungsdaten und Experimenten: Lassen sich die gefundenen Ergebnisse mit
Beobachtungsdaten vergleichen? Gibt das Modell Anlass zu Experimenten oder Beobachtungen, die
erst noch durchzufiihren sind? Stimmen Modellverhalten und Beobachtungsdaten iiberein, ggf. nach
Anpassung der Modellparameter? Im negativen Falle ist zu kldren, woher die Diskrepanz kommt und
was im Modell daher zu veridndern ist.

1.4.3 Simulationswerkzeuge

Mathematische Modelle sind oft aufgrund ihrer Komplexitit analytischen Methoden nur schwer zugéng-
lich. Ein wichtiger Bestandteil des Modellierungsprozesses ist daher die Auswertung eines fertigen ma-
thematischen Modells mit Hilfe von Computersimulationen. Hat man es zudem mit einer groen Daten-
menge zu tun, miissen Simulationsergebnisse oder auch Messdaten visualisiert werden.

Grundlage einer Computersimulation ist ein numerisches Verfahren oder ein Algorithmus, der das ge-
gebene mathematische Problem approximativ 16st. Sind diese Verfahren komplex und erfordern die Be-
wiltigung grofer Datenmengen, so spricht man auch vom Wissenschaftlichen Rechnen (engl.: Scientific
Computing). Hier werden numerische Algorithmen mit Hilfe hoherer Programmiersprachen (wie bei-
spielsweise C++ oder JAVA) in Computerprogramme iibersetzt und am Computer implementiert. Einge-
setzt werden hédufig auch kommerzielle Programmbibliotheken, die bereits fertige Routinen fiir einzelne
numerische Verfahren enthalten, oder fertige Simulationspakete (MATLAB, SIMULINK, MATEMA-
TICA...), die Module zu verschiedenen numerischen Verfahren und diverse Visualisierungstechniken
beinhalten.

1.4.4 Klassifikation von Modellen

Mathematische Modelle lassen sich unter verschiedenen Gesichtspunkten klassifizieren. Einer davon ist
der Gegenstandsbereich, auf den sie sich beziehen, die Klassifikation entspricht dann der der Wissen-
schaften, in denen mathematische Modelle eingesetzt werden.

Eine Klassifikation nach der eingesetzten Mathematik

Ein zweiter ist die Art der Mathematik, die in den Modellen zum Zuge kommt. RAPOPORT (1980)
unterscheidet fiir die Sozialwissenschaften

* klassische Modelle, in denen Differential- und Differenzengleichungen verwendet werden,
¢ stochastische Modelle, die wesentlich mit stochastischen Prozessen arbeiten,
o strukturelle Modelle, die u. a. diskrete Mathematik einsetzen.

Differential- und Differenzengleichungen setzen die Kenntnis bzw. Annahme von Entwicklungsgesetzen
voraus, denen die betrachteten Systeme dann auf deterministische Weise folgen. Stochastische Prozes-
se weichen die Determiniertheit der Zukunft aus den Anfangsbedingungen insofern auf, als zufillige
Einfliisse mit einbezogen werden. Strukturelle Modelle verzichten dem gegeniiber ganz auf Prognosen
und weisen ein mehr oder weniger groes Spektrum moglicher Abldufe aus oder verzichten ganz auf
Vorhersagen.

Eine differenzierte Erorterung der Klassifikation mathematischer Modelle nach der eingesetzten Ma-
thematik findet sich bei ORTLIEB / V. DRESKY / GASSER / GUNZEL (2009: 12 ft.).
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Eine Klassifikation nach dem Modellzweck

In der Literatur zur mathematischen Modellbildung auflerhalb der hard sciences hat sich eine weitere
Klassifikation von Modellen herausgebildet, die stark am Modellzweck orientiert ist, ndmlich die Unter-
scheidung von deskriptiven (beschreibenden, beobachtenden) Modellen, numerischen Simulationsmo-
dellen und konzeptionellen (analytischen, hypothetischen) Modellen (vgl. GERSHENFELD 1999, WIs-
SEL 1989).

* Deskriptive Modelle dienen der Erfassung, Aufbereitung, Komprimierung und Analyse meist gro-
Ber Datenmengen, ohne dass damit ein Erkldrungsanspruch verbunden ist. Nichtsdestoweniger
handelt es sich dabei um mathematische Modellbildung, da entschieden werden muss, welche
potentiellen Eigenschaften uniibersichtlicher Daten zum Vorschein gebracht und welche in den
Hintergrund gedridngt werden sollen.

» Simulationsmodelle sind der Versuch, einer komplexen Realitdt dadurch gerecht zu werden, dass
moglichst viele bekannte Einzelheiten erfasst werden. Ihres Umfangs wegen lassen sich diese Mo-
delle nur auf dem Computer numerisch durchrechnen. Das setzt voraus, dass jedem (bekannten
oder unbekannten) Parameter im Modell ein numerischer Wert zugewiesen sein muss. Der Zweck
dieser Modelle besteht in quantitativen Prognosen, moglicher Weise auch in der Entwicklung von
Vorschlidgen fiir Management- oder Politikmanahmen. Die ausschlieBlich numerische Simulati-
on setzt einen engen Zusammenhang zu empirisch erhobenen Daten voraus, die mangelnde oder
ungenaue Datenerfassung kann daher zu einem Problem werden. Ein Folgeproblem besteht in
der Schwierigkeit, die Auswirkungen von Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten abzusehen. Die
Komplexitit eines Simulationsmodells macht sein Systemverhalten oft undurchsichtig, zugespitzt
konnte man sagen: Das Verstindnis der komplexen Realitit wird nicht gefordert, sondern ersetzt.
Prognosen iiber den empirisch bereits erfassten Rahmen hinaus sind daher immer mit grof3er Vor-
sicht zu geniefen.

* Konzeptionelle Modelle verfahren genau umgekehrt, indem sie bewusst von starken Idealisierun-
gen ausgehen. Sie beschreiben Situationen, die es in der Realitédt so gar nicht oder nur im Ex-
tremfall gibt, etwa im Sinne von Gedankenexperimenten der klassischen Physik. Derartige Mo-
delle miissen schon deswegen mdglichst einfach gehalten werden, um einer Analyse zugénglich
zu sein. In der Regel operieren sie mit nichtnumerischen Parametern. Das Ziel dieser Modelle ist
es, die Wirkungen von einzelnen Komponenten der komplexen Realitit genauer zu bestimmen
und so Verstindnis fiir Zusammenhiinge zu erzeugen. Eine quantitative Ubereinstimmung der aus
konzeptionellen Modellen gewonnenen Vorhersagen mit Beobachtungsdaten, die nicht in einem
entsprechend angelegten Experiment gewonnen wurden, ist nicht zu erwarten.?

Eine Klassifikation nach der Art der Information iiber das modellierte System

Die Moglichkeiten, im konkreten Fall ein mathematisches Modell zu entwickeln, hingen in starkem
MaBe davon ab, welche Art von Informationen ich iiber das zu modellierende reale System habe bzw.
bekommen kann. Eine Klassifikation nach deren Genauigkeit besteht in der Unterscheidung von so ge-
nannten Black-, Grey- und White-Modellen. Dieser Sprachgebrauch lehnt sich an den Begriff der black
box an, also eines Systems, dessen Input-Output-Verhalten sich beobachten lédsst, dessen innerer Mecha-
nismus aber (noch) unbekannt ist.

22Um noch einmal auf die Volkswirtschaftslehre zuriick zu kommen: Die dort extensiv gebrauchten mathematischen Modelle
sind ihrem Ansatz nach konzeptioneller Art. Einen wie immer mit ihnen verbundenen Erkldrungsanspruch einfach fallen zu
lassen und statt dessen auf ihre Prognosefihigkeit zu setzen, ist daher ein sinnloses Unterfangen.
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* Ein Black-Modell ist ein Modell fiir eine black box. Um zu ihm zu gelangen, miissen willkiirli-
che Annahmen gemacht werden, etwa dass der Zusammenhang zwischen den eingehenden und
den ausgehenden Daten linear ist. Anschlieend kann dann versucht werden, freie Modellpara-
meter so zu wihlen, dass eine moglichsst gute Ubereinstimmung mit den Beobachtungen erzielt
wird. Beispiel: Reaktion eines durchschnittlichen Autofahrers auf bestimmte Verkehrssituationen
(Abbremsen des Fahrzeugs vor ihm, Auftauchen eines Hindernisses usw.).

Ein White-Modell ist das andere Extrem, nimlich ein Modell fiir ein System, bei dem es fiir die
Funktionsweise aller seiner Elemente bereits bewihrte mathematische Theorien gibt, die dann
,.hur* noch geeignet kombiniert werden miissen. Beispiel: Reaktion eines Autos auf bestimmten
Aktionen seines Fahrers (Lenken, Gasgeben, Bremsen).

Ein Grey-Modell liegt irgendwo dazwischen: Gewisse Elemente sind im Sinne eines White-Mo-
dells bekannt, bei anderen handelt es sich mehr oder weniger um eine black box. Beispiel: Mensch-

Maschine-Systeme Autofahrer-Auto.

Eine differenzierte Erorterung der Klassifikation mathematischer Modelle nach ihrer Durchsichtigkeit

findet sich bei ORTLIEB / V. DRESKY / GASSER / GUNZEL (2009: 8 ff.).
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2 Die Dynamik von Wachstum und Zerfall

Verdnderungen des Bestandes einer Substanz oder Population sollen in diesem Kapitel als Prototyp fiir
dynamische Prozesse dienen, fiir deren Modellierung aulerdem ein allgemeiner Rahmen vorgestellt wird.
Die Gestalt der mathematischen Modelle héngt entscheidend davon ab, durch welche mathematischen
Strukturen die Zeit und die Zustidnde des jeweils betrachteten Systems und durch welche Art von Ge-
setzmifBigkeiten ihre Verdnderungen beschrieben werden. Ich beginne mit einer Problemklasse, die trotz
ihrer Einfachheit auf ganz verschiedene Art und Weise mathematisch modelliert werden kann.

2.1 Exponentielle Zerfallsprozesse: Vier Modelltypen

Betrachtet wird eine (anorganische, organische oder lebende) Substanz, gemessen durch ihre Masse oder
Individuenanzahl, zu der nichts hinzukommt und die im Laufe der Zeit zerfillt oder abstirbt, wie es etwa
in den folgenden Beispielen der Fall ist:

(a) Béume nehmen Kohlendioxid aus der Luft auf und lagern den darin enthaltenen Kohlenstoff in
ihrem Holz an. Ein gewisser Anteil dieses Kohlenstoffs ist radioaktiv (C'"). Wird nun ein Baum
gefillt, so kommt in das Holz von aullen kein Kohlenstoff mehr hinzu, das enthaltene C zer-
fillt. Wieviel von ihm ist nach 10, 100, 1000 Jahren noch iibrig? Wei3 man das, so kann man
umgekehrt aus dem gemessenen C'4-Gehalt auf das Alter des Holzes schlieBen (C!#-Methode zur
Altersbestimmung).

(b) Ein Gewisser ist durch einen Ungliicksfall mit einer toxischen Substanz verunreinigt, die dadurch
abgebaut wird, dass stiandig frisches Wasser hinzukommt und dieselbe Menge des vorhandenen
Wassers abfliefit. Wie entwickelt sich die Konzentration des Giftes im Laufe der Zeit?

(c) In einem abgeschlossenen Habitat (z. B. einem See) wird eine Generation einer bestimmten Art
betrachtet (z. B. alle Forellen, die im Jahre 1992 ein Jahr alt waren). Eine solche Alterskohorte kann
im Laufe der Zeit natiirlich nur weniger werden. Wie entwickelt sie sich, wann ist sie vollstindig
gestorben?

(d) Fiir die Fischerei und die Festlegung von Fischfangquoten ist die Frage nicht ganz unerheblich,
welche Menge an anderen Fischen etwa ein durchschnittlicher Kabeljau in der Nordsee pro Tag
frisst. Das ldsst sich, anders als vielleicht auf dem Lande, im Meer aber nicht durch direkte Be-
obachtung feststellen. Was sich messen ldsst, ist der Mageninhalt von gefangenen Fischen. Um
hieraus auf die tigliche Menge ihrer Nahrung schlieBen zu konnen, muss die Geschwindigkeit ih-
rer Verdauung, also der Leerung ihres Magens bekannt sein. Das wiederum lisst sich auch unter
Laborbedingungen untersuchen. Wie entwickelt sich der Mageninhalt im Laufe der Zeit, wenn
keine Nahrung aufgenommen wird?

Es bezeichne im Folgenden ¢ die Zeit und x(¢) den Bestand zum Zeitpunkt 7. Die Betrachtung beginne
zum Zeitpunkt ¢ = 0, fiir den x(0) = xp. Gefragt ist nach x(¢) fiir alle 7 > 0.
2.1.1 Kontinuierliche Zustiinde, diskrete Zeit: Iterationsprozess

Sei Ar > 0 ein beliebig gewihltes Zeitintervall fester Lange. Das System werde nur zu den Zeitpunkten

t=0,Ar,2At,3A¢, ...
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betrachtet, d. h. die Zeit wird durch ganze Zahlen beschrieben. Die im Weiteren entscheidende Grund-
annahme lautet nun:

In jedem Zeitintervall der Linge Ar zerfallt bzw. stirbt ein fester Anteil

p :p(At) S [071]

des vorhandenen Bestandes, unabhéingig vom Zeitpunkt, an dem das passiert. Oder
anders formuliert: Die relative Zerfallsrate p ist konstant.

Es ist dann
x(t+A) =x(t) —px(t) = (1—p) x(t) = q x(1) (2.1)
mitg=1—p.

Aufgabe 2.1
Diskutieren Sie, fiir welche der oben aufgefiihrten Beispiele die hier gemachte Grundannahme sinn-
voll ist und fiir welche sie in welcher Weise modifiziert werden miisste.

Mit x(0) = x ergibt sich fiir die betrachteten Zeitpunkte 1 = m At aus (2.1) sofort
x(mAt) = xo ¢™ fiir alle m € IN . 2.2)

Fiir den hier betrachteten Modellansatz mit diskreter Zeit ist damit die gestellte Aufgabe geldst.

2.1.2 Kontinuierliche Zustinde, kontinuierliche Zeit: Differentialgleichung

Bei manchen realen Fragestellungen wird eine bestimmte Wahl von A¢ nahegelegt (z. B. Tag oder Jahr),
bei anderen ist dagegen jede Wahl so gut oder schlecht wie jede andere. Um fiir eine moglichst grof3e
Anzahl von Zeitpunkten Aussagen iiber x(z) zu erhalten, wird man versuchen, Ar moglichst klein zu
wihlen. Schreibt man nun (2.1) in der Form

x(t+At) —x(t) p(At)

At Y x(1)

so zeigt sich, was passiert, wenn Ar immer kleiner wird: Auf der linken Seite entsteht die Ableitung % (7).
Damit auch rechts etwas entsteht, muss

. p(Ar)
1 =
Atlino At *

existieren, was genau dann der Fall ist, wenn p(0) = 0 und p (als Funktion von Af) an der Stelle 0
differenzierbar ist. Unter diesen Annahmen ergibt sich fiir Az — 0 die Differentialgleichung

x(t)=—oax(t), (2.3)
die zusammen mit der Anfangsbedingung x(0) = x( die eindeutige Losung
x(t)=xpe ™ (2.4)

hat. Die fiir den exponentiellen Zerfall charakteristische GroB3e o heillt auch exponentielle Zerfallsrate.
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2.1.3 Zusammenhang von diskreter und kontinuierlicher Losung

Betrachtet man die Losung (2.4) fiir die speziellen Zeitpunkte m At mit m € INg und Ar > 0 fest, so ergibt
sich

x(m At) = xg e % = xq (e *AY™
Der Vergleich mit der Losung (2.2) zeigt, dass die beiden Losungen in den diskreten Zeitpunkten m At
genau dann libereinstimmen, wenn

2.1.4 Halbwertszeit

Die Geschwindigkeit der relativen Abnahme der Losung (2.4) ist durch die Konstante o gegeben: Je
grofer a, desto schneller der Zerfall. Eine andere, insbesondere beim radioaktiven Zerfall verwendete
Charakterisierung ist die Halbwertzeit, d. i. der Zeitraum, in dem sich der Bestand auf die Hilfte verrin-
gert, also die Zeit 7, fiir die

woraus sich unabhiéngig von xg
o log2 0.6931471

(04 (04

ergibt.
Im Falle von C'* betriigt die Halbwertszeit 5568 Jahre.

Aufgabe 2.2
Lebendes und frisch geschlagenes Holz hat eine C'*-Zerfallsrate von 6.68 Zerfallsakten pro Minute
und Gramm. Im Jahre 1950 wurden in der Lascaux-Hohle in Frankreich (Hohlenmalereien) Holzkoh-
le mit einer C'#-Zerfallsrate von 0.97 pro Minute und Gramm gemessen. Wann entstanden vermutlich
die Hohlenmalereien?

2.1.5 Diskrete Zustiinde, diskrete Zeit: Markov-Prozess

Die Modellansitze (2.1) und (2.3) gehen beide davon aus, dass der jeweils vorhandene Bestand als belie-
bige nichtnegative reelle Zahl ausgedriickt werden kann. Das ist aber unrealistisch, wenn er in Anzahlen
von Teilchen oder Individuen gemessen wird. In diesem Falle wird der Zustand des Systems zu jedem
Zeitpunkt durch eine nichtnegative ganze Zahl ausgedriickt. Um das auch symbolisch deutlich zu ma-
chen, bezeichne N(¢) die im System vorhandene Anzahl von Individuen oder Teilchen zum Zeitpunkt
t. N(0) = n sei vorgegeben. Sei wiederum Ar > 0 ein beliebig gewihltes Zeitintervall fester Lange. Ein
deterministisches Entwicklungsgesetz der Form

N(t+At) = f(N(1))

scheint fiir einen Zerfallsprozess nicht angemessen, da das Ergebnis eine kleinere ganze Zahl sein miiss-
te!, so dass die Substanz unabhingig von der Wahl von At spitestens nach n Schritten verschwunden
wire. Eine mogliche Losung besteht darin, das Entwicklungsgesetz als einen stochastischen Prozess auf-
zufassen: Die Teilchen zerfallen bzw. die Individuen sterben mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit. Der
oben formulierten Grundannahme, dass immer ein fester Anteil zerfillt, entspricht in diesem Rahmen
die folgende:

IN(z + Ar) = N(¢) hitte die Stabilisierung des Bestandes bei diesem Wert zur Folge.
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In jedem Zeitintervall der Linge Ar zerfillt jedes Teilchen bzw. stirbt jedes Individuum
mit einer festen Wahrscheinlichkeit

p=p(A)
unabhéngig von den anderen und unabhiingig vom aktuellen Zeitpunkt.

Unter dieser Annahme ist
: k) e i k) i
pjk:=P(N(t+At)=j|N(t)=k) = PP (1-p) = i e (2.5)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wihrend eines Zeitintervalls der Linge Ar von den k vorhandenen
Individuen k — j sterben und j tiberleben (Binomialverteilung, vgl. BARTH / HALLER 1996, S. 231).
Prognosen iiber die Entwicklung des Systems konnen jetzt nicht mehr in der Angabe von N(¢) fiir jeden
Zeitpunkt t = mAt bestehen, denn schon nach einem einzigen Zeitschritt ist es ebenso moglich, dass alle
Individuen gestorben sind, wie, dass sie alle iiberlebt haben, und alle Zustinde dazwischen natiirlich
auch. Angeben lésst sich nur die Wahrscheinlichkeit fiir die verschiedenen Zusténde. Es bezeichne

w(t) = : c R
wi(t)

ist dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der endlichen Menge {0, 1,...,n}. Offenbar ist

Mit den in (2.5) definierten Ubergangswahrscheinlichkeiten p jk dafiir, dass ein System mit k Indivi-
duen in einem Zeitschritt in ein System mit j Individuen iibergeht, ist dann

wj(H—At):Z pjk wi(t) fiir j=0,...,n (2.6)
=

oder in vektorieller Darstellung
w(t+Ar) =P w(r)

mit der (14 n,1+n)-Matrix P = (pjx), wobei pj; durch (2.5) definiert ist und p = O fiir j > k. P ist
eine stochastische Matrix, d. h. die Spalten von P sind Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der Menge
{0,1,...,n}, ihre Eintrdge sind nichtnegativ, und die Spaltensummen sind alle 1.

Aufgabe 2.3
Zeigen Sie: Mit w € R ist auch P w eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0,1,...,n}.
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Eine durch eine stochastische Matrix definierte Iteration der Form (2.6) wird Markov-Prozess genannt.
Die Losung fiir die diskreten Zeitpunkte t = mAt, m € INg lésst sich formal leicht angeben:

w(mAt) =P" w(0) fiir alle m € INg .

Die Potenzen P der stochastischen Matrix P wéren allerdings noch zu berechnen, was etwas miithsam,

(Z’)) mit

aber hier noch moglich ist. Es gilt: P™ = (p i

Py = ( ]; > q" (1—¢")"~  wobeig=1-p.

und daher fiir die Losung von (2.6)

wi(mAt) = ( " ) g (1—gm) . 2.7)

J

Dieses Ergebnis lisst sich durch elementare stochastische Uberlegungen auch direkt gewinnen, also ohne
die mithsamen und deshalb hier gar nicht durchgefiihrten Rechnungen: Fiir jeden der betrachteten Zeit-
punkte mAt ist (2.7) eine Binomialverteilung mit der Grundwahrscheinlichkeit g™ fiir das Einzelereignis.
Das aber besteht gerade darin, dass ein einzelnes Teilchen die m Zeitschritte iberlebt. Da nun aber die
n Teilchen nach Voraussetzung unabhiingig von einander zerfallen oder iiberleben, muss die Anzahl der
iiberlebenden Teilchen binomial verteilt sein, d. h. es muss sich (2.7) ergeben.

Zahlenbeispiel: Drei Fische im verschmutzten Gewisser

In einem stark verschmutzten Gewisser leben noch 3 Fische. Die Wahrscheinlichkeit fiir jeden von ih-
nen, den jeweils nidchsten Tag zu erleben, sei 4/5. Das System hat also 4 mogliche Zusténde, beschrieben
durch die Anzahl der noch lebenden Fische, und es ist p = 1/5. In Abbildung 2.1 sind die moglichen

64/125
16/25

12/125

O

Abbildung 2.1: Ein einfacher Markov-Prozess

Uberginge durch Pfeile gekennzeichnet, an denen die Ubergangswahrscheinlichkeiten eingetragen sind.
Das System befindet sich zu jedem Zeitpunkt in einem der Zustinde und bewegt sich in jedem Zeitschritt



40 2 Die Dynamik von Wachstum und Zerfall

entlang einem der Pfeile mit der an ihm eingetragenen Wahrscheinlichkeit (die Summe der Wahrschein-
lichkeiten an den von einem Zustand ausgehenden Pfeilen ist 1). Die Iteration (2.6), hier mit

S O O =
[ BN RV IENVIEN
>
N
o]

beschreibt die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitverteilung fiir den vom System eingenommen Zu-
stand.

Aufgabe 2.4
Berechnen Sie diese Entwicklung und stellen Sie sie grafisch dar.

Es ist intuitiv klar, dass das System irgendwann einmal im Zustand O landen muss. Die Frage ist, wann
das passiert, genauer: Wie grof} ist der Erwartungswert 7}, fiir die Zahl der Zeitschritte, die das im Zustand
k befindliche System benétigt, um in den Zustand 0 zu gelangen? Zwischen den Gro3en 7y besteht der
folgende Zusammenhang

n n

Th=0,Ti=Y pu(Tj+1)=), pulj+1firk#0,
j=0 j=0

den man sich folgendermafen klar macht: Befindet sich das System im Zustand k, so befindet es sich
einen Zeitschritt spéter mit Wahrscheinlichkeit p j; im Zustand j, von wo es im Mittel noch 7T} Zeitschrit-
te bis in den Zustand 0 bendtigt. Mit Wahrscheinlichkeit pj; werden also von k aus im Mittel 7; + 1
Zeitschritte in den Zustand 0 benétigt. Damit ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fiir die 7, aus
denen sie sich berechnen lassen, im hier betrachteten System rekursiv:

14 4
T]:gTO+§Tl+1:ng+lergithl:5’

was der mittleren Lebenserwartung eines einzelnen Fisches entspricht.

T = iT()—l-iTl +L6T2+1 = ETz—l—E ergithz = @ .
25 25 25 25 5 9
T = LT()—|-£T1 —l—ﬁTz—FﬁE—i—l = ﬁﬂ—l—ﬁ ergibt T3 = @ .
125 125 125 125 125 75 183
Die drei Fische sind also im Mittel nach
@ ~ 8.7
183

Tagen alle gestorben.
Eine derartige Aussage lésst sich iibrigens mit den deterministischen Modellen (2.1) oder (2.3) nicht
machen.

Die Dynamik des Erwartungswerts der Populationsgrofie

Auch ohne explizite Kenntnis der Losung von (2.6) lisst sich die im Mittel zu erwartende Populations-
grofle

x(t) = ZO jwilt)
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leicht berechnen. Aus (2.6) folgt ndmlich

n n n k

n
x(t+A) =Y jwilt+Aa)=Y jY pipw®)=Y (Y jpu) wit).
=0 =0 k= k=0 j=0

Nun ist aber
k
Y ipik=k(1-p)
j=0

gerade der Erwartungswert der hier vorliegenden Binomialverteilung (BARTH / HALLER 1996, S. 240).
Also ist

x(t+ A1) = (1= p) x(t),

x(t) folgt also der Dynamik (2.1). Im Lichte des hier untersuchten stochastischen Modells lésst sich
also sagen, dass das deterministische Modell (2.1) die Verdnderung des Erwartungswerts der Grofe der
betrachteten Substanz oder Population beschreibt.

2.1.6 Diskrete Zustinde, kontinuierliche Zeit: Kontinuierlicher Markov-Prozess

Wie beim Ubergang von (2.1) zu (2.3) wird jetzt die Abhiingigkeit des Markov-Prozesses (2.6) von At
betrachtet mit der Absicht, At beliebig klein werden zu lassen. Ich bringe dazu (2.6) in die Form

Wj(l+Al)—Wj(t) l—pjj<Al>

At At wilt)+

pjk(At)
At

wi (1), (2.8)

k=j+1

in der auf der linken Seite beim Grenziibergang Ar — 0 die Ableitung w;(¢) entsteht. Andererseits ist

pjk(At) = ( I; ) p(A)*T (1= p(ar))

mit der Wahrscheinlichkeit p(Ar), dass ein einzelnes Teilchen bzw. Individuum im Verlauf des Zeitraum
At zerfillt bzw. stirbt.
Auch hier werde angenommen, dass p(0) = 0 und p an der Stelle Ar = 0 differenzierbar ist:

p(At) = ot At +o(Ar) .

Dabei bezeichnet o(At) eine beliebige Funktion von At, fiir die

. o(Ar)
Alzn—>no At =0
Es ist dann
pjj(Atr) (1— p(At))J =1—jaAt+o(Ar)
pini(Ar) = (j+1) p(Ar)(1—p(An) = (j+1) o At +o(At)
pik(At) = o(At) firk> j+1

Einsetzen in (2.8) und der anschlieBende Grenziibergang At — 0 liefern

wi(t) = —jowi(t)+(+1) ewjp () fir j=0,...,n—1
Wwa(t) = —naw(t) (2.9)
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oder in vektorieller Schreibweise

w(t)=Aw(t)
mit der (1 +n, 1+ n)-Matrix
0 1 0 0 0
0 -1 2 0

0 0 —n+1 n
o 0 --- 0 0 —n

Die Spaltensummen von A sind alle 0, und die Aulerdiagonalelemente von A sind nichtnegativ. Eine

lineares Differentialgleichungssystem mit einer solchen Matrix wird kontinuierlicher Markov-Prozess

genannt. Ist w(0) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, 1,...,n} und w Losung eines kontinuierli-

chen Markov-Prozesses, so ist w(?) fiir alle 7 > 0 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, 1,...,n}.
Zusammen mit einer Anfangsbedingung, im hier betrachteten Fall ist das

w;j(0)=0fir j=0,...,n—1,w,(0)=1,
besitzen derartige Systeme eine eindeutig bestimmte und fiir alle # € IR definierte Losung (HEUSER 1989,
S. 462).
Drei Fische im verschmutzten Gewisser

Die oben bereits betrachtete Situation der drei Fische im verschmutzten Gewisser lisst sich im kontinu-
e - e & ° i 0
Abbildung 2.2: Kontinuierlicher Markov-Prozess

ierlichen Modell entsprechend Abbildung 2.2 darstellen. Hier gibt es nur Ubergiinge von n auf n— 1. In
“infinitesimaler Zeit” kann es keinen Sprung von 3 auf 1 geben, dazwischen liegt immer der Zustand 2.
Die Zahlenwerte an den Pfeilen in Abbildung 2.2 sind keine Wahrscheinlichkeiten, sondern haben die
Dimension ”"Wahrscheinlichkeit pro Zeit”. Sie geben an, welcher Anteil des auf dem Zustand am Anfang
eines Pfeils liegenden Gewichts pro Zeiteinheit in den Zustand am Ende des Pfeils hineinflieBt.” Das
zugehorige Differentialgleichungssystem ist durch das Diagramm (und die Forderung, dass die Spalten-
summen der Systemmatrix O sein miissen) eindeutig bestimmt und lautete hier:

Wwo = aw

w = —awi+2aw;
o = —2awy+30 w3
w3y = —30ws

Die (durch die hinzu kommende Anfangsbedingung) eindeutig bestimmte Losung lisst sich mit einem

2Entsprechende Modelle lassen sich formulieren, wenn es darum geht, Schadstofffliisse zwischen verschiedenen Komparti-
menten zu beschreiben, vgl. HEUSER 1989, S. 483 ff.
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Abbildung 2.3: Losung des kontinuierlichen Markov-Prozesses (o = 1)

Computeralgebra-System wie etwa MATHEMATICA exakt bestimmen und lautet (siche auch Abbildung
2.3)

wolt) = (1—e )

wi(t) = 3e % (1—e )2
wa(t) = 3e 2 (1—e ™)
w3 (t) — efS(xt

Die allgemeine Losung
Die hier fiir den Fall n = 3 gefundene Losung ldsst vermuten, dass allgemein

wjlt) = ( " ) eI (] — gy (2.10)
J

die gesuchte Losung von (2.9) ist.

Aufgabe 2.5
Zeigen Sie, dass das so ist, indem Sie (2.10) in (2.9) einsetzen.

Die Populationsgrofie ist also zu jedem Zeitpunkt # > 0 binomial verteilt, wobei sich mit wachsendem
t der Parameter e~ * dieser Binomialverteilung von 1 auf O verschiebt. Auch dieses Ergebnis ldsst sich
— wie oben — mit elementaren stochastischen Uberlegungen direkt gewinnen, wenn man beriicksichtigt,
dass e~ gerade die Wahrscheinlichkeit fiir einen einzelnen Fisch ist, zum Zeitpunkt # noch am Leben
Zu sein.

Zusammenhang von diskreter und kontinuierlicher Losung

Auch fiir die Losungen (2.7) und (2.10) der beiden stochastischen Modelle gilt, wie schon im determi-
nistischen Fall: Sie stimmen in den diskreten Zeitpunkten mAt genau dann iiberein, wenn

g(Ar) = 1—p(Ar) = e %



44 2 Die Dynamik von Wachstum und Zerfall

Die Dynamik des Erwartungswerts

Fiir den Erwartungswert des Bestandes
n
=Y Jiw)
j=0

ergibt sich aus (2.9)

n—1
o= Y j(—jawi+(+1) awj)—n® aw,
j:O

= Z]]-i—l Wiyl — Z/ ow;
j=0

n—1
= =) (+D)oawp
j=0
= —0x
Der Erwartungswert geniigt also der Differentialgleichung (2.3), und es ist daher

x(t)=ne *.

Dieses Ergebnis hitte sich auch direkt aus der allgemeinen Losung (2.10) und dem Satz iiber den Erwar-
tungswert der Binomialverteilung (BARTH / HALLER 1996, S. 240) ableiten lassen.

Varianz und Standardabweichung

Fiir die Varianz der binomial verteilten ZufallsgroB3e (2.10) gilt (BARTH / HALLER 1996, S. 240)

n

Var w(t) = Z{) (—x(0))?wi(t)=ne ™ (1—e ™) =x(t) (1—e ™),
=

fiir die Standardabweichung somit

= /Var w(t) = \/x(t) (1 —e%) .
o(w(t)) Vl1—e*

X (l ) X(l)
ist ein MabB fiir die mittlere relative Abweichung des Zustands vom Mittelwert, also der relativen Ab-
weichung der Losung des stochastischen Modells (2.9) von der des deterministischen Modells (2.3). Je
groBer also die Anzahl unabhédngig voneinander zerfallender Teilchen bzw. sterbender Individuen (noch)
ist, desto angemessener ist es, das einfachere deterministische Modell an Stelle des komplizierteren sto-

chastischen zu verwenden.

Die Grofe

2.1.7 Zusammenfassung

Die hier untersuchten Modelle (2.1), (2.3), (2.6) und (2.9) beschreiben Zerfalls- oder Sterbeprozesse mit
gleichartigen, unabhiingig voneinander und von der Zeit zerfallenden Teilchen bzw. sterbenden Indivi-
duen. Sie hingen eng miteinander zusammen: Die diskreten Modelle stimmen in den Zeitpunkten, fiir
die sie definiert sind, mit dem entsprechenden kontinuierlichen iiberein. Die deterministischen Modelle
beschreiben die (exponentiell fallende) Dynamik des Mittelwerts des entsprechenden stochastischen. Je
groBer der Bestand der Substanz oder Population, gemessen in der Anzahl ihrer Teilchen oder Mitglieder,
desto angemessener die Beschreibung des Zerfalls durch ein deterministisches Modell.
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Achtung: Die hier hergeleiteten Ergebnisse sind nicht prototypisch fiir beliebige dynamische Modelle.
Sie gelten einzig und allein fiir die hier betrachtete Problemklasse des exponentiellen Zerfalls. Das
betrifft sowohl den Zusammenhang zwischen deterministischen und stochastischen als auch den
zwischen diskreten und kontinuierlichen Modellen. Die Wahl der “’richtigen” Modellklasse bleibt
daher ein Problem, das im Auge zu behalten ist.

2.1.8 Methodischer Exkurs: Erzeugende Funktionen

Ist w= (w; : j € INg) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der nichtnegativen ganzen
Zahlen (also der moglichen Bestinde einer Population, gemessen in der Anzahl ihrer Mitglieder), so
heifit die durch die Potenzreihe

)i=Y w7 (2.11)
j=0

definierte Funktion die zugehorige erzeugende Funktion. Der Konvergenzradius der Potenzreihe (2.11)
ist mindestens 1, da sie fiir z = 1 konvergiert:

Ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht durch eine explizite Formel, sondern, wie in den obigen sto-
chastischen Modellen des Zerfalls, nur implizit durch eine Iterationsvorschrift oder ein System von Dif-
ferentialgleichungen angegeben, so ist es manchmal leichter, die erzeugende Funktion zu bestimmen,
als die Wahrscheinlichkeitsverteilung selbst. Kennt man aber G als Funktionsausdruck in z, so lisst sich

daraus wegen

G900
wj= j!( ) fiir alle j € INg

die Wahrscheinlichkeitsverteilung ermitteln. Und auch ohne explizite Kenntnis aller w; lassen sich cha-
rakteristische GroB3en bestimmen. So ist

“w:Zjo:
jury

der Mittelwert von w, sofern G an der Stelle 1 tatsdchlich gliedweise differenziert werden kann, was fiir
konkrete Funktionen jeweils zu iiberpriifen wére, und fiir die Varianz erhélt man

Oy = ZJ H)? Z]WJ u =
- L

Jj=

JU=1) wj+pw— iy =G"(1) + G (1)(1-G'(1)).

Zerfallsprozess in diskreter Zeit

Wie oben betrachte ich, der Einfachheit halber mit Ar = 1, eine Population von N(0) = n Individuen, von
denen jedes wihrend einer Zeiteinheit mit der Wahrscheinlichkeit p stirbt, unabhéngig von den anderen
und unabhingig vom aktuellen Zeitpunkt. Sei w;(¢) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Population
nach ¢ Zeiteinheiten aus genau j Individuen besteht. Da kein Individuum hinzukommt, ist w;(¢) =0
fiir j > n, sodass fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der Menge {0, 1,...,n}
vorliegt. Geméal (2.5) und (2.6) ist fiir alle ¢ € INg

wit+1)=Y) ( ]]‘ >pquf wy(t) fir j=0,...,n (2.12)

k=0
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mit der Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Zusammen mit der Anfangsbedingung
w;j(0)=0fir j=0,...,n—1,w,(0) =1 (2.13)

sind dann die Wahrscheinlichkeitsverteilungen w(¢) fiir alle ¢ € IN( eindeutig bestimmt.
Die zugehorigen erzeugenden Funktionen

Gipi(z) = Z wilt+1)2/ = Z Y ( I; )pk‘jqu/c(t)zj =

=0 J=0k=0
= Y w(t) (i ( ¢ )pk lq')) =
k=0 =0 \ J

= Y w) (p+92)" =Gi(p+qz)

k=0
und damit aus (2.13) iterativ
Go(z) = 7"
Gi(z) = (p+aq2)"
Giz) = (p(1+9)+4¢2)"
Gi(z) = (p(1+q+4)+q)"
—1
Gkz) = (p)Y ¢+42)"=

s=0
= (1-¢'+42)"

Aufgabe 2.6
Bestimmen Sie hieraus Mittelwert und Varianz der Wahrscheinlichkeitsverteilungen w(z).
Zerfallsprozess in kontinuierlicher Zeit

Modelliert man den Zerfallsprozess in kontinuierlicher Zeit, so ergibt sich fiir die nunmehr fiir alle reellen
t > 0 definierten Wahrscheinlichkeiten w(z) das System

Wj(l‘) = —j(XWj(l)+(j+1)(XWj+1(l‘)ﬂi1‘j:0,...,n—l
Wwa(t) = —nowy(r) (2.14)

von Differentialgleichungen (siehe (2.9)) zusammen mit der Anfangsbedingung (2.13). Die zugehorige
erzeugende Funktion
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ist auch hier fiir jedes ¢ > 0 ein Polynom in z vom Grade n. Aus (2.14) folgt

i) = ICOEE
n—1
= Z(—jwj(t)—l-(j—i-l)wj+1(t))zj—06nwn(t)zn=
=0

= —az ) jwi)d  +a Y jwin)d =
j=1 j=1
G
= o(l-2z) (T(RZ) .
Z

Zusammen mit (2.13) erhélt man also fiir G die Gleichungen
aa(:(t,z) +o(z—1) aa(;
Es handelt sich hier um eine lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung zusammen mit einer
Anfangsbedingung. Diese Aufgabe ldsst sich mit der Charakteristikenmethode 16sen, auf die ich hier nur
rudimentér, auf das spezielle Beispiel bezogen eingehe (siehe auch STRAUSS 1995, 6 - 11): Entlang jeder
Kurve (#,z(¢)) in der tz-Ebene mit einer Losung z der Differentialgleichung

t=a(z—1) (2.16)

(t,2) =0,G(0,z) =7". (2.15)

hat wegen

& 60,200) = 2 (1,200)) + 50 1200)) 0) = 20 0,2(0) + @ (26) 1) 50 (12(0)) =0

die gesuchte Funktion G einen konstanten Wert. Da die Losungen von (2.16) gerade die Funktionen der
Form
Z(t)=1+ce*
mit einem beliebigen ¢ € IR sind, heifit das, das fiir jedes c € IR
G(t,1+ce™) =const=G(0,1+c)=(1+c)" firaller >0.

Da sich nun aber alle z € IR bei gegebenem 7 in der Form z = 1 + ¢ e* ausdriicken lassen, indem nédmlich
c=(z—1) e~ ™ gewihlt wird, erhdlt man als eindeutige Losung von (2.15)

Gt,2)=(1+(z—1)e¥)'=(1—e ¥ +ze *).
Aufgabe 2.7
Bestimmen Sie hieraus Mittelwert und Varianz der Wahrscheinlichkeitsverteilungen w(z) und ver-
gleichen Sie das Ergebnis mit dem oben bereits festgestellten. Es sollte iibereinstimmen.

2.2 Exponentielle Zerfallsprozesse: Modelle und Daten

Es wird weiterhin ein exponentieller Zerfallsprozess betrachtet, in dem der Erwartungswert des Bestan-
des einem Gesetz der Form

x(t)=xpe ¥
geniigt. Die charakteristische, vom Beobachtungszeitpunkt unabhédngige Grofe eines solchen Prozesses
ist die exponetielle Zerfallsrate @ bzw. sind bei gegebenem Zeitintervall Ar die davon abhidngigen Grof3en

q=q(Ar) = e p=p(Ar) =1—g(Ar) =1 —e .
In der Regel sind nicht diese Parameter bekannt, sondern Daten in Gestalt der Grée des Bestandes fiir

endlich viele Zeitpunkte. Wie sehen die Daten aus, die von solchen Prozessen erzeugt werden, und wie
lasst sich umgekehrt aus den Daten der charakteristische Parameter eines solchen Prozesses ermitteln?
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2.2.1 Stochastische Simulationen

Auch wenn man, wie etwa beim radioaktiven Zerfall, davon ausgehen kann, dass sich der betrachtete
Zerfallsprozess der oben formulierten Grundannahme entsprechend verhélt, so ist dennoch bei kleinen
BestandsgroBen mit deutlich erkennbaren Abweichungen von dem durch (2.2) bzw. (2.4) beschriebenen
exponentiellen Zerfallsgesetz zu rechnen, wie sich bei Simulationen unter Einsatz eines Zufallsprozes-
sors zeigt.> Eine solche Simulation unter Verwendung von MATHEMATICA* ergibt etwa fiir Ny = 100

Zeitt O 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7] 8] 9|10
Bestand N | 100 | 88 | 78 | 70 | 65 | 61 | 54 | 48 | 44 | 36 | 36

Tabelle 2.1: Stochastische Simulation des exponentiellen Zerfalls mit p = 0.1

log N
4. 6e

4.4

3.8 .

3.6 o o

Abbildung 2.4: Logarithmierte Daten aus Tabelle 2.1

und p = 0.1 das in Tabelle 2.1 dargestellte Ergebnis. Im Mittel (oder bei deterministischem Zerfallsge-
setz exakt) miisste sich der Bestand in jedem Zeitschritt um 10 Prozent vermindern. Die Abweichung
vom deterministischen Zerfallsgesetz

N:N(l‘) =Ny (1 —p)t =Ny e ™
lasst sich mit bloBem Auge erkennen, wenn man dieses in logarithmierter Form als
logN =1logNy +t log(1—p) =logNo— a t

mit den entsprechend logarithmierten Daten vergleicht (vgl. Abbildung 2.4): Die Datenpunkte sollten
auf einer Geraden liegen, deren Steigung — o ist.

2.2.2 Anpassung der Modellparameter an Daten

Die umgekehrte Situation kommt hdufiger vor: Gegeben seien Messdaten eines Zerfallsprozesses etwa
in Gestalt von Tabelle 2.1 oder allgemeiner durch n + 1 Zahlenpaare

(toayo)v (t17y1)> LR (tn,yn)

3Mit den meisten Programmiersprachen lassen sich, in der Regel durch eine Funktion namens Random, sogenannte Zufalls-
zahlen erzeugen. Korrekter ist es, von Pseudo-Zufallszahlen zu sprechen, da sie im Computer immer nur durch determinis-
tische Prozesse erzeugt werden konnen. Die Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen ist ein Kapitel fiir sich, auf das hier nicht
niher eingegangen wird.

4Das MATHEMATICA-Standardpaket Statistics'Discrete Distributions enthilt die Funktion BinomialDistribution, mit der
sich binomial verteilte Zufallszahlen erzeugen lassen.
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mit den Messpunkten #g < #; < ... <t, und den Messwerten yg, y1, . .., y,. Zum Zeitpunkt #; wurde jeweils
der Bestand y; gemessen. Unterstellt man einen exponentiellen Zerfallsprozess, so sind also Ny und o zu
bestimmen, sodass

Noe ¥~y firi=0,1,...,n. (2.17)

Ist n > 2, so ist nicht zu erwarten, dass sich diese Beziehungen mit Gleichheit erfiillen lassen, da es sich
um ein iiberbestimmtes Gleichungssystem (n + 1 Gleichungen fiir die beiden Unbekannten Ny und o)
handelt. (2.17) ist daher noch kein prizise gestelltes mathematisches Problem, ein solches wire erst noch
zu formulieren. Wie immer in solchen Situationen gibt es dazu verschiedene Mdoglichkeiten.

2.2.3 Ein nichtlineares Ausgleichsproblem

Ein géngiges Verfahren zur Behandlung tiberbestimmter Gleichungssysteme besteht darin, die Quadrate
der in den Gleichungen auftretenden Fehler aufzusummieren und die Unbekannten so zu bestimmen,
dass diese Summe moglichst klein wird. Im Falle (2.17) sind also Nyp und & zu bestimmen, sodass

Y (Noe ™ —y;)* = min! (2.18)
i=0

Der Nachteil dieser Neuformulierung von (2.17) ist, dass ein nichtlineares Ausgleichsproblem, wie es in
Gestalt von (2.18) vorliegt, sich nicht so ohne Weiteres 16sen ldsst und noch nicht einmal seine eindeutige
Losbarkeit gesichert ist. ”Nichtlinear” bedeutet hier, dass die Residuen

Noe ™ —yi, ,
deren Quadrate hier aufsummiert werden, von den gesuchten Parameterwerten No und o nichtlinear
abhéngen.

2.2.4 Logarithmierte Daten: Lineares Augleichsproblem

Logarithmiert man (2.17), so ergibt sich das iiberbestimmte Gleichungssystem
logNyg — o t; = logy; firi =0,1,...,n, (2.19)

das in den Unbekannten & und log Ny linear ist. Das zugehorige lineare Ausgleichsproblem
n
Y (logNo — at; —logy;)* = min ! (2.20)
i=0

lasst sich mit Standardverfahren der numerischen Mathematik eindeutig 16sen, wie sie in jedem einschla-
gigen Lehrbuch beschrieben sind (siehe etwa OPFER 1994, S. 197 ff).’ Im Falle der Daten aus Tabelle
2.1 ergibt sich auf sechs Dezimalstellen genau

log Ny = 4.58681 und @ = 0.103101 .

Mit diesen Werten wird die Ausgleichsgerade durch die Punkte in Abbildung 2.4 bestimmt, die hier in
Abbildung 2.5 dargestellt ist. Diesem Ergebnis entspricht

No=98.1809 und p =1—e¢~% =0.0979639 .

SBei Verwendung von MATHEMATICA leistet das die eingebaute Funktion Fit.
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log N
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Abbildung 2.5: Logarithmierte Daten und Ausgleichsgerade

2.2.5 Zur Wahl des Ausgleichsproblems

Geht man, wie es im hier betrachteten Beispiel der Fall ist, davon aus, dass die linken und rechten Seiten
von (2.17) bzw. (2.19) nur wenig voneinander abweichen, so gilt fiir die Residuen von (2.19)

yi—Noe
NO et

yi—Noe
N() e i

logyi—logNo—i—ati:1ogNoil_mi =log(1+ )~
Was also in (2.20) minimiert wird, ist die Quadratsumme der relativen Fehler, also der relativen Abwei-
chungen der gemessenen Werte y; vom “wahren” Wert Ny e~ *i. Dagegen wird in (2.18) die Quadratsum-
me der absoluten Fehler minimiert.

Um einschitzen zu konnen, welcher der beiden Ansdtze angemessener erscheint, muss man sich die
Begriindung der von Carl Friedrich Gaul} eingefiihrten Fehlerquadratmethode genauer ansehen. Gauf3
ist von einer Situation ausgegangen, in der die Messwerte y; mit einem normalverteilten Messfehler
gleicher Varianz fiir alle i behaftet sind, und hat gezeigt, dass in dieser Situation die Minimierung der
Fehlerquadratsumme die beste Schitzung des Mittelwerts liefert.

Fiir die Wahl des richtigen Ansatzes sind daher Kenntnisse oder Annahmen dariiber erforderlich, wie
die Fehler, also die Abweichungen von der Gleichheit in (2.17) zu Stande kommen und in welchen Gro-
Benverhéltnissen sie zueinander stehen. Daten, die (aus messtechnischen oder anderen Griinden) ungenau
sind, wird man weniger ernst nehmen als genauere Daten, und die Fehlerquadrate mit entsprechenden
Gewichten belegen.

Kann man davon ausgehen, dass der absolute Fehler bei allen Messungen ungeféhr derselbe ist, so wird
man also Ansatz (2.18) wihlen. Ist dagegen der relative Fehler bei allen Messungen gleich einzuschitzen,

so ist Ansatz (2.20) vorzuziehen.

2.2.6 Ein Ansatz fiir kleine Bestéinde bei exakten Messungen

Die Zahlen in Tabelle 2.1 und ihre Abweichungen vom exponentiellen Zerfallsgesetz sind nicht durch
Messfehler zu Stande gekommen, sondern dadurch, dass wir es hier mit einem stochastischen Prozess
zu tun haben, der nur im Mittel dem exponentiellen Zerfallsgesetz entspricht und desto stirker davon
abweicht, je kleiner der Bestand ist. Werden zu den #quidistanten Zeitpunkten # = 0,1,...,n exakte
Messungen yg,y1,...,V, des (ganzzahligen) Bestands durchgefiihrt und entsteht der Bestand y; aus dem
Bestand y;_; durch einen binomial verteilten Zufallsprozess mit dem Parameter (der Uberlebenswahr-

scheinlichkeit)
o

g=1l—-p=e",
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S0 ist y; =~ q y;—1, und der dabei auftretende Fehler ist proportional zur Standardabweichung der Binomi-
alverteilung, also proportional zu ,/y;—;. Die gewichteten Fehler

Yi—4qYi-1
VYi—1

sind also von der gleichen Grofenordnung. Es liegt daher nahe, den unbekannten Parameter g so zu
wihlen, dass

n ( . . 2 2 n n
Vi qytfl) Vi 2
- = —2q Yi+q Yi—1
i=1 Yi—-1 i=1 Yi—1 1221 ' lzzl '
minimal wird, was fiir
q:—yl+"‘+y" unddamitp:—yo_y"
Yo+ ...+ Yn—1 Yo+ .. FYn—1

der Fall ist. Fiir die Daten aus Tabelle 2.1 ergibt sich damit

p =0.0993789 .

Achtung: Es ist im wahrsten Sinne des Wortes Zufall, dass im hier durchgerechneten Zahlenbeispiel
die zuletzt genannte Methode das bessere Ergebnis liefert: Das hat nur mit der zufillig erzeugten
Tabelle 2.1 zu tun.

Aufgabe 2.8
Fiihren Sie die Rechnungen dieses Abschnitts, einschlielich der Erzeugung zufilliger Daten, mehr-
fach durch.

Aufgabe 2.9
Beim radioktiven Zerfall werden nicht die Bestinde (Anzahl der Teilchen), sondern die in einer
gewissen Zeiteinheit zerfallenden Teilchen gemessen. Bei einer unbekannten radioaktiven Substanz
werde {iber 10 Stunden die Anzahl der in einer Stunde zerfallenden Teilchen gemessen:

Stunde 1 2 3 4 5 6 7 8 9110
Anzahl der Zerfallsakte | 109 | 84 | 75 | 58 | 34 | 38 | 26 | 18 | 28 | 21

Schitzen Sie die Halbwertszeit der Substanz.

Maximum Likelihood: Eine andere Interpretation desselben Ansatzes

Bei gegebener Zerfallswahrscheinlichkeit p € (0, 1) und, wie vorausgesetzt, voneinander unabhingigen
Zerfallsakten ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es ausgehend von yg gerade zu der Reihe yo, y1,. ..,V

von Bestinden kommt,
( Yo ) ( 1 ) ( Yn-1 > PO (1= pynrtton
Y1 2 Yn

Ein in der statistischen Datenanalyse gebriduchlicher Ansatz zur Schitzung von p besteht darin, p so
zu wihlen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das tatsdchlich beobachtete Ergebnis yg, y1,...,y, moglichst

grof} wird. Dazu ist der Ausdruck
pyofy" (1 _p)YI+~~~+Yn

zu maximieren, was gerade durch (wie oben)

_ Yo — Yn
Yo+ ...+ Yn-1

geleistet wird.
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2.3 Eindimensionale Wachstumsmodelle

Bestinde miissen nicht zerfallen, sie konnen auch grofer werden. Dafiir kann es “externe” Griinde geben,
wie etwa bei der Schadstoffmenge in einem Gewisser, wenn Bestiinde von auBlen zugefiihrt werden. Bei
lebenden Systemen (Populationen) kommen “interne” Griinde hinzu, sie wachsen “aus sich heraus”.
Davon handeln die Modelle dieses Abschnitts, wobei davon abstrahiert wird, dass auch solche Systeme
einer externen Energiezufuhr bediirfen, etwa in Form von Nahrung.

(a) Laut FISCHER-WELTALMANACH *98 kamen im Jahr 1995 in Argentinien auf je 1000 Einwohner
20 Geburten und 8 Todesfélle. Nimmt man an, dass diese Zahlen iiber Jahre hinweg konstant blei-
ben, so wichst also die Bevolkerung um 1.2 Prozent pro Jahr. Wieviele Einwohner hat Argentinien
im Jahr 2020, wenn es 1995 ca. 33 Millionen waren?

(b) Das Wachstum einer Volkswirtschaft bzw. des Bruttoinlandsprodukts (BIP) pro Kopf wird iibli-
cherweise in Prozent pro Jahr angegeben, also als relative Wachstumsrate. Bei MANKIV 1999, S.
559 findet man fiir das “reale” BIP pro Kopf in den USA die folgenden Zahlen, in Preisen von
1985: Im Jahre 1870 betrug das BIP pro Kopf 2244 $, im Jahre 1990 dagegen 18258 $. Hieraus
wird als durchschnittliche Wachstumsrate 1.76 Prozent pro Jahr errechnet.

2.3.1 Absolute, relative und exponentielle Wachstumsrate

Es bezeichne wieder x(z) den Bestand zum Zeitpunkt ¢. Unter der absoluten Wachstumsrate w wird die
Geschwindigkeit verstanden, mit der sich der Bestand veridndert, also
x(t+At) — x(t)
At '
je nachdem, ob die Zeit kontinuierlich oder in Zeitintervallen einer festen Linge Ar > 0 gemessen wird.

Die Maleinheit der absoluten Wachstumsrate ist Bestand pro Zeiteinheit. Bei Populationen ergibt sie
sich als Differenz von Geburten und Todesféllen pro Zeiteinheit. Bei der Modellentwicklung mit einem

Besand

b =30
O O

Geburtenrate Sterberate

w=X(t) oder w =

Abbildung 2.6: STELLA-Grundelement dynamischer Modelle

Programm wie STELLA stellt die Beziehung zwischen Bestand und absoluter Wachstumsrate das Grund-
element dar (Abbildung 2.6). Mit dem Diagramm ist die Gleichung

Bestand(f 4 Ar) = Bestand(¢) 4 (Geburtenrate — Sterberate) Az

fest verbunden. Fiir die Modellierung ist dann entscheidend, wie Geburten- und Sterberate ihrerseits von
anderen Modellgré8en abhingen.

Wenn in der Zeitung von einem 3.3-prozentigen Wachstum des Bruttoinlandsprodukts die Rede ist, so
handelt es sich bei p = 0.033 um die relative Wachstumsrate, die auf den vorhandenen Bestand bezogen
ist:

Ax  x(t+Ar) —x(1)
p ==,
X x(t)
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fiir die daher
x(t+Ar) =x(t) + px(t) = (1+p) x(1) .

Die relative Wachstumsrate ist eine dimensionslose Zahl, die stets von der Wahl des Zeitintervalls At
abhingt, weshalb dieses auch immer mit angegeben werden muss.
Lasst man das Zeitintervall immer kleiner werden, so heift der Grenzwert
p(Ar)

a=lim —=,
A—0 At

sofern existent, die exponentielle Wachstumsrate. Es ist dann

x d
x(t) = a x(t) oder L= g losx

Die MafBeinheit der exponentiellen Wachstumsrate ist 1/Zeiteinheit.

Achtung: In verschiedenen Texten werden die verschiedenen Wachstumsraten w, p und o manchmal
einfach als ”Wachstumsrate” bezeichnet. Beachten Sie stets, welche gemeint ist.

2.3.2 Deterministische Modelle exponentiellen Wachstums

Ist die exponentielle Wachstumsrate o bzw. (bei fest gewiéhltem Ar) die relative Wachstumsrate p eine
Konstante, so spricht man von exponentiellem Wachstum. Bei gegebenem Anfangsbestand x(0) = xo ist
dann

x(m At) = xo (14 p)™ fiir alle m € Ny (2.21)

bzw.
x(t) =xp e firaller > 0. (2.22)

Fiir die speziellen Zeitpunkte t = m At mit m € INj ergibt sich die Ubereinstimmung der beiden Losungen,
falls

14 p(Ar) = e .
Aufgabe 2.10

Losen Sie die in den oben aufgefiihrten Beispielen (mit Ar = 1 Jahr) enthaltenen Problemstellungen, in denen
offenbar exponentielles Wachstum unterstellt wird.

2.3.3 Stochastische Modelle exponentiellen Wachstums

Der Bestand einer Population werde als Anzahl der ihr angehdrenden Individuen beschrieben. Sei N(t)
die Individuenzahl zum Zeitpunkt . Das Wachstum der Population lisst sich, wie beim reinen Zerfalls-
oder Todesprozess, wieder stochastisch modellieren, ohne dass hier allerdings die Beziehung zu den
deterministischen Modellen noch so eindeutig wire wie dort: Fiir ein stochastisches Modell macht es
einen Unterschied, ob eine relative Wachstumsrate von etwa p = 0.012 pro Jahr nur durch Geburten
oder dadurch zustande kommt, dass sich eine hohere Anzahl von Geburten mit einer geringeren Anzahl
von Todesfillen iiberlagert wie etwa im oben angefiihrten Beispiel (a). Im ersteren Fall ist die Population
nach einem Jahr mit Sicherheit nicht kleiner geworden, im letzteren kann sie dagegen sogar ausgestorben
sein. Auch die Anzahl der Nachkommen je Geburt beeinflusst das Modell.

NOBAUER/TIMISCHL 1979 (S. 58 - 64) untersuchen Modelle in kontinuierlicher Zeit, bei denen jedes
Individuum in einem kleinen Zeitintervall [¢,7 4 A¢] unabhéngig von den anderen mit Wahrscheinlichkeit

o At +o(At) sich verdoppelt,
B At +o(At) stirbt,
1 — (a4 B)Ar +o(At) erhalten bleibt ohne Verdopplung.
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Diese Annahme fiihrt fiir die Wahrscheinlichkeiten w;(), dass die Population zum Zeitpunkt ¢ aus j
Individuen besteht, auf ein (unendlichdimensionales) System linearer Differentialgleichungen

wj=—(a+p)jw;j+o(j—wji—1+B(j+Dwjr (j € No).

Mit der Methode der erzeugenden Funktion lédsst sich zeigen, dass auch hier der Mittelwert
xX(1) = pyy = Y, Jwj(t) =nel®Pr
j=0

(mit der Anfangspopulation von n Individuen) dem Wachstumsgesetz des deterministischen Modells
geniigt, zu dem es dennoch einen sehr entscheidenden Unterschied gibt: Fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass die Population irgendwann ausstirbt, gilt

{ (B/a)" falls B<a

lim wy(r) =

t—o0

1 falls B> a

Differenzen ergeben sich insbesondere im Falle B = o, in dem beim deterministischen Modell die Po-
pulation die konstante Grofe n hat, wihrend sie im stochastischen Modell mit Sicherheit ausstirbt.

Es soll im folgenden ein stochastisches Modell in diskreter Zeit ¢+ € INy untersucht werden, das auf der
folgenden Grundannahme beruht:

Jedes Mitglied einer Population moge eine jede Periode 7,7 + 1] (+ ganzzahlig) unab-
hiingig von den anderen mit der Wahrscheinlichkeit g iiberleben und sich in diesem
Falle am Ende der Periode verdoppeln.

Man sollte sich vielleicht eine Bakterienkultur vorstellen, deren Mitglieder sich durch Zellteilung ver-
mehren, die in festen Zeitschritten erfolgt. Intuitiv wird man erwarten, dass sich die Population im Mittel
in jedem Zeitschritt um den Faktor 2¢q vergrofert. Das wire allerdings noch nachzuweisen.

Betrachtet man die Population zu den Zeitpunkten t =0, 1,2, ... direkt nach der Verdopplung der Uber-
lebenden, so besteht sie aus einer geraden Anzahl von Individuen, weshalb es geniigt, solche Anzahlen zu
betrachten. Es sei, mit einer beliebigen natiirlichen Zahl n, N(0) = 2n die GréBe der Anfangspopulation.
Besteht die Population zu irgendeinem Zeitpunkt aus 2k Individuen, so ist die Anzahl, die das nichs-
te Zeitintervall iiberlebt, binomial verteilt, wie oben fiir den exponentiellen Zerfallsprozess ausgefiihrt.
AnschlieBend verdoppeln sich die Uberlebenden. Daher ist

pjkizp(N(t+l):2j’N(l‘) =2k) = ( 2]]( ) qj (l_q)Zkfj

die Ubergangswahrscheinlichkeit dafiir, dass in einem Zeitschritt aus 2k vorhandenen Individuen 2 sich
entwickeln. Die Wahrscheinlichkeiten w;(t), dass zum Zeitpunkt ¢ die Population genau 2; Mitglieder
hat, ergeben sich dann aus

wilt+1) =Y, pjcwilt)
k=0
zusammen mit der Anfangsbedingung
wp(0) =1, w;(r) =0fiir j#n

auf eindeutige Weise. Die unendliche Summation stellt dabei kein Problem dar, da zu jedem Zeitpunkt
t nur endlich viele der w;(¢) von O verschieden sind, denn da sich in jedem Zeitschritt die maximal
mogliche Populationsgroe verdoppelt, ist w;(¢) = O fiir j > n 2". In Tabelle 2.2 ist fiir n =1 und ¢ = 0.6
die Entwicklung der Wahrscheinlichkeiten w;(z) fiir die ersten drei Zeitschritte erfasst. Zu erkennen ist
das Anwachsen von wy(¢) mit wachsendem 7, die Verdopplung der Anzahl der von 0 verschiedenen w;
mit jedem Zeitschritt und dass die Verteilung wy(z),...,w () offenbar ein einziges Maximum besitzt,
dass sich mit wachsendem ¢ nach hinten verschiebt.
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Bestand || r =0 | t = t=2 t=3
010 0.16 | 0.24602 | 0.29988
21 0.48 | 0.28570 | 0.18774
410 0.36 | 0.29722 | 0.22469
610 0 0.12442 | 0.14289
810 0 0.04666 | 0.08805
10 || O 0 0 0.03622
12 ]| 0 0 0 0.01556
14 ] 0 0 0 0.00418
16 || O 0 0 0.00078

Tabelle 2.2: Entwicklung der w;(z) fir g =0.6 und n =1

Aufgabe 2.11
Fiihren Sie die Berechnung der w(¢) fiir einige weitere Zeitschritte durch und iiberpriifen sie, ob die
festgestellten Beobachtungen weiterhin giiltig bleiben.

Um der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch analytisch auf die Spur zu kommen,
fithre ich wieder die erzeugende Funktionen

ein, die wegen
GO (Z) —_ Zn

und der Verdopplung des Grades in jedem Zeitschritt fiir jedes # € IN( ein Polynom vom Grade n2' ist.
Es ist dann

Gii(z) = i wi(t+1)2 = i i ( zjk ) ¢ (1=q)* T wi(t) < =

k=0 =0\ J
_ - 2k 2
= Y wi() 1=g+q2)* =G((1—-q+q2)°) .
k=0

woraus sich die G,(z) iterativ berechnen lassen: Mit

f(@):=01-q+q2)?

und der ¢-ten Iterierten f* von f (der 7-maligen Hintereinanderausfiihrung von f) ist

Gi(2) =G 1(f(2) =G 2(f* () = ... = Go(f'(2)) = f'(2)" -

Leider ldsst sich fiir f'(z) keine geschlossene Formel angeben. Trotzdem lassen sich einige relevante
Informationen aus den erzeugenden Funktionen herausholen. So gilt etwa fiir den Mittelwert x(7) :=
Hw(r):

x(t+1) =G, (1) =29 Gy(1) =2q x(1) ,
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d. h. der Mittelwert vergroBert sich in jedem Zeitschritt um den Faktor 2¢q, woraus sich wegen x(0) = n

x(t) =n(2q)'

ergibt. Auch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit des langfristigen Aussterbens der Population lésst
sich beantworten. Denn wenn auch fiir

wo(t) = Gi(0) = f'(0)"
keine geschlossene Formel angegeben werden kann, so ldsst sich doch die Konvergenz dieser Folge fiir
t — oo zeigen:
Aufgabe 2.12
Zeigen Sie, dass die Folge z; = f*(0), die definiert ist durch
20=0,z11=(1-qg+qz)* (t>0),
streng monoton wichst, und

1 —
lim z; = min {1 , (q)z}
q

—o0

Daraus folgt
(1%‘1)2" ,falls g >

D=

lim wo(¢) = min {1 , (l_q)z'l} —

[—o0 q

1 Lfalls ¢g<}

Auch im Falle g = % in dem der Mittelwert konstant gleich # ist, stirbt also die Population langfristig
mit Sicherheit aus.

Anders als beim exponentiellen Zerfall liefern hier die stochastischen Modelle qualitativ andere Er-
gebnisse als die deterministischen.

2.3.4 Die logistische Differentialgleichung

Biologische und soziale Systeme konnen in der Regel nicht unbeschriankt wachsen, wie es mit einer
konstanten relativen Wachstumsrate unterstellt wird. Um dem Rechnung zu tragen, kann man die relati-
ve bzw. exponentielle Wachstumsrate als streng monoton fallende Funktion des Bestandes ansetzen, die
jenseits einer bestimmten Kapazitidtsgrenze negativ wird. Ob das durch durch eine sinkende Geburten-
oder eine wachsende Sterberate verursacht wird, spielt zunéchst keine Rolle, jedenfalls bei deterministi-
schen Modellen. Der belgische Mathematiker Verhulst schlug 1838 vor, die exponentielle Sterberate als
lineare Funktion des Bestands x anzusetzen und nannte die entstehende Differentialgleichung der Form
X
K

logistisch. Dabei sind a und b positive Konstanten, K = a/b. Verhulsts Arbeiten dazu blieben zunéchst
weitgehend unbeachtet und wurden erst 1921 in einer Arbeit von Pearl zur ”Biologie des Todes” wieder
aufgegriffen.® Die logistische oder Pearl-Verhulst’sche Differentialgleichung (2.23) diirfte inzwischen
die am hiufigsten verwendete Gleichung der mathematische Okologie sein. Die exponentielle Zerfalls-
rate

i=ax—bx*=a(

) x (2.23)

Ot(x):a—bx:a(l—%)

als (affin) lineare Funktion von x anzusetzen, ist die einfachste Annahme, die sich in diesem Zusammen-
hang machen lésst. Ob sie auch angemessen ist, muss im konkreten Einzelfall allerdings noch untersucht
werden.

65. HEUSER 1989, 22/23. Die zwanziger Jahre des 20. Jahrhunderts gelten als “Goldenes Zeitalter der mathematischen Biolo-
gie”, in dem manches grundlegende Differentialgleichungs-Modell aus diesem Bereich entstand.
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(c) Innerspezifische Konkurrenz: Unter infra- oder innerspezifischer Konkurrenz wird in der Popu-
lationsokologie die Konkurrenz unter den Individuen einer Art verstanden, die dadurch zustande
kommt, dass sie sich knappe Ressourcen wie Nahrung oder (bei Pflanzen) Licht gegenseitig streitig
machen. Dabei erhoht sich mit wachsender Populationsdichte der Konkurrenzdruck. Bezeichnet x
die Populationsdichte, so ist (jedenfalls bei frei herumlaufenden Tieren) x> proportional zur Hiu-
figkeit des Aufeinandertreffens zweier Individuen, die sich dabei evtl. gegenseitig Nahrung weg-
nehmen. Nimmt man an, dass das zu einer entsprechenden Erhohung der Sterberate fiihrt, so ergibt
sich bei ansonsten konstanter Geburten- und “natiirlicher” Sterberate die Differentialgleichung

i=ax—bx*.

(d) Ausbreitung von Geriichten: In einer menschlichen Population von N Personen verbreite sich
ein Geriicht oder auch eine Information dadurch, dass es weitererziahlt wird. Sei x die Anzahl der
Personen, die das Geriicht bereits kennen, N — x also die Anzahl von Personen, die es noch nicht
kennen. Geht man davon aus, dass jede Person jede andere pro Zeiteinheit mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit trifft, dass diese Treffen voneinander unabhingig sind und dass bei jedem Treffen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit das Geriicht zur Sprache kommt, so ist seine Ausbreitungsge-
schwindigkeit zum Produkt x (N — x) proportional, weshalb mit einem ¢ > 0

x:cx(N—x):ax(l—%)mita:cN.

Beachten Sie die vielen einschrinkenden Voraussetzungen, insbesondere die, dass jede Person zu
jeder anderen gleichermaflen Kontakt hat.

(e) Ein Epidemie-Modell: Ersetzt man im letzten Beispiel ”Geriicht” durch ”Virusinfektion”, die sich
dadurch ausbreitet, dass ein Infizierter mit einem Gesunden in Kontakt (einer bestimmten Intensi-
tdat) kommt, so erhilt man ein Epidemie-Modell. Die Population, um deren Wachstum es hier geht,
ist die der Erkrankten oder auch, wenn man so will, die der Viren, gemessen in der Anzahl der von
ihnen befallenen Personen. Unter der weiteren Annahme, dass Erkrankte mit einer konstanten ex-
ponentiellen Rate d gesunden, dann aber sofort wieder infizierbar sind, ergibt sich fiir die Anzahl
x der infizierten Personen die Differentialgleichung

d
x:cx(N—x)—dx:ax(l—%)mita:cN—dundK:N——,
c

was (nur) im Falle d < ¢ N wieder auf eine logistische Differentialgleichung (2.23) fiihrt.
Zwei spezielle Losungen von (2.23) sind die konstanten Funktionen
x(t) =0bzw. x(t) =K firaller € R.

Solche Losungen einer Differentialgleichung, in denen sich der Zustand nicht dndert, heilen auch Gleich-
gewichtslésungen. Fiir x(¢) # 0 und x(¢) # K ist dagegen (2.23) dquivalent zu
X 1 n 1
x(1-%) ‘x K-

d
‘= — (1 —log|K —
)i = 4 (log x| ~ log |K 1)

und das wiederum (nach Integration) zu

at+ const =log|x| —log|K — x| = log

X
K—x|’



58 2 Die Dynamik von Wachstum und Zerfall

Bildet man links und rechts die Exponentialfunktion, so ergibt sich wiederum &dquivalent, mit einer reel-
len Konstanten C # 0, die Gleichung

X
C at —
¢ K—x
die sich nunmehr nach x = x(¢) auflosen lidsst zu
KCe"
t)=——.
*(1) 14C e
Fiir die spezielle Losung von (2.23), die der Anfagnsbedingung x(0) = xo mit einem x > 0 geniigt, ist
KC
Xo = s und daher C = K)ﬁ)xo
zu wihlen, woraus sich
K X0 e K X0

x(t)

als die eindeutige Losung von (2.23) mit x(0) = xo ergibt, was im Ubrigen in dieser Form auch in den
Fillen xo = 0 und xg = K richtig ist, in denen sich die entsprechenden Gleichgewichtslosungen ergeben.

_ — 2.24
K—xo+xpe? xo+(K—xp)e ( )

2K

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — at
1 2 3 4 5 6

Abbildung 2.7: Losungen (2.24) fiir xo = 0.05K, xo = K und xo = 2K

Fiir 0 < xop < K hat x(¢) einen ’S-féormigen” Verlauf. Dieser Fall liegt vor, wenn eine Population sich
in einer Umwelt befindet, in der sie noch wachsen kann. Wihrend die exponentielle Wachstumsrate mit
wachsendem x linear fillt, erreicht die absolute Wachstumsrate fiir x = K /2 ihr Maximum, weshalb x()
dort einen Wendepunkt hat. Mit weiter wachsendem Bestand néhert sich dieser dann asymptotisch der
Kapazitit K.

Im Falle xp > K sinkt dagegen der Bestand mit stéindig fallender Geschwindigkeit und nihert sich
von oben der Kapazitit K. Dieser Fall entspricht der Situation, dass sich eine Population einer plétzlich
gefallenen Kapazitit ihres Habitats gegeniiber sieht. Interessant ist, dass dieser Zweig der Losungen
(2.24) nicht fiir beliebig kleine ¢ definiert ist: Die Losung hat bei

1 X0 — K

t~ =—log
a X0
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einen Pol, sie ist daher nur fiir # € (17, 00) definiert. Das ldsst sich so interpretieren, dass vor dem Zeit-
punkt 1~ das Wachstum nicht der Gleichung (2.23) gefolgt sein kann (etwa weil davor das Habitat eine
hohere Kapazitit hatte).
Allen Losungen (2.24) mit xo > 0 gemeinsam ist, dass sie fiir alle Zeiten ¢ > 0 definiert sind und
lim x(t) =K,

t—o0

wobei dieser Grenzwert streng monoton (fallend oder wachsend) erreicht wird.

Zusammenfassung : Eine Population, deren Wachstum der logistischen Differentialgleichung (2.23)
geniigt, nimmt langfristig einen konstanten Wert in Hohe der Kapazitit K des Habitats an.

Aufgabe 2.13
Fiir das Epidemiemodell (c) bedeutet das, dass langfristig ein konstanter Anteil der Bevolkerung
erkrankt ist, wobei die betroffenen Individuen wechseln. Untersuchen Sie, wovon (im Modell) dieser
Anteil abhingt und durch welche Mallnahmen er sich verringern lésst.

2.3.5 Logistisches Wachstum in diskreter Zeit

Das einfachste numerische Verfahren zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen (genauer: An-
fangswertaufgaben), ist das explizite Eulerverfahren, welches fiir die logistische Differentialgleichung
(2.23) die Iterationsvorschrift
x(r)
x(t+Ar) =x(t)+Arax(t) (1 - 7) (2.25)
liefert mit einem fest gewdhlten Ar > 0. Das Verfahren besteht darin, dass die Geschwindigkeit des
Wachstums (die absolute Wachstumsrate) wihrend des Zeitintervalls 7,7 + Ar] konstant gleich dem Wert
gesetzt wird, der sich zum Zeitpunkt 7 aus dem Bestand x(¢) errechnen ldsst. Geometrisch bedeutet das,
dass die Losungskurve durch ein Geradenstiick ersetzt wird, ndmlich ihre Tangente im aktuellen Punkt,
fortgeschrieben fiir ein Zeitintervall der Linge Ar. Die S-formige Losungskurve zwischen 0 und K (s.
Abbildung 2.7) wird damit in ihrem unteren Teil unter-, in ihrem oberen Teil iiberschétzt.
Simulationsprogramme wie STELLA arbeiten mit diesem Verfahren, ohne dass der Benutzer das expli-
zit sagen muss. Er muss selbst nur dafiir sorgen, dass Az hinreichend” klein gewihlt wird, um die Losung
der Differentialgleichung gut zu approximieren. In dieser Sicht ist (2.23) das “eigentliche” Modell und
(2.25) seine mehr oder weniger mit Fehlern behaftete Approximation.
Man kann (2.25) aber auch als ein Modell ’eigenen Rechts” ansehen, insbesondere nédmlich bei Ver-
mehrungsvorgingen, in denen es problematisch erscheint, die Zeit kontinuierlich zu wiéhlen, wie das bei
Population mit nicht iiberlappenden Generationen der Fall ist.

(f) Viele Arthropoden (Gliederfiier, zu denen u. a. Spinnen und Insekten gehoren), bilden eine kurz-
lebige Erwachsenenpopulation in der warmeren Jahreszeit, wogegen nur die Eier iiberwintern. Zur
Beschreibung des Wachstums solcher Populationen wire eine Differentialgleichung etwa der Form
(2.25) unangemessen, da sich damit die Ubergiinge zwischen den verschiedenen Stadien nicht be-
schreiben lassen. Wihlt man dagegen einen festen Zeitpunkt im Jahr (z. B. Sommeranfang), so
kann man versuchen, den aktuellen Bestand als Funktion des Bestandes im Vorjahr zu beschrei-
ben. Damit liegt aber Af fest (1 Jahr) und kann nicht beliebig gewihlt und vor allem nicht beliebig
verkleinert werden.

Bei fester Wahl von At ldsst sich immer, durch entsprechende Festlegung der Zeiteinheit, At = 1 wéh-
len. Wihlt man auBBerdem noch K als MaBeinheit des Bestandes oder betrachtet man, was auf dasselbe
hinausléuft,

_X
)’*K,
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so erhilt (2.25) die Form
y(e4+1) =y(t)+ay) (1-y()). (2.26)
Wie schon die logistische Differentialgleichung hat auch (2.26) die beiden Gleichgewichtslosungen

y(t) =0bzw. y(t) = 1 fiir alle t € INg ,

und auch hier wichst der Bestand bei kleinen, aber positiven Anfangswerten zunédchst einmal. Ob und
in welcher Weise er fiir t — oo gegen 1 konvergiert, hingt allerdings vom Parameter a ab: Nur fiir a < 1
ergibt sich wie bei der logistischen Differentialgleichung eine monotone Konvergenz, fiir groBere Werte
von a zeigt sich dagegen ein qualitativ anderes Verhalten.

Aufgabe 2.14
Fiihren Sie die Iteration (2.26) mit y(0) = 0.01 fiir verschiedene Werte von a durch und skizzieren Sie
jeweils die Entwicklung des Bestandes. Beachten Sie besonders die qualitativen Verdnderungen im
Ubergang vona < 1 zua > 1, von a < 2 zu a > 2 und fiir wachsendes a zwischen 2 und 3. Achtung:
Fiir a > 3 ergeben sich nach wenigen Schritten negative Bestinde.

Es handelt sich bei (2.26) um das in der einschldgigen Literatur inzwischen Standard gewordene Beispiel
fiir deterministisches Chaos in einer Dimension (vgl. PEITGEN / JURGENS / SAUPE 1994, 37 ft.), dessen
komplizierte Eigenschaften dort ausfiihrlich diskutiert werden.

Fiir eine Gleichung, die das Wachstum einer Bestandsgrofle beschreiben soll, hat (2.26) den Nachteil,
dass sich negative Werte ergeben konnen. Bei kleinen Anfangswerten treten sie zwar erst fiir a > 3 auf,
doch offenbar kann die Gleichung fiir grole Besténde nicht stimmen, unabhéngig davon, wie grof3 a ge-
wihlt wurde. Die rechte Seite ist vielmehr so zu wiéhlen, dass sie fiir beliebige y > 0 einen nichtnegativen
Wert ergibt. MAY (1980, 11) macht hierfiir unter anderem den Vorschlag

F(y):=ye ™),
Der zugehorige Iterationsprozess
Wi +1) = F(y(0)) = y(t) ) (2.27)

lasst sich ebenfalls als aus einem numerischen Verfahren fiir die logistische Differentialgleichung (2.23)
entstanden verstehen. Formt man diese ndmlich mit # = logx dquivalent um zu

u

):a(l—E)

12:5:01(1—f
X K

und wendet darauf das Eulerverfahren an, so ergibt sich

u

ult+A1) = u(t) +Ara (1= 2)

und daher

Xt 4 Ar) = x(1) M@0
woraus sich mit der speziellen Wahl A+ = 1 und der Einfiithrung von y = x/K wie oben die Gleichung
(2.27) ergibt.

Die Funktion F', mit der sich der Bestand des Folgejahres aus dem aktuellen Bestand errechnet, wichst
zuniichst von F(0) = 0 auf ihren maximalen Wert F(1/a) = (1/a) ¢! an und nihert sich anschlieBend
asyptotisch dem Wert 0. Bei y = 2/a hat sie einen Wendepunkt. Die Iteration (2.27) lésst sich geome-
trisch veranschaulichen, indem man zunichst den Graphen der Funktion F und die Winkelhalbierende
im positiven Quadranten einzeichnet. Der jeweils aktuelle Bestand y wird als Punkt (y, y) auf der Winkel-
halbierenden markiert. Den néchsten Punkt (F(y),F(y)) konstruiert man dadurch, dass man zum Punkt
(v, F(y) auf dem Graphen von F entlang einer vertikalen und von dort aus nach (F(y),F(y)) entlang
einer horizontalen Strecke sich bewegt. So fortfahrend entsteht ein "Netz”, das einen gewissen Eindruck
vom Verhalten der Iterationsfolge vermittelt (vgl. Abbildung 2.8).
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Abbildung 2.8: Iteration (2.27) mit a = 2.2 und Anfangswert y(0) = 0.1

Aufgabe 2.15
Machen Sie auf diesem Wege anschaulich klar, dass fiir @ < 1 und Anfangswerte y(0) < 1 die durch
(2.27) definierten Folgen fiir 1 — oo monoton gegen den Grenzwert 1 streben.

Ob und in welcher Weise die Losungen von (2.27) gegen den der “Kapazitit” des Systems entspre-
chenden Gleichgewichtspunkt 1 konvergieren, hingt entscheidend von

F(l)=1-a

ab. Fiir a > 1 wird dieser Wert negativ, weshalb die Iterationsfolge in der Ndhe von 1 alterniert. Solange
| F'(1) | <1, was fiir a < 2 der Fall ist, liegt Konvergenz vor, danach gehen die Folgen langfristig in
einen Zweierzyklus iiber, wie in Abbildung 2.8 zu sehen. Mit weiter wachsendem a verdoppeln sich die
Perioden der angestrebten Grenzzyklen: 2,4,8, ... (vgl. Abbildung 2.9, in der ein Viererzyklus zu erken-
nen ist). Von einem bestimmten Wert fiir a an wird das Verhalten der Losungen schlieBlich irreguldr”,
es sind keine regelmiBigen Muster mehr zu sehen (vgl. Abbildung 2.10). Unter gewissen hier weder ge-
nannten noch iiberpriiften Voraussetzungen spricht man in solchen Fillen von deterministischem Chaos.
Es ist mit bloBem Auge von Zufallsprozessen praktisch nicht zu unterscheiden.

Aufgabe 2.16
Fiihren Sie die hier angegebenen und weitere Iterationen auf dem Computer durch und achten Sie
dabei besonders auf qualitative Verdnderung im Verhalten der Losungen bei wachsendem Parameter-
wert a.

Anders als bei der logistischen Differentialgleichung (2.23) ldsst sich in der Iteration (2.27), wie tibrigens
schon in (2.26) der Parameter a und damit die Schnelligkeit des Wachstums nicht beliebig vergrofiern,
ohne das qualitative Verhalten der Losungen zu verdndern. Der entscheidende Grund dafiir liegt darin,
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Abbildung 2.9: Tteration (2.27) mit a = 2.6 und Anfangswert y(0) = 0.1
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Abbildung 2.10: Tteration (2.27) mit @ = 3.0 und Anfangswert y 0) = 0.1

dass die Funktion F (y) auf der rechten Seite nicht monoton ist. Das genau aber wiire sicher zu stellen, um
in diskreter Zeit dasselbe Losungsverhalten zu garantieren wie bei der logistischen Differentialgleichung.
Ein Beispiel fiir einen Iterationsprozess, der das leistet, ist

(14a)y(r)
t+1)= 2.28
Y1) ="+ ar(0) (2.28)
der sich aus (2.27) dadurch ergibt, dass man in
a
— ety €
Fy)=ye"™ =y =5

Zihler und Nenner des Bruches jeweils durch ihre nach dem ersten Glied abgebrochene Taylor-Entwicklung
ersetzt, also

e~l+a,e’=1+ay
approximiert.

Aufgabe 2.17
Zeigen Sie mit Hilfe der oben an (2.27) durchgefiihrten geometrischen Methode, dass fiir jeden An-
fangswert y(0) = yp > 0 die durch (2.28) definierte Folge y(¢) fiir t — oo gegen 1 konvergiert, und
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zwar monoton wachsend oder fallend, je nachdem ob yg < 1 oder yg > 1. Was verindert sich, wenn
a wichst?

Hinsichtlich des Modellierungs-Ansatzes besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen (2.27) und
(2.28) darin, dass bei ersterem ein ”’Systemzusammenbruch” durch zu hohe Bestéinde moglich ist, wéh-
rend bei letzterem ein hoherer Bestand stets zu einem hoheren Folgebestand fiihrt.

Aufgabe 2.18
Welches der beiden Modelle (2.27) und (2.28) erscheint Thnen fiir welches der Beipiele (c¢) bis (f)
geeignet?

R N W~ 01O

‘ Y
1 2
Abbildung 2.11: Relative Wachstumsraten von (2.27) und (2.28)

Eine Schwierigkeit bei der Wahl des ’richtigen” Modells liegt darin, dass die relativen Wachstumsraten
von (2.27) und (2.28) als Funktion des Bestandes y, also

a(l—y)

1Y) 1 bzw.
I+ay

sich hinsichtlich des Funktionsverlaufs kaum unterscheiden (Abbildung 2.11): Beide sind streng mono-
ton fallend und konvex und streben fiir y — o gegen —1. Aus entsprechenden Daten allein ldsst sich
daher keine Entscheidung fiir den einen oder anderen Modellansatz treffen. Ganz anders sieht die Sa-
che allerdings aus, wenn man statt der relativen die absoluten Wachstumsraten als Funktionen von y
miteinander vergleicht.

2.3.6 Stochastische Modelle logistischen Wachstums

Soll eine Population durch die Anzahl der ihr angehorenden Individuen beschrieben werden, so ist man,
wie schon beim exponentiellen Zerfall und Wachstum, auf stochastische Modelle verwiesen. Deren For-
mulierung hingt aber in hohem Malle davon ab, welche der Wahrscheinlichkeiten fiir mogliche Verin-
derungen (Geburten oder Todesflle) von der vorhandenen Anzahl abhidngen und welche konstant sind.
Bereits die Frage, ob beliebig grofle Bestinde moglich sind, wird davon tangiert.
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Ausbreitung von Geriichten und Krankheiten

In einer Bevolkerung, die aus n Personen besteht, verbreite sich eine Information oder auch eine Krank-
heit dadurch, das Informierte / Infizierte mit Uninformierten / Uninfizierten in Kontakt treten (vgl. die
obigen Beispiele (d) und (e)). Ich betrachte hier ein Modell in diskreter Zeit t = 0,1,2,..., in dem die
Ausbreitung der Information bzw. Krankheit durch die Anzahl N(7) = k der Informierten / Infizierten
beschrieben wird, und mache in Analogie zu den bereits behandelten stochastischen Modellen die fol-
genden Annahmen:

« Jeder der n — k Uninformierten / Uninfizierten treffe mit einer Wahrscheinlichkeit p(k) = a £ wih-
rend des nichsten Zeitschritts auf einen Informierten / Infizierten und werde von ithm informiert /
infiziert, unabhéngig von allen anderen.

* Jeder der k Informierten / Infizierten verliere, ebenfalls unabhingig von allen anderen, wihrend
des ndchsten Zeitschritts die Krankheit bzw. Information mit einer konstanten Wahrscheinlichkeit

q
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Abbildung 2.12: Simulationslauf mit n = 100,a = 0.4,¢ = 0 und N(0) =2

Fiir jede der beiden Gruppen ist dann die Anzahl der Zustandswechsel binomial verteilt, und zwar ist

Ujk = ( n;k ) p(k)Y (1=p(k)"™*7 (j=0,....n—k)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den n — k Uninformierten / Uninfizierten j informiert / infiziert
werden, und

i = ( ’l‘ ) g (- (i=0,... k)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von den k Informierten / Infizierten i die Information oder Krankheit
wieder verlieren. Daraus lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten

pjk:P(N(t+1) =] ’N(t) :k) :Z Vik Uj—k+ik
i

leicht berechnen. Fiir Simulationen mit einem binomial verteilten Zufallsgenerator verwendet man die
uji, vir lieber direkt.
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Im Falle ¢ = 0 (Verbreitung eines Geriichts) kann N(¢) nicht fallen und muss daher mit Sicherheit
irgendwann den Wert n erreichen. Abbildung 2.12 zeigt einen typischen Simulationslauf, der eine grof3e
Ahnlichkeit mit den Losungen der logistischen Differentialgleichung erkennen lésst. Fiir ¢ > 0 ist das

‘ ‘ ‘ ‘ —
20 40 60 80 100

Abbildung 2.13: Simulationslauf mit n = 30,a = 0.4,g = 0.1 und N(0) =2

nicht mehr der Fall, wie etwa Abbildung 2.13 zeigt. Die dort verwendeten Zahlenwerte kénnte man
als geeignet fiir die Simulation des Lausbefalls einer Kindergruppe halten: Sobald die Liuse entdeckt
werden, werden sie entfernt, aber kein Kind ist immun gegen einen sofortigen neuen Befall.

Es macht den Eindruck, als wiirde N(¢) nach einer Wachstumsphase am Anfang um einen gewissen
Mittelwert herumpendeln. Priidestiniert dafiir wire der Wert N, bei dem die zu erwartende Anzahl der
Neuinfizierten mit der zu erwartenden Anzahl der Geheilten iibereinstimmt. Wie eine kurze Rechnung
zeigt, ist das

bei den in Abbildung 2.13 gewihlten Zahlenwerten also N = 22.5, was mit der Grafik gut iibereinstimmt.
Doch der Eindruck triigt, denn es ldsst sich zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit P(N(¢) = 0) fiir r — oo
gegen 1 konvergiert, die Population der Infizierten also mit Sicherheit irgendwann ausstirbt.

Ein Zahlenbeispiel

Mitglieder einer vierkdpfigen Familie seien von einer Krankheit des hier behandelten Typs befallen: Es
gebe spontane Gesundungen, doch wer geheilt ist, kann sofort wieder angesteckt werden. Die Frage
ist, was passiert, wenn die Familie gemeinsam, und nicht jeder Einzelne isoliert, in Quarantine gesteckt
wird. Zur Beantwortung wird das hier betrachtete Modell mit den (fiktiven) Zahlenwerten n =4, a =4/5
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und g = 1/4 benutzt. Als Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich dann

1 16 9 1 1

125 400 16 256

0o L2 3 2 3
25 200 320 64

P= (pjk)j,k:O,...A =

0 2 B w oz
500 100 64 64

0 3 9 81 81

500 10 56

(=]
W
D!
(=]

Fiir das Folgende entscheidend ist nun die Besonderheit des Zustands O (alle gesund), die nichts mit
diesem speziellen Zahlenbeispiel zu tun hat:

po():l,pjozoundpoj>0fﬁrj:1,...,4.

Das heil3t, dass der Zustand O von allen anderen Zustédnden, vom Zustand O aus aber kein anderer Zustand
erreicht werden kann. Es handelt sich hier um einen absorbierenden Markov-Prozess mit dem einen
absorbierenden Zustand 0.

Bezeichne nun wieder w(t) = P(N(t) = j) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zum Zeitpunkt # genau
Jj Personen krank sind, und w(¢) den Vektor der w;(¢). Es ist dann fiir alle z > 0

w(t+1)=Pw(),

und w(0) ist einer der Einheitsvektoren, abhingig davon, wieviele Personen am Anfang krank sind.
Daher ist

4
wo(t+1) = wo(t)+ Y, pox wa(r) <
k=1
4
> wO(t)+mjin Poj k; wi (1) sz(t)+ﬁ(1 —wo(1))

wo(?) ist daher monoton wachsend, andererseits durch 1 nach oben beschréinkt und daher konvergent.
Fiir den Grenzwert wy gilt dann aber

1
L
Wo = Wo+ 5= (1=wo),
woraus w = 1 folgt. Es gilt also unabhéngig vom Anfangswert w(0)

tlim wo(t)=1.
Insofern kann man die Familie gemeinsam in Quarantine schicken, irgendwann sind alle wieder gesund.
Es fragt sich nur, wie lange das dauert. Sei 7; die mittlere Anzahl von Zeitschritten, die notig sind, um
vom Zustand k zum Zustand 0 zu kommen. Offenbar ist Ty = 0. Zwischen T1,..., T bestehen dagegen

die Beziehungen
4
=Y puTi+1firk=1,...4,
j=1
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denn vom Zustand k gelangt man mit Wahrscheinlichkeit p j; zum Zustand j und benétigt von dort aus
im Mittel 7; Schritte zum Zustand 0. Das lineare Gleichungssystem fiir die 7 lésst sich eindeutig 16sen
und liefert im hier betrachteten Zahlenbeispiel niherungsweise

71 =2637,17,=32.12, 73 =33.65,T; =33.95.

Das ist natiirlich erheblich lidnger als die mittlere Krankheitsdauer 4, die sich ergibt, wenn Wiederanste-
ckung ausgeschlossen ist.

An dieser Stelle sollte noch einmal darauf hingewiesen werden, wie problematisch es ist, einen Krank-
heitsverlauf durch einen Markov-Prozess zu modellieren, der die Moglichkeit einer spontanen Gesun-
dung vorsieht (hier mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1/4 an jedem Tag), aber keine Veridnderung des Krank-
heitsbildes: Jemand ist hier entweder krank oder gesund, eine Abstufung gibt es nicht. Das hat zur Folge,
dass jemand, der nach vier Tagen noch nicht gesund geworden ist, mit einer weiteren Dauer der Krank-
heit von weiteren vier Tagen rechnen muss, da die Vorgeschichte im Modell nicht erfasst ist, sondern
einzig und allein die Tatsache z&hlt, immer noch krank zu sein. Vielleicht ist die einzige Krankheit, die
damit angemessen beschrieben wird, der oben angefiihrte Lausbefall, bei dem die Gesundung mit der
zufilligen Entdeckung der Liuse einher geht.

Innerspezifische Konkurrenz

Innerspezifische Konkurrenz war in Beispiel (c¢) charakterisiert durch eine konstante relative Geburten-
rate und eine mit dem Bestand wachsende relative Sterberate. Um diese Situation stochastisch zu mo-
dellieren und das Modell von moglichst wenig Parametern abhingig zu machen’, gehe ich so vor wie
bereits in dem stochastischen Modell exponentiellen Wachstums, das in 2.3.3 genauer erdrtert wurde:

Jedes Mitglied einer Population moge eine jede Periode [t,7 + 1] (¢ ganzzahlig) unabhingig
von den anderen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit g iberleben und sich in diesem Falle
am Ende der Periode verdoppeln.

Im Unterschied zum exponentiellen Wachstum ist aber g keine Konstante, sondern eine monoton fallende
Funktion des aktuellen Bestandes. Diese kann allerdings nicht linear sein, da g als Wahrscheinlichkeit
zwischen 0 und 1 liegen muss. Der hier gewihlte Ansatz

g = q(N) = b p"~" mit den konstanten Wahrscheinlichkeiten b, p € (0, 1)

ldsst sich so deuten: b ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Individuum ein Zeitintervall der Lange 1
iiberlebt, ohne Beriicksichtigung der Effekte der innerspezifischen Konkurrenz. p ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass das Individuum nicht von einem ganz bestimmten anderen so empfindlich beeintrachtigt
wird, dass es stirbt. pN —1 ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Individuum von keinem der
N — 1 anderen auf diese Weise beeintrachtigt wird. Hierin steckt wieder die Annahme, dass die Beein-
trachtigungen durch andere unabhéngig voneinander erfolgen.

Auch bei diesem Modell ist die Anzahl der Individuen spitestens nach einem Zeitschritt gerade, wes-
halb von vornherein nur solche Anzahlen betrachtet werden. Sei N(0) = 2n die GroBe der Anfangspopu-
lation. Wie in 2.3.3 ist dann

pix = PN@E+1)=2j|N(t)=2k) =
— ( 2}" ) qj (l_q)Zkfj: < ZJk ) b p(Zkfl)j (1_bp2k71)2k7j

"Der Grund liegt in der leichteren Analysierbarkeit des Modells. Das geht vielleicht auf Kosten einer groBeren “Realitiitsniihe”
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die Ubergangswahrscheinlichkeit dafiir, dass in einem Zeitschritt aus 2k vorhandenen Individuen 2 j sich
entwickeln.

Anders als bei den zuvor betrachteten stochastischen Modellen logistischen Wachstums ist hier die
Anzahl moglicher Individuen unbeschrinkt, doch wichst die Wahrscheinlichkeit der Verringerung des
Bestandes mit dem Bestand. Im Mittel ist bei einem Bestand N(¢) = 2k im néchsten Zeitschritt mit dem
Bestand

N(t+1)=4kb p*!

zu rechnen, der dem vorhandenen Bestand 2k genau dann gleicht, wenn

1
%n—1_ 1
T
woraus sich loa2h
U=N=1+—8
logl/p

als Wert ergibt, um den herum die Population bei einem Simulationslauf vermutlich schwanken wird.
Fiir den in Abbildung 2.14 dargestellten Lauf wurde

N

‘ ‘ ‘ ‘ — 1
20 40 60 80 100

Abbildung 2.14: Simulationslauf mit » = 0.818174 und p = 0.99

p=099und b=

2 p49

gewiihlt, so dass hier N = 50 ist. Der Qualitiit nach ist kein groBer Unterschied zum oben simulierten
stochastischen Epidemiemodell zu erkennen.

Die Moglichkeit einer beliebig groB3en Individuenzahl dndert auch nichts daran, dass sie Population
langfristig mit Sicherheit ausstirbt: Es bezeichne wieder

wi(t) = P(N(t) = 2k)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Population zum Zeitpunkt ¢ aus genau 2k Individuen besteht. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle 2k vorhandenen Individuen in einem Zeitschritt sterben, ist

(1 _bp2k71)2k ,
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sodass .
wo(t+1) =wo(t)+ Y (1—bp* 1) wi(r) . (2.29)
k=1

Wegen
(1 _bp2k—1)2k > 1—2kb p*!

(Bernoulli’sche Ungleichung) und

lim k p*l=0
nihern sich die (positiven) Koeffizienten in der Summe der rechten Seite von (2.29) nicht beliebig der 0
(von einem bestimmten k an sind sie alle gro3er als 0.5), sie lassen sich daher nach unten durch ein € > 0
abschitzen, sodass

oo

W()(l‘—i- 1) > W()(l‘)—l-e Z Wk(l‘) = Wo(l)+8 (l —W()(t)) .
k=1
woraus wie oben
lim wy(r) =1

t—o0

folgt.

2.3.7 Dichteabhingiges Wachstum: Modelle und Daten

Bei allen hier betrachteten Modellen handelt es sich um mathematische Konstruktionen, die einen “’Ide-
alfall” beschreiben. Das spricht keineswegs gegen sie, sondern liegt in der Natur der damit verbundenen
Methodik, man denke an Galileis Einfiihrung der gleichformig beschleunigten Bewegung zur Beschrei-
bung des freien Falls. Es bleibt dann allerdings in jedem konkreten Anwendungsfall die Frage, ob es sich
hier tatsidchlich um logistisches oder wenigstens dichteabhiingiges Wachstum handelt.

Bevolkerungswachstum in den USA

Im Jahre 1940 versuchte Pearl, der Wiederentdecker der logistischen Differentialgleichung, zusammen
mit zwei Koautoren® das Bevolkerungswachstum in den USA durch die logistische Kurve, also die Lo-
sungskurve der logistischen Differentialgleichung, zu beschreiben. In Tabelle 2.3 sind die Bevolkerungs-
zahlen angegeben, die in den USA sei 1790 alle zehn Jahre erhoben werden, in der dritten Spalte steht der
Zuwachs seit der jeweils letzten Volkszidhlung. Die Einwohnerzahlen sollen jetzt durch eine logistische

Kurve der Form (1-1790)
K C e~
X(t ) = W (230)
gefittet werden mit noch zu bestimmenden Parametern a, K und C. Da diese in (2.30) nichtlinear einge-

hen, ist es nicht so ohne Weiteres moglich, sie durch Losung von

15 g C palti—1790) )
———————— —X;)” = min!
;)(1+Cea(ti—l790) )
zu bestimmen, zumindest wére fiir ein entsprechendes Verfahren der nichtlinearen Ausgleichsrechnung
eine Niherungslosung erforderlich. Ich gehe daher anders vor und nutze aus, dass (2.30) eine Losung der
logistischen Differentialgleichung (2.23) ist. Dazu wird fiir jede Dekade [t;_1, ;] die mittlere exponentielle
Wachstumsrate o; ermittelt, indem

logx; —logx;—;  logx; —logx;;

_ o;(ti—ti—1) _
X, =Xi_1€ nach o; = =
' ! ' i — 1t 10

8PEARL, R. / REED, L. J. / KisH, J. F.: The logistic curve and the census count of 1940, Science 92, 486 - 488, 1940
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’ Jahr ¢; ‘ Einwohner x; Xi—Xi—1 | 04 X
1790 3929214
1800 5308483 1379269 | 0.0300867 4584319
1810 7239881 1931398 | 0.0310299 6224319
1820 9638453 | 2398572 | 0.0286156 8382048

1830 12860702 | 3222249 | 0.0288416 11172239
1840 17063353 | 4202651 | 0.0282757 14863132
1850 23191876 | 6128523 | 0.0306869 19971139
1860 31443321 | 8251445 | 0.0304385 27108620
1870 38558371 | 7115050 | 0.0203987 34879982
1880 50189209 | 11630838 | 0.0263627 44118569
1890 62979766 | 12790557 | 0.0227013 56342726
1900 76212168 | 13232402 | 0.0190708 69385801
1910 92228496 | 16016328 | 0.0190748 83965896
1920 106021537 | 13793041 | 0.0139373 98964870
1930 123202624 | 17181087 | 0.0150188 | 114397128

1940 132164569 8961945 | 0.00702175 | 127631160
Tabelle 2.3: Bevolkerung der USA 1790 - 1940 Quelle: US
Census Bureau www.census.gov

aufgelost wird. Diese exponentielle Wachstumsrate unterstellt, ergibt sich als mittlere Populationsgrofie
wihrend der Dekade [t;_1, ]

1 fi (. Xi —Xi_1 Xi —Xi_1
X = / xpg €% gp = L = L )
ti—tic1 Ji, o;(t;—ti-1) logx; —logx; |

Die Ergebnisse fiir ; und &; sind in den letzten beiden Spalten von Tabelle 2.3 eingetragen. Logistisches
Wachstum ist nun durch einen linear fallenden Zusammenhang zwischen der Populationsgrofle und der
exponentiellen Wachstumsrate charakterisiert. Die Ausgleichsgerade fiir die ermittelten Werte (o, %;) (s.
Abbildung 2.15) liefert den funktionalen Zusammenhang

X

_ _ ~10 _
o(x) =0.031578 — 1.69127 x 10~ " x = 0.031578 (1 186711059

).

woraus sich fiir zwei der drei Parameter in (2.30) die Schitzwerte
a=0.031578 und K = 186711059

ergeben. Den noch fehlenden Parameter C ermittele ich, indem ich (2.30) nach C auflése und ¢ = ¢; fiir
i=0,...,15 einsetze, woraus sich

X e*d(t,‘*l790)
1

C="—— firi=0,...,15 (2.31)
K—xi

ergibt. Natiirlich sind die Werte auf der rechten Seite von (2.31) nicht alle gleich. Das wiren Sie nur,
wenn die Daten tatsdchlich auf einer durch a und K bestimmten logistischen Kurve liegen wiirde. Als
Schitzung fiir C wihle ich daher den Mittelwert der rechten Seiten von (2.31) und erhalte

C =0.0215101 .
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Abbildung 2.15: Zusammenhang zwischen Populationsgroie und expo-
nentieller Wachstumsrate nach Tabelle 2.3
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Abbildung 2.16: Daten nach Tabelle 2.3 und logistische Kurve

Vergleicht man das Ergebnis der so gewonnenen logistischen Kurve mit den Ausgangsdaten (Abbil-
dung 2.16), so ist die Ubereinstimmung so erstaunlich gut, dass eine weitere Nachbesserung der Pa-
rameterwerte wohl als unnétig erscheinen diirfte. Es lédsst sich also feststellen, dass das Wachstum der
US-Bevolkerung in den ersten 150 Jahren, in denen sie gezédhlt wurde, durch eine logistische Kurve sehr
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gut beschrieben wird.

Doch was ist mit einer solchen Aussage eigentlich gewonnen? Was lédsst sich mit ihr anfangen, und
was nicht? Wenn der Zweck des hier an Bevilkerungsdaten angepassten mathematischen Modells (2.30)
nur darin besteht, die Daten zu komprimieren, die Bevolkerungsentwicklung also moglichst knapp zu
beschreiben, dann wurde dieser Zweck erreicht: Mit den drei Zahlenwerten fiir die Parameter a, K und C
und der Formel (2.30) lasst sich die in den 16 Zahlenpaaren der Volkszdhlungen steckende Information
praktisch reproduzieren. Das ist die wesentliche Funktion deskriptiver Modelle, eine andere haben sie
nicht.

4-10°%

3-108 |

2108}

1-108}

1850 1900 1950

Abbildung 2.17: Expontielles, logistisches und tatsidchliches Wachstum der US-
Bevolkerung 1790 - 1990

Sollte dagegen, wie es bei mathematischen Modellen ja oft der Fall ist, der Zweck in einer Prognose
bestehen, so wurde dieser Zweck verfehlt, wie aus Abbildung 2.17 ersichtlich: Die berechnete Schranke
K = 186711059 wurde bereits 1962 erreicht und 1990 um etwa ein Drittel iiberschritten. Der Grund
dafiir ist nicht darin zu suchen, dass ”in Wirklichkeit” das Wachstum etwa exponentiell gewesen wiire’,
sondern liegt schlicht darin, wie HEUSER (1989, 25) ironisch anmerkt, dass “ausgerechnet ab 1940,
dem Jahr der Veroftentlichung der hier referierten Arbeit, ”’die US-Menschen dem druckfrischen Gesetz

zum Hohn sich viel stiarker vermehrten, als sie eigenlich durften.”

Hingt die Wachstumsrate (nur) von der Populationsdichte ab?

Was ist hier schief gelaufen? Offenbar besagt die noch so perfekte Ubereinstimmung eines Modells mit
den Daten, die es erkldren soll, nichts dariiber aus, ob es die vorgefundene Empirie tatsdchlich erkldrt.
Dazu miissten ndmlich die Wirkungszusammenhdnge, die fiir das beobachtete Phanomen verantwortlich
sind, im Modell mit erfasst werden. Und das ist hier ganz offensichtlich nicht der Fall. Das Wachstum
der Bevolkerung eines Staates hdngt eben nicht von der Populationsdichte ab, sondern wohl eher von
gesellschaftlichen Faktoren wie dem Gesundheitswesen, der Familienpolitik, der Organisation der Al-
tersvorsorge, der Verbreitung und Effektivitit empfiangnisverhiitender Mittel und besonders in den USA
auch der Einwanderung.

9Unterstellt man von 1790 bis 1940 exponentielles Wachstum, so fiihrt das Resultat zu noch schlechteren Prognosen, wie
ebenfalls aus Abbildung 2.17 deutlich wird
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Durch ein eindimensionales Wachstumsmodell wie dem logistischen lédsst sich all dies nicht erfassen,
denn der aktuelle Zustand wird hier immer nur durch eine einzige Zahl beschrieben, die Populationsgrofe
oder -dichte. Von den Ursachen, die auf die Wachstumsrate Einfluss nehmen, muss daher abstrahiert wer-
den. Ein solches Modell kann deshalb das vorgefundene Wachstum nicht erklidren. Das schlief3t natiirlich
nicht aus, dass das logistische Wachstum als deskriptives Modell zum Zwecke der Datenkompression
geeignet ist wie etwa fiir die Bevolkerungsentwicklung der USA von 1790 bis 1940. Wenn das einmal so
gut klappt wie hier, dann gibt es vielleicht Anlass, nach den Griinden dafiir zu fragen. Das Modell selbst
kann darauf aber keine Antwort geben.

Innerspezifische Konkurrenz

Der jetzt vielleicht nahe liegende Schluss, dass die logistische Differentialgleichung fiir die Beschreibung
des Wachstums von Populationen generell ungeeignet sei, wire allerdings etwas vorschnell. BEGON /
HARPER / TOWNSEND: Okologie (1991, 227) berichten u. a. von einer Population von Kifern (Rizo-
pertha dominica), die im Labor in 10 g Weizenkornern gehalten wurden, welche wochentlich erneuert
wurden; das Wachstum der Kéferpopulation 14sst sich durch eine logistische Kurve sehr gut beschreiben.
Entscheidend ist hier natiirlich, dass im Labor alle Faktoren, die das Wachstum beinflussen konnten,
konstant gehalten werden, au3er eben die Populationsgréfe selbst, sodass in der Tat die Wachstumsrate
als Funktion nur der Populationsgréf3e bzw. -dichte angesehen werden kann.

Die nichste Frage ist dann aber, wie die Populationsdichte die Geburten- und Sterberate beeinflusst.
In der obigen idealisierten Beschreibung der innerspezifischen Konkurrenz (Beispiel (¢)) wurde davon
ausgegangen, dass die (relative oder exponentielle) Geburtenrate konstant bleibt, wihrend die Sterberate
linear mit der Populationsdichte zunimmt. Eine konstante Sterberate bei linear fallender Geburtenrate
wiirde zum selben deterministischen Modell fithren. Die tatsdchlichen Zusammenhénge sind in der Regel
komplexer, auch im Labor, und durch Zwischenstufen vermittelt, die im Modell gar nicht erfasst sind,
wie z. B. eine Verringerung der Eiablage, eine erhohte Sterblichkeit der Juvenilen oder (bei Insekten)
Larven oder (bei Pflanzen) der Einfluss der Dichte auf die Anzahl der Bliiten je Planzen, die Anzahl der
Samen je Schote und schlieBlich den Anteil der Samen, die neu keimen.'”

Der Zusammenhang zwischen der Populationsdichte und der relativen oder exponentiellen Wachs-
tumsrate diirfte nur selten linear sein. Tatsdchlich ist dieser Zusammenhang im Allgemeinen aber nur in
Gestalt einiger Datenpunkte bekannt, die aus Messungen gewonnen wurden. Und in diesem Falle bleibt
einem oft nichts anderes iibrig, als durch die wenigen und mit Fehlern behafteten Daten eine Gerade zu
legen.

2.3.8 Ein allgemeiner Ansatz fiir dichteabhiingiges Wachstum

Die logistische Differentialgleichung (2.23) ist ein Spezialfall der allgemeineren
x=o(x)x (2.32)

fiir die Dichte bzw. den Bestand x einer Population. Dabei sei o : [0,0) — IR eine Funktion von x, die
der Einfachheit halber als stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. Die Frage ist, welche qualitativen
Eigenschaften der logistischen Kurven unter welchen (biologisch sinnvollen) Voraussetzungen auch den
Losungen von (2.32) erhalten bleiben.

10Eine ausfiihrliche Diskussion der Effekte, die die Erhdhung der Populationsdichte fiir verschiedene Tier- und Pflanzenarten
haben kann, fiihren BEGON / HARPER / TOWNSEND (1991, 215 - 232) und BEGON / MORTIMER / THOMPSEN (1997, 50
-79)
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Satz 2.3.1
Es existiere ein K > 0, sodass
>0 fir O0<x<K
o(x) -
<0 fir x>K

Dann besitzt (2.32) zu jedem x( > 0 eine eindeutige Losung x : [0,00) — IR mit x(0) = x. Ist xo =0, so ist x(z) =0
fiirallet > 0. Istxo = K, so ist x(¢) = K fiir alle # > 0. Fiir 0 < xo < K ist x(¢) streng monoton wachsend, fiir xo > K
streng monoton fallend, und in beiden Fillen ist

lim x(t) =K .

[—0o0
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Abbildung 2.18: Exponentielle und absolute Wachstumsrate in Abhingigkeit vom Bestand fiir einen fiktiven
Datensatz

In Abbildung 2.18 ist zur Veranschaulichung mit einem fiktiven Datensatz eine Situation konstruiert,
auf die der Satz anwendbar ist, die aber aus dem Rahmen der logistischen Differentialleichung féllt. Die
durch eine Spline-Interpolation der Daten gewonnene exponentielle Wachstumsrate o(x) ist fiir kleine



2.3 Eindimensionale Wachstumsmodelle 75

Bestinde nicht mehr monoton fallend. Hier liegt nicht Konkurrenz, sondern Kooperation vor. Das lédsst
sich etwa bei bestimmten Seevogeln beobachten, bei denen der relative Bruterfolg mit der Dichte einer
Vogelkolonie zunichst wiichst, weil groBere Kolonien sich gegen Riuber besser wehren konnen.!! Erst
bei hohen Dichten treten gegenléufige Effekte ein, z. B. wegen eines Mangels an geeigneten Nistplidtzen.

Von Fragen nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen einmal abgesehen, die in den Bereich
der allgemeinen Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen fallen, ldsst sich Satz 2.3.1 geometrisch
plausibel machen, indem man beachtet, dass fiir positive Losungen von (2.32)

> <
x(t)q = 0, fallsx(r)s = K.
< >

In Abbildung 2.19 ist eine zu diesen Wachstumsraten gehorige, numerisch berechnete Losungskurve
wiedergegeben. Von einer logistischen Kurve unterscheidet sie sich qualitativ nur durch ihre weniger

Bestand
K

‘ ‘ ‘ ‘ ~ Zeit
0 20 30 40 50

Abbildung 2.19: Losungskurve von (2.32) fiir die Wachstumsraten aus Abbildung 2.18

prizise S-Formigkeit. Der Grund dafiir lidsst sich an der Gestalt der absoluten Wachstumsrate als Funk-
tion von x erkennen (Abbildung 2.18). Anders als bei der logistischen Gleichung hat sie nicht nur ein
(dort bei K/2 liegendes) lokales Maximum, sondern deren zwei. Das hat zur Folge, dass die Steigung der
Losung nicht einfach anwéchst und dann wieder fillt, sondern vielmehr hin und her schwankt, weshalb
eine Schlangenlinie entsteht. Zugleich ist festzustellen, dass die qualitativen Unterschiede zur logisti-
schen Differentialgleichungen an den Losungen viel weniger deutlich werden als an den Wachstumsra-
ten. Hieraus ergibt sich ein Hinweis auf die Datenerhebung: Es sollten besser die Wachstumsraten als
die Entwicklung von Bestiinden gemessen werden, will man artspezifischen Unterschieden auf die Spur
kommen.

Aufgabe 2.19
Durch menschliche Eingriffe sei die in Abbildung 2.18 beschriebene Population durch eine zusétzli-
che exponentielle Sterberate von 0.16 je Zeiteinheit belastet, d. h. o(x) verringere sich fiir alle x um
diesen Betrag und werde also insbesondere fiir sehr kleine x negativ, weswegen Satz 2.3.1 nicht mehr
anwendbar ist. Welche Auswirkungen ergeben sich fiir die langfristige Entwicklung des Bestandes?
Wie hingt die Antwort auf diese Frage vom Anfangswert xo ab?

I'BEGON / MORTIMER / THOMPSEN (1997, 79 - 80) berichten von entsprechenden Untersuchungen bei Trottellummen (Uria
aalge) in Stidwales
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2.4 Ein allgemeiner Rahmen zur Modellierung dynamischer Prozesse

In den letzten Abschnitten wurden Modelle fiir die zeitliche Entwicklung des Bestandes einer Substanz
oder Population untersucht. Diese Problemstellung ist Spezialfall einer allgemeineren, welche nach der
zeitlichen Entwicklung des Zustands irgendeines Systems fragt. Die Besonderheit des betrachteten Spe-
zialfalls liegt darin, dass der Zustand durch eine einzige Zahl, den Bestand, gekennzeichnet ist.

Unter einem dynamischen Prozess soll ein System verstanden werden, dessen zeitliche Entwicklung
durch bestimmte, theoretisch mehr oder weniger fundierte Entwicklungsgesetze festgelegt ist. Ein dyna-
misches Modell ist ein mathematisches Modell eines solchen Prozesses, in dem also die Entwicklungs-
gesetze in mathematischer Form gefasst sind. Das setzt voraus, dass auch der Zustand des Systems durch
mathematische Groflen definiert ist. In der Regel wird dazu eine einzige Zahl nicht ausreichen, selbst
dann nicht, wenn der Modellzweck nur auf eine einzige Zahl, wie etwa den Bestand einer Population,
gerichtet ist. So diirfte es etwa fiir menschliche Bevolkerungen klar sein, dass ihr Wachstum nicht nur
von ihrer aktuellen Grofle abhidngt, sondern auch noch von anderen Faktoren, die daher in das Modell
mit einbezogen werden miissen.

Die im Folgenden skizzierten Modellklassen unterscheiden sich hinsichtlich der mathematischen Struk-
tur der Zeit, der Zustinde und (damit zusammenhiingend) der Entwicklungsgesetze.

2.4.1 Der Zustandsraum

Die moglichen Zustinde eines Systems werden durch eine Menge X beschrieben, den Zustandsraum.
Zu jedem Zeitpunkt 7 befindet sich das System in einem Zustand x(7) € X. Die iibliche mathematische
Aufgabenstellung besteht darin, zu gegebenem Anfangszustand x(0) = xo € X auf der Basis der defi-
nierten Entwicklungsgesetze die Zustinde x(¢) fiir alle Zeiten ¢ > 0 oder auch nur fiir ein beschrinktes
Zeitintervall zu bestimmen.

x € X soll den Zustand des Systems im Sinne des Modells vollstindig beschreiben, muss also die
voneinander unabhéngigen Groflen, die auf die Entwicklung Einfluss nehmen und von ihr beeinflusst
werden, enthalten. Welche das sind, ist eine Entscheidung, die in der Modellbildung zu treffen ist. Je-
de Modellbildung besteht darin, gewisse Groflen als zum Modell gehorig und andere als externe, als
konstant angenomme zu deklarieren.

Beispiele

* Der Zustand eines Systems interagierender Populationen lésst sich durch den Vektor der Popula-
tionsgroflen beschreiben. Abstrahiert wird dann u. a. von der Fitness, der Altersstruktur und der
rdumlichen Verteilung der Populationen, die dann auch in den Entwicklungsgesetzen keine Rolle
spielen diirfen.

* Der Zustand einer Volkswirtschaft wird definiert als Vektor bestimmter wirtschaftlicher Indika-
toren, von denen angenommen wird, dass die weitere Entwicklung durch sie und nur durch sie
bestimmt ist (Bruttoinlandsprodukt, Beschiftigungsquote, Kapitalstock usw.).

* Soll die Entwicklung der Wassertemperatur eines Sees im Laufe des Jahres modelliert werden, so
geniigt es im Allgemeinen nicht, die Durchschnittstemperatur zu betrachten, da es auch auf die
Wirmeverteilung ankommt (das wasser in tieferen Schichten ist im Sommer kilter als in hoheren.
Der Zustand wire in diesem Falle als Funktion entweder der Wassertiefe oder aber jedes Orts im
See zu wihlen.

* Héngen die untersuchten Prozesse explizit von der Zeit (bzw. der Jahres- oder Tageszeit) ab, so
sollte man die Zeit (bzw. Jahres- oder Tageszeit) als Komponente in den Systemzustand mit auf-
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nehmen. Damit l&sst sich erreichen, dass die Entwicklungsgesetze durch Funktionen des Zustands
beschrieben werden kénnen.

Zur mathematischen Struktur des Zustandraums

Die mathematische Struktur des Zustandsraums liegt irgendwo zwischen zwei Extremen: Endlichen
Mengen auf der einen Seite, wenn das System nur endlich viele Zustinde annehmen kann, und Teilmen-
gen unendlichdimensionaler Rdume (z. B. von Funktionen), wenn bereits der einzelne Zustand durch
unendlich viele Parameter bestimmt ist.

* Betrachtet man eine Population und beschreibt ihren Zustand als Anzahl der ihr angehdrenden
Individuen, so ist der Zustandsraum entweder endlich, sofern die Populationsgrofle von vornherein
beschrinkt ist, oder aber abzdhlbar unendlich, wenn jede Populationsgrofle im Prinzip denkbar ist.

* Wird jeder einzelne Zustand durch endlich viele Zahlen beschrieben, so hingt die Struktur des
Losungsraumes davon ab, um welche Art von Zahlen es sich handelt. Sind nur ganze Zahlen er-
laubt (z. B. Anzahlen, Schalterstellungen usw.), so ist der Zustandsraum endlich oder abzéhlbar
unendlich. Handelt es sich dagegen um kontinuierliche Grof3en, so ist der Zustandsraum Teilmenge
eines endlichdimensionalen, in der Regel reellen Vektorraums IR”. Natiirlich sind auch Mischfor-
men moglich, in denen gewisse Komponenten des Zustands ganzzahlig und andere reell sind.

¢ Unendlichdimensionale Zustandsraume treten auf, wenn der einzelne Zustand durch eine unend-
liche Folge oder durch eine auf einem Kontinuum definierte Funktion beschrieben wird, wie etwa
der Temperaturverteilung in einem See.

2.4.2 Diskrete und kontinuierliche Zeit

Fiir die Modellierung der Zeit gibt es im Wesentlichen nur zwei Moglichkeiten. Entweder wird sie als
kontinuierlich flieBend aufgefasst, wofiir die reellen Zahlen ein Modell bilden, oder es werden feste
Zeitraume gleicher Grofle bzw. dquidistante Zeitpunkte betrachtet, was sich bei entsprechender Wahl der
Zeiteinheit durch die ganzen Zahlen modellieren ldsst.

Eine Zwischenform bilden Modelle mit semidiskreter Zeit, in denen dquidistante Zeitpunkte

m At , m ganzzahlig

betrachtet werden, die Linge des Zeitintervalls Az aber nicht festgelegt ist, sondern kontinuierlich va-
riiert wird. Solche Modelle treten insbesondere bei der numerischen Approximation von Modellen mit
kontinuierlicher Zeit auf.

2.4.3 Deterministische und stochastische Entwicklungsgesetze

Entwicklungsgesetze definieren im Rahmen dynamischer Modelle in der Regel die zeitlich lokalen, kurz-
fristigen Zustandsidnderungen des Systems: Bei gegebenem aktuellen Zustand beschreiben sie, welchen
Zustand das System in der allerndchsten Zukunft hat. Die mathematischen Untersuchungen im engeren
Sinne bestehen oft darin, hieraus Schliisse auf das ldnger- oder langfristige Systemverhalten zu ziehen.

Die Gestalt der Entwicklungsgesetze héngt in starkem MaBle von der Struktur der Zeit und des Zu-
standsraums ab. So ldsst sich etwa bei diskreter Zeit der Folgezustand in Abhingigkeit vom aktuellen
Zustand definieren, wihrend bei kontinuierlicher Zeit der Begriff des Folgezustands gar keinen Sinn hat,
weshalb hier zeitliche Ableitungen und damit Differentialgleichungen ins Spiel kommen.

Davon unabhéngig lassen sich aber deterministische und stochastische Modelle voneinander unter-
scheiden: Liegt mit dem aktuellen Zustand der "Folgezustand”, damit aber die ganze Zukunft eindeutig
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fest, so spricht man von einem deterministischen Modell. Ist dagegen das Entwicklungsgesetz in Form
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die moglichen Folgezustinde gefasst, so nennt man das Modell
stochastisch. In diesem Falle betrachtet man oft die stochastische Erweiterung des urspriinglichen Mo-
dells, dessen Zustandsraum die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber dem urspriinglichen
Zustandsraum ist und das selbst wieder deterministisch ist. Diese Vereinfachung wird aber durch eine
extreme Vergroerung des Zustandsraums erkauft: Aus einem endlichen Zustandsraum beispielsweise
wird so ein endlichdimensionaler, aber unendlicher.

Je nach Wahl der Struktur der Zeit und des Zustandsraums sowie der Art des Entwicklungsgesetzes
kommt man zu verschiedenen Modelltypen, von denen hier nur einige gebriduchliche genannt werden.

2.4.4 Automaten

Mit diskreter Zeit ¢t € INg und einem endlichen oder abzédhlbar unendlichen Zustandsraum X gelangt man
zu Automaten, wie sie vor allem in der theoretischen Informatik untersucht werden, wobei je nach Art des
Entwicklungsgesetzes zwischen deterministischen und stochastischen Automaten unterschieden wird.
Ein deterministischer Automat lasst sich charakterisieren durch eine Funktion F : X — X des abzihlbaren
Zustandsraums in sich, die zu jedem Zustand den Folgezustand angibt:

x(t+1) = F(x(t)) .

Diese Kennzeichnung ist allerdings sehr abstrakt und fiir Zwecke der Informatik alles andere als aus-
reichend. Insbesondere der Funktionsbegriff ist zu allgemein, die Funktion F muss sich auch berechnen
lassen. Thre genauere Bestimmung und die der Struktur von X fiihren zu verschiedenen Automatenty-
pen.'?

Bei einem stochastischen Automaten oder Markov-Prozess ist an Stelle der (eindeutigen) Funktion f
fiir jeden Zustand eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge X gegeben, durch die die moglichen
Folgezustinde und die Wahrscheinlichkeiten ihres Auftretens definiert sind.

2.4.5 Deterministische dynamische Systeme

Bei kontinuierlichem Zustandsraum (z. B. einer offene Teilmenge des IR"”) und deterministischem Ent-
wicklungsgestz spricht man von deterministischen dynamischen Systemen, die sich hinsichtlich der Struk-
tur der Zeit und der Dimension und Art des Zustandsraums unterscheiden kénnen.

Diskrete dynamische Systeme operieren mit diskreten Zeitpunkten und sind durch ein Entwicklungs-
gesetz in der Form einer Iteration

x(t+1)=F(x(z)) fuirt =0,1,2,... (2.33)

bestimmt. Formal gesehen dhneln sie deterministischen Automaten. Der Unterschied liegt im der Topo-
logie des Zustandsraums bzw. dem dort definierten Konvergenzbegriff, was zu anderen Fragestellungen
fiihrt: Man kann etwa nach dem Grenzwert

lim x(r)

[—o0

fragen. Bei Automaten bedeutet die Existenz eines solchen Grenzwerts immer, dass die Zustandsfolge
nach endlich vielen Schritten zur Ruhe kommt, die Zusténde sich also nicht mehr @ndern.

12Dje hier eingefiihrte Funktion F hiingt regelhaft vom inneren Zustand des Automaten und den Eingabedaten ab. Im Sinne
der hier vorgenommenen formalen Klassifizierung setzt sich der Zustand des Automaten also aus dem inneren Zustand und
den Eingabedaten zusammen.
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Soll die in einem Zeitschritt erfolgte Anderung besonders betont werden, so schreibt man das Ent-
wicklungsgesetz in der Form

x(t+1) =x(tr) +1f(x(¢)) fuirr =0,1,2,...,

was voraussetzt, dass X Teilmenge eines Vektorraums ist.

Bei der Modellbildung mit diskreten dynamischen Systemen muss immer festgelegt werden, was unter
einem Zeitschritt zu verstehen ist, ob also die Zeiteinheit ein Jahr, ein Tag, eine Stunde, ... sein soll. Oft
ist diese Zeiteinheit durch die Datenlage oder aus anderen in der Sache liegenden Griinden vorgegeben
(z. B. monatliche oder jihrliche Rechnungsabschliisse in der Okonomie, jihrlicher Generationswechsel
in der Populationsdynamik), doch oft wire jede Wahl eines festen Zeitschritts willkiirlich. In diesem Fall
wird das Modell mit einem variablen Zeitschritt formuliert und unterstellt, dass dass die stattgefundene
Anderung zur Linge des Zeitschritts ungefihr proportional ist:

x(t+Ar) =x(t) + At f(x(r)) furr = 0,A1,2A¢,... .

In diesen semidiskreten Modellen wird die Zeit im Grunde bereits als kontinuierlich angenommen, da
At > 0 beliebig klein gewihlt werden kann.

Liasst man im semidiskreten Modell den Zeitschritt Ar gegen 0 gehen, so erhilt man im Falle eines
endlichdimensionalen Zustandsraums mit

ein System gewdohnlicher Differentialgleichungen oder, im modernen Sprachgebrauch, ein kontinuier-
liches dynamisches System: Die Geschwindigkeit (Grofle und Richtung), mit der sich der Zustand des
Systems dndert, ist eine Funktion des aktuellen Zustands.

Insbesondere im Zusammenhang mit biologischen Fragestellungen haben Differentialgleichungen mit
verzogertem Argument in den letzten Jahrzehnten an Bedeutung gewonnen:

x(t) =f(x(¢),x(t —s)) mit einem s > 0 .

Die Anderung des aktuellen Zustands hzngt hier nicht nur vom aktuellen Zustand selbst ab, sondern auch
vom Zustand, der einen gewissen Zeitabschnitt vorher herrschte, wie es etwa fiir viele Reproduktionspro-
zesse der Fall ist (zeitlicher Abstand zwischen Zeugung und Geburt). Formal gesehen handelt es sich hier
nicht einfach um eine Mischform von diskretem und kontinuierlichem dynamischen System: Zu einer
eindeutigen Losung kommt man nidmlich erst, wenn man den Zustand nicht nur zu einem festen Zeit-
punkt vorgibt, z. B. x(0) = x¢, sondern gleich in einem ganzen Zeitintervall: x(¢) = xo(¢) fiirz € [—s,0],
was selbst bei einer einzelnen Gleichung einen unendlichdimensionalen Zustandsraum zur Folge hat.

Unendlichdimensionale Zustandsrdume liegen auch bei allen Modellen vor, die partielle Differential-
gleichungen verwenden. Der aktuelle Zustand ist zu jedem Zeitpunkt eine Funktion beispielsweise von
Raumkoordinaten. Das Entwicklungsgesetz enthilt deren Ableitung nicht nur nach der Zeit, sondern
auch der anderen Variablen, von denen sie abhingt, z. B.

ox 2%x

o~ “og
als Modell fiir die Entwicklung der Temperaturverteilung x in einem von einer einzigen Raumkoordina-
ten s abhingigen Medium. Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen lédsst sich bei
partiellen Differentialgleichungen nicht so einheitlich beantworten wie bei gewohnlichen, sondern ist fiir
jede Problemklasse gesondert zu behandeln.
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2.4.6 Existenz und Eindeutigkeit bei gewohnlichen Differentialgleichungen

Gibt man einen Anfangszustand x(0) = xo € X vor, so ist bei einem Entwicklungsgesetz der Gestalt
(2.33) klar, dass damit die zugehérige Losung (x(¢), 7 € INg) eindeutig bestimmt ist. Vorausgesetzt wer-
den muss dazu nur, dass F : X — X den Zustandsraum in sich abbildet. Bei gewohnlichen Differential-
gleichungen ist das nicht so einfach, es gibt aber leicht iiberpriifbare Voraussetzungen, unter denen die
Existenz und Eindeutigkeit gesichert ist.
Satz 2.4.1 (AMANN 1983, 110/111, KNOBLOCH/KAPPEL 1974, 116-118)

Seien X C IR” offen, f: X — IR” stetig differenzierbar und xy € X. Dann besitzt die Anfangswertauf-

gabe
x =1(x),x(0) =xg (2.34)
eine eindeutige Losung in folgendem Sinne: Es existiert ein eindeutig bestimmtes offenes Intervall
I=(t",¢") mit O € I und folgenden Eigenschaften:
(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion x : I — IR", die der Anfangswertaufgabe (2.34)
genligt.
(b) Ist7 C I irgendein Intervall mit O € 7 und geniigt X : I — IR” der Anfangswertaufgabe (2.34),
soist/ CIund X(t) = x(¢) firallet € I.
(c) Istr < oo, 1, €1 eine Folge mit #y — " und x(#;) — xT, so liegt x* auf dem Rand von X.
(d) Istt™ > —oo, 14 € I eine Folge mit fy — ¢~ und x(f4) — x, so liegt x~ auf dem Rand von X.

Das im Satz genannte Intervall / wird das maximale Existenzintervall der Anfangswertaufgabe (2.34)
genannt. Dieses kann, anders als bei diskreten dynamischen Systemen, nach beiden Seiten beschrinkt
sein. Die Teile (¢) und analog (d) des Satzes schriinken diese Moglichkeit allerdings ein: Ist 1T < oo,
die Losung von (2.34) also nicht fiir alle positiven Zeiten definiert, so liegt das entweder daran, dass die
Losung den Rand von X erreicht, oder daran, dass keine konvergente Folge x(f;) mit f, — ¢ existiert,
was aber nur moglich ist, wenn x(¢) unbeschrénkt ist.
Im Falle der Anfangswertaufgabe
x=x>,x(0) =1

ist X = IR zu wihlen, hat also keinen Rand. Dennoch ist das maximale Existenzintervall nach oben
beschrinkt, denn die Losung

0=

ist nur auf (—oo, 1) definiert.

Um im Falle X = IR" die globale Existenz der Losung nachzuweisen, ist also auszuschliefen, dass
eine Komponente der Losung in endlicher Zeit gegen unendlich streben kann. Das aber ist nicht immer
einfach und nur unter Beriicksichtigung der konkreten Aufgabenstellung machbar.

Bemerkung
Die hier betrachteten Differentialgleichungssysteme
x = f(x)
sind autonom, d. h. ihre rechte Seite hdngt nicht explizit von der Zeit ab. Nicht autonome Systeme
x = f(t,x)

lassen sich dadurch formal in autonome Systeme iiberfiihren, dass man die Zeit als zusitzliche Zustands-
variable deklariert, die der (zusitzlichen) Differentialgleichung

i=1

geniigt. Auf das so erweiterte System ist dann wieder Satz 2.4.1 anwendbar.
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2.4.7 Positive Invarianz

Bei der Modellierung etwa einer biologischen Fragestellung durch ein deterministisches dynamisches
System oder durch ein System von Differentialgleichungen sind die entstehenden Gleichungen oft auch
fiir solche Zustéinde definiert, die biologisch gar nicht interpretierbar sind, z. B. auch fiir negative Grof3en,
obwohl es um die Modellierung von Bestidnden geht, die nicht negativ werden konnen. In diesem Falle
konnte es passieren, dass die mathematische Losung sich in Bereichen des Zustandsraums aufhilt, die
im Sinne des Modells unsinnig sind. Das hieBe, dass das Modell fiir seinen Zweck nicht geeignet ist, bei
der Modellierung also ein Fehler aufgetreten sein muss. Wie aber lésst sich iiberpriifen, dass das nicht
passiert?

Definition 2.4.2
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.1 heifle eine Menge M C X positiv invariant”, wenn fiir
alle xo € M die Losung von (2.34) fiir alle positiven Zeiten, fiir die sie definiert ist, in M liegt:

X0 €M = x(t) € M fiirallet € [0,¢7) .

Zu iiberpriifen ist also, ob die Menge der im Modellsinne interpretierbaren Zustinde positiv invariant
ist. Dieselbe Definition lasst sich auch auf deterministische dynamische Systeme (2.33) iibertragen. Die
positive Invarianz von M C X ist dann dquivalent zu F(M) C M. Im Falle gewohnlicher Differentialglei-
chungen gilt

Satz 2.4.3 (AMANN 1983, 237)
Sei unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.1 M C X abgeschlossen und dM der Rand von M. M ist
genau dann positiv invariant, wenn fiir alle x € IM gilt:

limint d(x+1f(x),M)

t—0,r>0 t

:O7

wobeli
M) = inf —
d(y,M) lgn,Hy m ||

der Minimalabstand von y € IR" zu M.

Dass fiir die positive Invarianz der Menge M nur deren Randpunkte untersucht werden miissen, liegt
daran, dass die Losungen stetig differenzierbare Kurven in X bilden, die eine Menge immer nur iiber
ihren Rand verlassen konnen (anders als bei diskreten dynamischen Systemen gibt es keine Spriinge). In
jedem Punkt x € X ist die Richtung, in der die Losungskurve sich von x aus weiterbewegt, durch f(x)
festgelegt. Die angegebene Bedingung besagt, dass diese Richtung nicht aus M herausweisen darf, eine
tangentiale Richtung ist gerade noch erlaubt.
Der nichtnegative Oktand
R’ :={xe€R": x>0}

ist der Bereich, in dem sich die Zustandsvariablen als Bestandsgrofen interpretieren lassen. Als Kriteri-
um fiir seine positive Invarianz ergibt sich nun

Satz 2.4.4
Sei iiber die Voraussetzungen von Satz 2.4.1 hinaus IR’} C X. IR”} ist genau dann positiv invariant,
wennfiri=1,...,n
x>0,x=0= fi(x)>0.
Aufgabe 2.20

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w(z) eines kontinuierlichen Markovprozesses mit n Zustidnden
geniigt einem System linearer Differentialgleichungen

w=Aw
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mit einer (n,n)-Matrix A = (a;;), fiir die

n
a;j > 0 fiir i # j und Za,-j:O (i,j=1,...,n).
i=1
Zeigen Sie, dass die Menge
n
{weR":w>0, Zwkzl}
k=1

der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir dieses System positiv invariant ist.

Gelingt es, die positive Invarianz einer kompakten Menge M C X nachzuweisen, so ist damit auch die
Existenz der in ihr verlaufenden Losungen fiir alle # > 0 nachgewiesen, denn diese kdnnen weder dem
Rand von X beliebig nahe kommen noch unbeschrinkt sein. Es gilt also

Satz 2.4.5
Ist unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.1 M C X kompakt und positiv invariant, so sind fiir alle
Xo € M die Losungen von (2.34) fiir alle Zeiten ¢ > 0 definiert.
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3 Modellierung mit linearen Gleichungen

Insbesondere durch den tidglichen Umgang mit Waren und Geld erscheint uns Linearitit als eine Art ,,na-
tiirlicher* funktionaler Zusammenhang: Drei Kilo Apfel kosten dreimal soviel wie ein Kilo, und der fiir
drei Kilo Apfel und zwei Kilo Birnen zu zahlende Preis ergibt sich als entsprechende Linearkombination
der Kilopreise von Apfeln und Birnen. Abweichungen von diesem Schema gibt es zwar, sind aber nicht
der Normalfall und werden als ,,Sonderangebot* oder ,,Mengenrabatt* gebiihrend herausgestellt.

Ein linearer Zusammenhang zwischen zwei oder mehr variablen GréBen ist die einfachste Modellan-
nahme, die man machen kann und daher auch macht, solange keine andersartigen Informationen vorlie-
gen. Nicht nur fiir die Modellierung, sondern ebenso fiir die anschlieBende mathematische Behandlung
sind lineare Modelle besonders einfach, weil das Verhalten ihrer Losungen sich in der Regel auf ana-
lytischem Wege charakterisieren lédsst, was natiirlich numerische Berechnungen, besonders bei grof3en
Systemen, keineswegs iiberfliissig macht.

Die in diesem Kapitel untersuchten Modelle fiihren auf drei verschiedene mathematische Problem-
klassen, die jeweils durch eine quadratische, reelle Systemmatrix A € IR*" gekennzeichnet sind: Zum
einen Iterationsprozesse der Form

x(t+1)=Ax(t)+u(r) (r=0,1,2,...),
in diskreter und Systeme linerarer Differentialgleichungen
x(t) =Ax(r)+u(r) (r€R)
in kontinuierlicher Zeit ¢, zum anderen lineare Gleichungssysteme
Ax=b

von n Gleichungen fiir ebenso viele Unbekannte, sogenannte statische Modelle, in denen von der Zeit
abstrahiert wird.

3.1 Drei lineare Modelle

3.1.1 Populationswachstum mit altersabhéngiger Fruchtbarkeit und Sterblichkeit

In den Wachstumsmodellen des letzten Kapitels wurden die betrachteten Populationen als homogen an-
gesehen, die Individuen also alle gleichermaflen zur Reproduktion fiahig und vom Tode bedroht. Fiir
menschliche Populationen ebenso wie fiir Populationen langlebiger Tierarten kann diese Annahme, also
die Abstraktion von der Altersstruktur, zu einer volligen Fehleinschitzung der Populationsdynamik fiih-
ren. Denn natiirlich hingen die Reproduktionsfahigkeit und die Sterbewahrscheinlichkeit der Individuen
von ihrem Alter ab.

Es kommt hinzu, dass die eigentlich interessanten Informationen, die ein Modell liefern soll, hiufig
gerade in der Altersstruktur stecken, wihrend die absolute GréBe der Population eher zweitrangig ist:

* So héngt etwa die Frage, ,,0b unsere Renten im Jahre 2020 noch sicher sind®, nicht an der abso-
Iuten Bevolkerungszahl, sondern daran, wie sich dann das Verhiltnis zwischen Jungen und Alten
gestaltet.
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» Die GroBe von Fischen ist wesentlich eine Funktion ihres Lebensalters. Der Fischfang mit einer
bestimmten Maschenweite des Netzes fischt die groleren und damit élteren Fische ab. Bei der
Festlegung von Fangquoten und erlaubten Maschenweiten der Netze ist daher die Altersstruktur
der Fischpopulation zu beriicksichtigen.

Bei Beriicksichtigung der Altersstruktur kommt die Zeit gleich doppelt ins Spiel, ndmlich in Form des
je aktuellen Zeitpunkts # und und des Lebensalters s. Der Zustand der Population zu jedem Zeitpunkt # ist
durch die Angabe bestimmt, wieviele ihrer Individuen das Lebensalter s haben, wobei s das Intervall der
moglichen Lebensalter durchlduft. Der Zustand zu jedem Zeitpunkt ¢ ist also eine reelle Funktion auf der
Menge der moglichen Lebensalter. Je nachdem, ob die Zeitvariablen ¢ und s diskret oder kontinuierlich
gewdhlt werden, kommt man zu verschiedenen Modellen.

Dabei bietet es sich an, die beiden Variablen gleich zu behandeln, da es ansonsten Schwierigkeiten
bereitet, den elementaren Sachverhalt mathematisch zu erfassen, dass jedes Individuum in einem be-
stimmten Zeitintervall um die Linge eben dieses Zeitintervalls dlter wird.  und s werden also entweder
beide kontinuierlich oder beide diskret gewihlt, wobei im zweiten Fall der Zeitschritt gleich grof sein
sollte. In der Versicherungswirtschaft (z. B. Lebens- und Rentenversicherung) ist es iiblich, menschliche
Populationen in Jahrgangsklassen aufzuteilen und ihre Entwicklung in Zeitschritten von einem Jahr zu
modellieren. In statistischen Jahrbiichern findet man die folgenden Daten fiir ein bestimmtes Jahr (fester
Zeitpunkt ¢):

* Aufgeschliisselt nach Frauen und Minnern, die Anzahl der Personen im i-ten Lebensjahr (also vom
Alter s € [i — 1,i] fiur i = 1,...,n z. B. mit n = 90, wobei die iiber 90-Jihrigen zu einer einzigen
Gruppe zusammengefasst sind,

* aufgeschliisselt nach Frauen und Minnern, den Anteil der Personen des Alters i, die das Alter i+ 1
erreicht (=1,...,n—1),

* die Anzahl der Lebendgeborenen, die wihrend eines Jahres auf 1000 Miitter der Altersklasse i =
1,...,n kommen,

* den Anteil der Middchen und Jungen an den Lebendgeborenen.

Die Beteiligung der Mianner am Reproduktionsprozess wird als so geringfiigig eingeschétzt, dass er
vernachlédssigt werden kann.

Setzt man die erhobenen Daten als konstant voraus, so ergeben sich daraus lineare Modelle zur Pro-
gnose des weiteren Bevolkerungswachstums.

Die weibliche Population. Einfacher Leslie-Prozess

Zur Entwicklung der weiblichen Population braucht wegen der in die Daten eingehenden Annahmen die
ménnliche nicht betrachtet zu werden. Es bezeichne

* x;(t) die Anzahl der Frauen der Altersklasse i zum Zeitpunkt z,
e u; den Anteil der Frauen vom Alter i, die das Alter i + 1 erreicht,

* a; die Anzahl lebendgeborener Tochter je Frau der Altersklasse i.

Die Grofien der weiblichen Altersklassen des nichsten Jahres ergeben sich dann aus denen des aktuellen
Jahres gemal

xl(t+l) = iajxj(t)
j=

xi(t+1) = wyxiy(t)firi=2,....n
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oder fiir x = (xy,...,x,)
x(t+1)=Ax(r)
mit
a a as an—-1 Qn
up 0 0 0 0
0 w O 0 0
A= . 3.1
o o0 o . 0 0
0 0 O u,—1 0

In dieser Formulierung bleiben alle Personen, die dlter als n Jahre sind, aulerhalb der Betrachtung.

Population mit zwei Geschlechtern
Uber die bereits eingefiihrten GroBen hinaus bezeichne
* yi(t) die Anzahl der Minner der Altersklasse i zum Zeitpunkt ¢,
e v; den Anteil der Ménner vom Alter i, die das Alter i + 1 erreicht,
* b; die Anzahl lebendgeborener Sohne je Frau der Altersklasse i.
Die Groflen der médnnlichen Altersklassen des nédchsten Jahres ergeben sich dann aus den Groflen der

mannlichen und weiblichen Altersklassen des aktuellen Jahres gemaf3

yl(t+l) = ibjxj'(l)
j=1

yl(t+1) = Vi1 )’i—l(t) fijri:Z,...,n

oder firy = (y1,...,y)
y(t+1) =B x(t)+Cy(t)

mit
b1 by b3 b,_1 by, o o o --- 0 o0
o o o0 -+ 0 0 vi 0 O 0 O
0 0 O 0 0 0 v, 0 0 o0
B = ,C=
0 0 O 0 0 0O 0 O 0 O
0 0 O 0 0 0 0 O Va1 O

Eine Miusepopulation. Reiner Geburtenprozess

Zu Testzwecken soll hier noch ein Modell mit nur drei Altersklassen betrachtet werden: Jemand kauft
sich ein Miusepaar. Es handelt sich um eine unsterbliche Rasse, die sich nach den folgenden Gesetzmi-
Bigkeiten fortpflanzt:

* Jedes erwachsene Miusepaar bringt alle drei Wochen vier neue Paare zur Welt,
* jedes neugeborene Paar wird nach sechs Wochen erwachsen.

Um die beiden Zeitrdume, die fiir die Reproduktion eine Rolle spielen, erfassen zu konnen, betrachte ich
drei verschiedene Altersklassen und einen Zeitschritt von drei Wochen.
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* xi(t) bezeichne die Anzahl der Méusepaare, die zum Zeitpunkt 7 zwischen 0 und 3 Wochen alt
sind (Kinder).

* x(t) bezeichne die Anzahl der Miusepaare, die zum Zeitpunkt ¢ zwischen 3 und 6 Wochen alt
sind (Jugendliche).

 x3(t) bezeichne die Anzahl der Méusepaare, die zum Zeitpunkt ¢ élter als sechs Wochen sind
(Erwachsene).

Dann gilt offenbar
xl(t—f— 1) = 4X3(l‘)

n+1) = x) (3.2)
)C3(l‘+1) xz(t) +X3(l‘)

Hier wird, anders als beim einfachen Leslie-Prozess, die letzte Altersklasse nicht wieder verlassen. Mit
der Matrix

3.3)

>

Il
oS = O
- o O
- O A

ergibt sich wieder die Form
x(t+1)=Ax(t).

Mit einiger Phantasie lasst sich bei Betrachtung von Tabelle 3.1 vermuten, dass die Population sich

clol1]2]3]4]s5] 6] 7] 8] 9] 0] 1| 12] 13] 14| 15]
a|rlofofafalal20]36]52]132]276]484] 10122116 | 4052 | 8100
x| 010044 4[20(36| 52|132|276| 484 | 1012 | 2116 | 4052
x3 |00 11 1]5] 9]13]33| 69121 |253| 529 | 1013 | 2025 | 4141

Tabelle 3.1: Entwicklung der Méusepopulation mit x;(0) =1, x2(0) =0, x3(0) =0

langfristig in jedem Zeitschritt von drei Wochen verdoppelt und sich einem GréBenverhéltnis der Alter-
sklassen von 2 zu 1 zu 1 annéhert.

Der Gehalt dieser Vermutung wird deutlicher, wenn man sich die Eigenwerte und zugehorigen Eigen-
vektoren der Matrix A aus (3.3) ansieht, deren Bedeutung fiir die Losung linearer dynamischer Systeme
noch in allgemeinem Rahmen behandelt werden soll: Es ist A wy = A, wy fiir k = 1,2,3 mit

2 . ~1FiV7

A= 2,w = hos =t A= | —3eiy7

1=2,wi=11 1, 23= "5 F5 Vw3 = —5E£5V7
1 1

Jedem Eigenwert A; und zugehoérigem Eigenvektor wy entspricht nun aber eine (reelle oder komplexe)
Losung
Xk (t ) = A’lé Wy

von (3.2), denn
xk(t+ 1) = AIE-H Wi = Al]i Wi = AXk(Z) .

Alle Losungen von (3.2) lassen sich dann darstellen als

x(t) = ay x1(t) +az x2(t) + a3 x3(¢) mit aj,az,a3 € C .
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Die spezielle Losung von (3.2) mit

x(t) =1 0
0

ergibt sich daraus (nach Losen eines linearen Gleichungssystems fiir a;,as,a3) zu

1 -t ity
H 1 iV7 At 1 iV AT

x(r)=2' % (=5 - T)[ s + 167 +(=3 +T)t 15T 165\_lﬁ (3.4)
1 4 ! _ L
8 T16 T Tov7 6T 167

Die komplexen GroBen in dieser Formel treten allesamt in Gestalt von Summen konjugiert komplexer
Zahlen auf, deren Imaginirteile sich deswegen wegheben. Es handelt sich also um eine Formel fiir eine
reelle Losung, die sich ohne den Umweg iiber die komplexen Zahlen aber nicht so ihne Weiteres angeben
lieBe.

Mit wachsendem ¢ erhilt A; = 2, also der groBte der drei Eigenwerte, deren ¢-te Potenz gebildet wird,
in (3.4) ein immer groBeres Gewicht. Der Absolutbetrag der anderen beiden Eigenwerte ist 1/2. Daher
ist

1/4
lim X;f) = 178
1/8

Das ist die prizise Fassung der oben etwas vage formulierten Vermutung, dass die Population sich lang-
fristig in jedem Zeitschritt von drei Wochen verdoppelt und sich einem Groflenverhiltnis der Altersklas-
sen von 2 zu 1 zu 1 annéhert.
1/4
x(r)~2" | 1/8
1/8

ist eine andere Fassung derselben asymptotischen Aussage. Die absolute Abweichung von diesem lang-
fristigen Verhalten wird mit wachsendem ¢ iibrigens immer groBer und ist von der GroBenordnung v/2 "
Dagegen geht die relative Abweichung gegen 0.

Aufgabe 3.1
Jemand kauft sich ein Kaninchenpaar, das einer von drei verschiedenen Rassen angehort. Das Wachs-
tum der Kaninchen-Population, gemessen in Anzahlen der Paare, soll berechnet werde. Allen drei
Rassen gemeinsam ist:

* Jedes neugeborene Paar wird nach sechs Wochen erwachsen.
Die drei Rassen unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Reproduktions- und Sterberaten:

(a) Jedes erwachsene Paar bringt alle sechs Wochen ein neues Paar zur Welt und stirbt nie. (Uber-
legungen unter dieser Annahme gehen bereits auf Leonardo von Pisa (1170 - 1240), bekannter
und dem Namen Fibonacci, zuriick.)

(b) Jedes erwachsene Paar bringt einmal, nimlich sechs Wochen nach Eintritt ins Erwachsenenal-
ter, zwei neue Paare zur Welt, bekommt anschliefend keine Jungen mehr, stirbt aber nie.

(c) Jedes erwachsene Paar bringt einmal, niimlich sechs Wochen nach Eintritt ins Erwachsenenal-
ter, drei neue Paare zur Welt und stirbt anschliefend.

Welche der drei Rassen wichst am schnellsten? Welche prozentuale Verteilung auf die Altersklassen
stellt sich langfristig ein?
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3.1.2 Okonomische Verflechtung

Zur Produktion von Giitern und Dienstleistungen werden in einer modernen Wirtschaft andere Giiter und
Dienstleistungen bendtigt: Zur Produktion von Weizen etwa braucht man Saatgut, Diinger, Maschinen
usw., zur Produktion von Maschinen Stahl und andere Werkstoffe, zur Herstellung bzw. Gewinnung von
Stahl wiederum Maschinen, fiir alles braucht man Energie und menschliche Arbeitskraft, fiir die Energie-
gewinnung wiederum Maschinen und fiir die Reproduktion der Arbeitskraft Nahrungsmittel. Irgendwie
hingt alles mit allem zusammen. Dadurch wird es schwierig, Fragen wie die folgende zu beantwor-
ten: Wieviel durch Olverbrennung gewonnene Energie und wieviel menschliche Arbeitszeit ,,stecken®
in einem Kilo Brot? Zu ihrer Beantwortung geniigt es nicht, den Produktionsprozess des Brotes zuriick
zu verfolgen, denn die zu seiner Herstellung bendtigten Maschinen verbrauchen Energie nicht nur im
Betrieb, sondern bereits zu ihrer Herstellung, die Energiegewinnung benétigte ihrerseits Maschinen usw.

In diesem Abschnitt sollen lineare Modelle vorgestellt werden, mit deren Hilfe sich derartige Fragen
angehen lassen. Die Darstellung bewegt sich allerdings auf einer eher abstrakten Ebene. Was ndamlich
zur Beantwortung der oben gestellten Fragen hinzu kommen muss, sind Daten, und die sind nur schwer
und nur in Einzelfillen zu bekommen. !

Volkswirtschaftliche Gesamtrechnungen: Geldfliisse

In den Veroffentlichungen des Statistischen Bundesamtes der Bundesrepublik Deutschland findet man
unter der Uberschrift Volkswirtschaftliche Gesamtrechnungen Input-Output-Tabellen, in denen nachtrig-
lich Geldfliisse zwischen verschiedenen Wirtschaftssektoren aufgefiihrt sind, denen Fliisse von Glitern
und Dienstleistungen (in entgegengesetzter Richtung) gegeniiberstehen. Tabelle 3.2 ist dafiir ein Bei-

Tabelle 3.2: Input-Output-Tabelle 2005, Inlédndische Produktion (Herstellungspreise) in Mrd. Euro;
Quelle: Statistisches Bundesamt www-genesis.destatis.de/genesis/online/, 16.05.2009

Verwendung

Primérer | Sekundirer | Tertidrer || Letzte Ver- davon
Aufkommen Bereich Bereich | Bereich wendung | Exporte
Primirer Bereich 7.3 22.6 1.6 16.3 4.1
Sekundérer Bereich 8.0 571.6 114.5 1092.9 615.5
Tertidrer Bereich 10.5 314.9 640.6 1401.9 137.0
Importe 4.0 320.5 102.9
Arbeitnehmerentgelte 7.6 362.5 760.8
Gewinne 7.8 98.6 432.8

spiel. Die Volkswirtschaft der Bundesrepublik Deutschland ist hier in drei Sektoren aufgeteilt, den pri-
miren Landwirtschaftssektor, den sekundiren Sektor der Industrieproduktion und den tertidren Sektor
der Dienstleistungen. Wirtschaftliche Aktivitdten sind hier gemessen durch das Geld, das fiir sie gezahlt
wurde. Dabei flieit das Geld von den Spalten in die Zeilen, die realen wirtschaftlichen Leistungen von
den Zeilen in die Spalten. Die Zahl 22.6 in der ersten Zeile und zweiten Spalte von Tabelle 3.2 bedeutet
also, dass landwirtschaftliche Produkte zur Weiterverarbeitung in den Industriesektor geflossen sind, fiir
die 22.6 Mrd. Euro gezahlt wurden. Die Zahl 760.8 in der fiinften Zeile und dritten Spalte bedeutet, dass
im Dienstleistungssektor 760.8 Mrd. Euro an Lohnen und Gehiltern gezahlt worden sind zur Vergiitung
der dort von Arbeitnehmern geleisteten Arbeit.

IEs ist schon bemerkenswert, dass wir iiber die von uns selbst geschaffenen gesellschaftlichen Verhiltnisse oft sehr viel
schlechter informiert sind als tiber ,,natiirliche* Sachverhalte, die wir gar nicht beeinflussen konnen.
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Nicht erfasst bzw. nicht getrennt aist hier der staatliche Sektor (Steuern und Staatsausgaben). Wegen
der Verschiedenheit der in den einzelnen Sektoren zusammengefassten Waren (Giiter und Dienstleistun-
gen) ist als einheitliches Mal} nur das Geld moglich. Das hat zur Folge, dass sich Preise und Mengen
aus der Tabelle nicht mehr getrennt herauslesen lassen, deren Zahlen immer schon aus der Multiplika-
tion von Mengen und Preisen hervorgehen. Die Frage, wie sich Produktionspreise aus der Vernetzung
verschiedener Sektoren ergeben, ist damit ebenso wenig zu beantworten wie die nach Materialfliissen.

Warenproduktion mittels Waren

In einer Volkswirtschaft oder auch einem Einzelbetrieb werden n Waren (Giiter und Dienstleistungen) in
n verschiedenen Produktionsprozessen hergestellt, fiir jede Ware einer.” Zur Produktion werden m wei-
tere Waren benotigt, die nicht selbst erzeugt werden, wie z. B. Rohstoffe oder menschliche Arbeitskraft,
und die hier als Inputs bezeichnet werden. Die Inputs gehen ebenso wie die selbst produzierten Waren in
den Produktionsprozess ein, soweit das eben technisch erforderlich ist. Produziert wird fiir den Konsum,
der hier nicht weiter ausdifferenziert wird.

Alle Waren einschlieBlich der Inputs werden in geeigneten Mengeneinheiten, also nicht in Geld ge-
messen. Es bezeichne im Folgenden [ME;] die Mengeneinheit der produzierten Ware i (i = 1,...,n) und
[MI;] die Mengeneinheit von Input j (j = 1,...,m). Betrachtet wird der Produktionsprozess iiber einen

Tabelle 3.3: Allgemeine Input-Output-Tabelle (Mengeneinheiten)

Verwendung
Produktion von

Ware 1 ‘ ‘ Ware n Konsum
Ware 1 A]] [ME]] A]n [ME]] B] [ME]]
Waren || A, [ME,] A [ME,| || B, [ME,]
Input 1 Ci [MII] Cin [Mll]
Input m || Gy [Ml,] Cnn [MI,]

bestimmten Zeitraum, etwa ein Jahr. Es bezeichne (vgl. Tabelle 3.3) firi,k=1,...,n, j=1,...,m

* Ay [ME,] die Menge der Ware i, die in Produktion der Ware k eingegangen ist,
* B; [ME,] den Nettooutput der Ware i, also die fiir den Konsum produzierte Menge,
* Cjx [MI;] die Menge des Inputs j, die in die Produktion der Ware k eingegangen ist.

Die Summe der k-ten Zeile von Tabelle 3.3
Xy =An+...+Au + By (3.5)

ist dann die Gesamtproduktion der Ware k im betrachteten Zeitraum. Zu ihrer Herstellung wurden die in
der k-ten Spalte von Tabelle 3.3 aufgefiihrten Mengen benétigt, also Az [ME;| der Ware i (i = 1,...,n)

2Nicht erfasst sind damit sogenannte Kuppelproduktionen, in denen ein einziger Prozess mehrere Waren gleichzeitig erzeugt,
wie z. B. elektrische Energie und Fernwédrme in einem Kraftwerk. Nicht erfasst ist auch die Moglichkeit, die Technik je
nach anfallendem Bedarf zu wechseln, also das Problem der Technikwahl.
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und Cjx [MI;] des Inputs j (j = 1,...,m). Die Verhiltniszahlen

A; C;
aix = =% [ME;/ME] und cj = =& [MI,;/ME,] (3.6)
X X
geben also an, wieviele Einheiten der Ware i bzw. des Inputs j zur Produktion einer Mengeneinheit der
Ware k im Durchschnitt bendtigt wurden. Die Linearitit des hier entwickelten Modells besteht nun darin,
diese empirisch festgestellten Durchschnittswerte als Konstanten des Produktionsprozesses zu interpre-

tieren, also firk=1,...,n

* a;x [ME;/ME,] als Menge der Ware i, die zur Herstellung einer Mengeneinheit der Ware k benétigt
wird i=1,...,n),

* cjx [MI;/MEy] als Menge des Inputs j, die zur Herstellung einer Mengeneinheit der Ware k beno-
tigtwird (j =1,...,m).

Bruttoproduktion bei gegebener Nachfrage

Welche Bruttoproduktion x = (x,...,x,) und welcher Input y = (yy,...,yn) ist erforderlich, um einen
Nettooutput b = (by,...,b,) herzustellen, der durch einen gegebenen Konsumbedarf definiert ist? Zur
Herstellung der Menge x; [ME;] der Ware k wird die Menge aj x; [ME;| der Ware i benétigt. Diese
Mengen sind iiber den Nettooutput hinaus zu produzieren, es gilt also:

n
X; = Z apxx+bifuri=1,...,n
k=1

oder mit der Produktionsmatrix A = (a)
Xx=AXx+b. 3.7

Die mathematische Frage in diesem Zusammenhang ist, ob und unter welchen Voraussetzungen zu jedem
b > 0 eine eindeutig bestimmte Losung x > 0 dieses linearen Gleichungssystems existiert, was damit
gleichbedeutend ist, dass mit der (n,n)-Einheitsmatrix I die inverse Matrix (I— A)~! existiert und

1-A)'>o0.

Eine Teilantwort auf diese Frage liefert die Ermittlung der Produktionskoeffizienten a;; aus der Input-
Output-Tabelle 3.3. Denn aus dem ersten Teil von (3.6) und (3.5) folgt

X=AX+B.

Zu dem in der Input-Output-Tabelle enthaltenen Konsumvektor b = B besitzt also (3.7) die Losung
x=X>0.
Definition 3.1.1
Eine nicht negative (n,n)-Matrix A € R™" heiBe ,,produktiv, wenn fiir jedes b € IR” mit b > 0 das
lineare Gleichungssystem (3.7) eine eindeutige Losung x € IR” mit x > 0 besitzt, wenn also [ — A

invertierbar ist und
1-A)'>o0.

Diese vor allem in der konomischen Literatur gebriauchliche Wortwahl kommt natiirlich aus dem Zu-
sammenhang des hier vorgestellten Modells. Die Produktionsmatrix ist produktiv, wenn es mdglich ist,
beliebige Nettooutputs herzustellen, wenn also in allen Komponenten mehr Waren produziert als in der
Produktion verbraucht werden. Im Falle n = 1, in dem die Matrix A nur aus einer einzigen Zahl a > 0
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besteht, ist A genau dann produktiv, wenn a < 1. Fiir n > 1 ist die Situation komplizierter. Darauf wird
noch eingegangen.
Sei (I—A)~! = (dy). Offenbar ist dann

n
)C,‘:Z d,-kbkfijrizl,...,n,
k=1

was die folgende Interpretation der Koeffizienten dj; von (I— A)~! impliziert:

* dy [ME;/ME,] ist die Bruttoproduktion der Ware i, die erforderlich ist, um die Nettoproduktion
einer Mengeneinheit der Ware k zu gewihrleisten.

Externe Inputs bei gegebener Nachfrage

Ist (im Falle einer produktiven Matrix A) bei gegebener Nachfrage b die Bruttoproduktion x = (I —
A)~! b aus (3.7) errechnet, so lisst sich der Vektor y € IR” der notwendigen externen Inputs sofort
ermitteln: Zur Produktion der Menge x; [ME,| der Ware k ist die Menge cj; x; [MI;] des Inputs j
erforderlich, fiir den gesamten Bruttoproduktionsvektor x also die Menge

n
yi=Y cipxk (j=1,...,m).
k=1

Mit der Inputmatrix C = (cjx) € IR™" ergibt sich also als Vektor der notwendigen externen Inputs

y=Cx=C({I—-A)'b. (3.8)

Produktionspreise

Ein Betrieb, der die Waren 1,...,n herstellt, muss die zur Produktion notwendigen Inputs 1,...,m zu
bestimmten Preisen einkaufen.

* g; [DM/MI;] sei der Einkaufspreis des Inputs j (j = 1,...,m).

Die Produktion selbst verursache dagegen keine Kosten. Diese Vorstellung setzt voraus, dass alle anfal-
lenden Kosten als externe Inputs (etwa Materialverbrauch, Arbeitseinsatz, Abnutzung von Maschinen)
verbucht werden. Bei der Produktion des Nettooutputs b fallen dann wegen (3.8) die Kosten

K=Y qjyi=q y=q' CI-A)"b=b" (I-AT)"'CTgq
j=1

an (das hochgestellte 7 kennzeichne die transponierte Matrix). Der Vektor
(I-AT)"'C"q

ist dann der Vektor der Produktionspreise: Die i-te Komponente dieses Vektors sind die Kosten in
[DM /ME;], die bei der Produktion einer Mengeneinheit der Ware i anfallen. Wiirde der Betrieb alle
von ihm produzierten Waren zu den Produktionspreisen verkaufen, so wiirde er bei beliebigem Net-
tooutput b weder Gewinn noch Verlust machen. Fiir einen sicheren Gewinn sind die Verkaufspreise also
entsprechend hoher anzusetzen.
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Arbeitswerte

In einer geschlossenen Volkswirtschaft ohne Im- und Exporte ist die einzige Ware, die nicht aus Pro-
duktionsprozessen hervorgeht und daher als externer Input betrachtet werden muss, die menschliche
Arbeitskraft. Fiir die 6konomische Klassik® war daher der Wert einer Ware bestimmt durch die zu ih-
rer Herstellung im gesellschaftlichen Duchschnitt erforderliche Arbeitszeit. Zur Unterscheidungen von
anderen Wert-Definitionen spricht man auch vom Arbeitswert. Unterstellt wird hier ein einheitliches
Mal fiir jede Art von Arbeit, ndmlich die Zeit. Es wird also nicht zwischen qualifizierter und weniger
qualifizierter Arbeit unterschieden.

Dieser Ansatz ldsst sich in das hier betrachtete Modell integrieren: Es ist m = 1, und C = ¢/ =
(c1,...,cp) ist ein Zeilenvektor.

* ¢; [Arbeitsstunden / ME;] ist die zur Herstellung einer Mengeneinheit der Ware i unmittelbar er-
forderliche Arbeitszeit.

¢; ist noch nicht der Arbeitswert der Ware i, dazu muss ndmlich noch die Arbeitszeit hinzu gezéhlt wer-
den, die in den anderen Waren steckt, die zur Produktion der Ware i benotigt werden. Die Arbeitswerte
ergeben sich vielmehr als Spezialfall von (3.8): Um den Nettooutput b herzustellen, sind

cd'1-A)"1b

Arbeitsstunden erforderlich. Damit ist
1—AT) ¢ (3.9)

der Vektor der Arbeitswerte. Die i-te Komponente dieses Vektors gibt an, welche Arbeitszeit erforderlich
ist, um gerade eine Mengeneinheit der Ware i herzustellen.

Aufgabe 3.2

Fiihren Sie die Uberlegungen dieses Abschnitts an Tabelle 3.2 durch, indem Sie die Geldeinheit (Mrd. DM) als
MaB fiir die jeweiligen Mengeneinheiten nehmen. Welche Lohnsumme und welche Summe an Gewinnen und
Abschreibungen ,,steckt” jeweils in Waren fiir 1 Mrd. DM des priméren, sekundiren und tertidren Sektors?

3.1.3 Meinungsbildung in Gruppen. Das Abelson-Modell

Gegenstand der folgenden Modellierung ist eine Gruppe von n Personen, die sich zu einer bestimm-
ten Frage eine Meinung bilden soll. Dabei werden bei den Betrachtungen alle méglichen inhaltlichen
Aspekte von vornherein ausgeblendet. Es wird unterstellt, daf} sich die Gruppenmitglieder in bestimm-
ter Weise gegenseitig beeinflussen und dafl die Meinungsbildung auf Grund dieses Einflusses und der
Anfangsmeinungen zustande kommt. Ein mathematisches Modell auf dieser Basis wurde erstmals von
ABELSON (1964) in die Literatur eingefiihrt. Es operiert mit einem System linearer Differentialgleichun-
gen. Hinweise auf weitere Modelle, die zum Teil mit anderen mathematischen Strukturen, insbesondere
diskreten stochastischen Prozessen arbeiten, gibt BODROZIC (1998). Die folgende Darstellung bezieht
sich ausschlieflich auf das Abelson-Modell.

Die Meinung eines einzelnen Mitglieds wird durch eine einzelne Zahl beschrieben. Abgesehen von
dem damit aufgeworfenen methodischen Problem, Meinungen in irgendeiner Weise zu quantifizieren,
ist damit die Einschrinkung verbunden, dafl die Frage, um die es geht, ,.eindimensional* ist, also mit
,ja‘ oder ,nein“ oder dazwischen liegenden Abstufungen beantwortet werden kann. Die Meinung jedes
Gruppenmitgliedes veridndert sich kontinuierlich unter dem Eindruck der Meinung der anderen Mit-
glieder. Aus der Sicht eines Einzelnen 148t sich die Verinderung seiner Meinung so beschreiben: Als
Gruppenmitglied erlebe ich die Abweichung der eigenen Meinung von der eines anderen als Konflikt,
auf den ich mit Anpassung an die andere Meinung reagiere. Der Anpassungsdruck ist dabei umso groBer,

3HEINE / HERR (2000, 221) nennen als ihre herausragenden Vertreter Adam Smith, David Ricardo und Karl Marx.
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je stirker ich mich von dem anderen Mitglied beeinflussen lasse und je stirker dessen Meinung von der
meinigen abweicht.
Es bezeichne fiir die Gruppenmitgliederi = 1,...,n

* xi(t) € R die Meinung von Person i zum Zeitpunkt ¢,

* a;; > 0 ein MaB fiir den Einfluss, den Person j (j # i) auf die Meinungsbildung von Person i
ausiibt.

Die Gruppenstruktur wird also durch die Zahlen a;; beschrieben. a;; = 0 bedeutet, dass Person j keinerlei
Einfluss auf Person i ausiibt. Ansonsten gilt: Je groBer der Einfluss, desto groBer a;;.

Da sich in konkreten Gruppen derartige Einflussfaktoren schwerlich quantitativ fassen lassen, kann es
bei mathematischen Modellen, die damit operieren, nicht um quantitative Prognosen gehen, sondern nur
um qualitative, strukturelle Aussagen.

Mit den eingefiihrten GroBen ist nun fiir i # j

aij (xj = xi)

der Anpassungsdruck, den Person i durch den Einfluss der Person j erlebt. Das Abelson-Modell geht nun
davon aus, dass Person i diesem Druck einfach nachgibt, wobei sich die Einfliisse der anderen Gruppen-
mitglieder aufsummieren:

Xi:Za,‘j(Xj—xl‘) (izl,...,l’l). (310)

J#
Fasst man die aktuellen Meinungen der Mitglieder zu einem Vektor x(¢) zusammen, so erhilt man die
dquivalente Formulierung
X =Ax

mit einer Matrix A = (a;;), fiir die

n
aij>0fiiri# jund Y a;=0 (i,j=1,...,n).
j=1
Die Zeilensummen der Matrix A sind also alle gleich 0.

Die vollige Beliebigkeit der Wahl der x; sieht zunichst etwas verwirrend aus, da nicht klar ist, wie
man diese Zahlen interpretieren soll. Tatsdchlich kann man sich die Meinungen auf einer Skala zwischen
zwei Werten xpi, und xp.x angesiedelt denken, die dann im Verlaufe des Meinungsbildungsprozesses
nicht verlassen wird. Es gilt ndmlich
Satz 3.1.2

Sei x(¢) eine fiir alle r > 0 definierte Losung von (3.10). Gilt dann fiir zwei reelle Zahlen x,;, und
Xmax

Xmin < %i(0) < xmax fiiri=1,...,n,

so gilt fiir alle Zeiten t > 0
Xmin < Xi(1) < xmax firi=1,...,n.

Beweis: Zu zeigen ist die positive Invarianz (AMANN (1983, 233 ff.)) des Wiirfels

X = [xmin s xmax]n

Diese ist damit dquivalent (AMANN (1983, 241/242)), dass fiir alle Randflichen von X der durch die
rechten Seiten von (3.10) definierte Vektor nicht aus X hinausweist, daf} also

XEX, X =Xmin = X >0,
XEX,Xi=Xmax = % <0.
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Diese Implikationen ergeben sich aber unmittelbar aus der Tatsache, da3 im ersteren Falle x; > x; und
im letzteren x; < x; fiir alle j # i. |

Dieser Satz erleichtert nicht nur die Interpretation der Zahlen, die die Meinungen der Mitglieder dar-
stellen sollen, sondern driickt auch eine spezifische Eigenschaft des Abelson-Modells aus: Das zu Beginn
des Gruppenprozesses vorhandene Meinungsspektrum (beschrieben durch beliebige Zahlenwerte) wird
im Verlaufe des Gruppenprozesses nicht verlassen. Meinungen kdnnen also nicht extremer werden, als
sie zu Beginn bereits sind. Das liegt natiirlich an den Modell-Voraussetzungen, nach denen die Gruppen-
mitglieder sich in ihrer Meinungsbildung aneinander anpassen.

Spezialfall eines Paares

In dem speziellen Fall n = 2 lautet das Abelson-Modell nach entsprechender Umbenennung der Variablen
und Konstanten:

x=a(y—x) , x(0)=xp
y=bx=y) . ¥0)=yo

mit a,b > 0. Damit sich die beiden Personen iiberhaupt in irgendeiner Weise beeinflussen, muss a+5 > 0
sein, was im Folgenden vorausgesetzt werden soll. Fiir die Losungen des Systems ergibt sich einerseits

x—y=—(a+b)(x—y) und daher x(¢) — y(¢) = (xo — yo) e~ “*?)7

andererseits
bx+ay=0unddaher bx(t)+ay(t)=bxo+ayo.

Aus beiden Gleichungen zusammen folgt

bxo—i-ayo a —(a+b)t
1) = —
x(t) atb  atp 0TY0e
bx0+ay0 b —(a+b)t
t —
y) atb  Tavp0TRe
und damit langfristig
. ) bxy+ayy
1 t)=1 )= ——.
lim x(r) = lim y(r) = —

Langfristig tendiert das Paar also zu einer gemeinsamen Meinung, die ein gewichtetes Mittel der beiden
Anfangsmeinungen ist. Die Gewichte sind dabei proportional zu den wechselseitigen Einflussfaktoren:
b definiert den Einflufl des ersten auf den zweiten Partner und bestimmt das Gewicht von x( in der
Endmeinung, a definiert den Einflul des zweiten auf den ersten Partner und bestimmt das Gewicht von
yo in der Endmeinung.

3.2 Die Zusammenhangsstruktur mehrdimensionaler Modelle

Besonders durch das zuletzt in 3.1.3 betrachtete Modell von Abelson zur Meinungsbildung in Gruppen
sollte deutlich geworden sein, dass die quantitative Bestimmung von Modellparametern erhebliche Pro-
bleme aufwerfen kann. In welchem Mafle etwa eine Person von einer anderen beeinflusst wird, ldsst sich
kaum feststellen. Ob das iiberhaupt passiert oder aber gar nicht sein kann, z. B. weil die beiden Personen
sich nicht kennen, ist dagegen eine Information, an die schon eher heranzukommen ist. Was aber ldsst
sich allein mit solchen Informationen anfangen? Diese Frage soll jetzt untersucht werden.
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In einem Modell mit n Zustandsvariablen wird (zunichst) festgestellt, durch welche anderen Zustands-
variablen sie beeinflusst werden. Fiir die Beispiele des letzten Abschnitts lduft das auf folgende Fragen
hinaus:

* Durch welche (andere) Altersklasse des Vorjahrs ist die aktuelle Groe einer Altersklasse be-
stimmt?

¢ Welche (anderen) Waren fliefSen in die Produktion einer Ware ein?

* Welche anderen Personen beinflussen die Meinungsbildung eines Gruppenmitglieds?

Stellt man die Zustandsvariablen jeweils durch einen Punkt in der Zeichenebene dar und kennzeich-
net die wechselseitigen Beeinflussungen durch Pfeile von einem Punkt zum andern, so ergibt sich die
mathematische Struktur eines gerichteten Graphen bzw. dessen grafische Veranschaulichung.

x—..

Abbildung 3.1: Beispiel eines Digraphen

Definition 3.2.1

Ein ,gerichteter Graph“ oder ,,.Digraph“ G = (E, P) ist gekennzeichnet durch eine nichtleere, endliche Menge E
und eine endliche Menge P C E x E. Die Elemente von E werden als ,,Ecken®, die Elemente von P als ,,gerichtete
Kanten“ oder ,,Pfeile” bezeichnet. Anstelle von (u,v) € P schreiben wir auch u — v; u heift dann ,,Anfangs-“ und
v ,,Endpunkt* des Pfeils (u,v).

Nach dieser Definition ist es erlaubt, dass ein Pfeil eine Ecke mit sich selbst verbindet. Fir die im Fol-
genden vorgenommene Analyse (der Zusammenhangsstruktur von Digraphen) spielen derartige Pfeile
aber keine Rolle.

Definition 3.2.2
Sei G = (E,P) ein Digraph. Unter einem ,,Weg* in G versteht man eine endliche Folge von Ecken
W= (U, U1, ..., Um—1,Uy) Mit

uy—ul — ... > Upy—1 — Uy .

m heiBit dann die ,.Linge* des Weges. ug heifit ,,Anfangs-“, u,, ,,Endpunkt* des Weges w, w wird
auch ein Weg ,,von ug nach u,,“ genannt. Ein Weg mindestens der Linge 1 mit gleichem Anfangs-
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und Endpunkt heiBt ein ,,Zyklus®. Ein Zyklus (ug,u1,...,Um—1,Un = Up) mit m > 2 und paarweise
verschiedenen Ecken uy,uy,...,u, heiBit ein ,,Kreis*.

v € E heiit von u € E aus ,erreichbar®, wenn ein Weg von u nach v existiert.

Nach dieser Definition ist fiir jede Ecke u € E die einelementige Folge () ein Weg (der Léinge 0) von
u nach u, weshalb in jedem Fall u von sich selbst aus erreichbar ist. (u) ist allerdings kein Zyklus, im
Gegensatz zu (u,u), falls (u,u) € P. (u,u) ist aber kein Kreis. Kreise sind Zyklen durch mindestens zwei
verschiedene Punkte, die keine echten Teilzyklen enthalten, in diesem Sinne also minimal sind.

Definition 3.2.3
Seien G = (E, P) ein Digraph und F' C E nicht leer. Unter dem ,,von F erzeugten Unterdigraphen®
versteht man den Digraphen H = (F, Q) mit

O0={(u,v)eP:u,veF}.

Die Ecken von H sind also die Elemente von F, die Pfeile von H sind alle Pfeile von G, die Ecken in F
miteinander verbinden.

3.2.1 Zusammenhangskomponenten und Kondensations-Digraph

Definition 3.2.4
Ein Digraph G = (E, P) heiBt ,kreisfrei oder ,,azyklisch®, wenn es in ihm keinen Kreis gibt.

In einem kreisfreien Digraphen kann es auBer den Zyklen (u,u) der Linge 1 keine weiteren Zyklen
geben.

Definition 3.2.5
Ein Digraph G = (E, P) heiBit stark zusammenhéingend, wenn zwischen je zwei Ecken u,v € E ein
Weg von u nach v in G existiert.

In einem stark zusammenhingenden Graphen mit mindestens zwei Ecken liegt jede Ecke auf einem
Kreis. In diesem Sinne stehen die beiden zuletzt eingefiihrten Begriffe zueinander in scharfem Gegensatz.
In einem noch zu prizisierenden Sinne sind sie aber auch zueiinander komplementér: Jeder Digraph 146t
sich auf azyklische Weise aus stark zusammenhingen Unterdigraphen zusammensetzen.

Definition 3.2.6
In einem Digraphen G = (E, P) heifit eine nichtleere Eckenmenge F C E eine ,,starke Zusammen-
hangskomponente* von G, wenn der von F erzeugte Unterdigraph stark zusammenhingend ist, dies
aber fiir keine echte Obermenge von F' gilt.

Satz 3.2.7 (ROBERTS (1976, 44/45))
Sei G = (E, P) ein Digraph. Dann liegt jede Ecke u € E in genau einer starken Zusammenhangskom-
ponente von G. Diese besteht aus allen Ecken v € E, fiir die sowohl ein Weg von « nach v als auch ein
Weg von v nach u in G existiert. Die Menge der starken Zusammenhangskomponenten bildet daher
eine disjunkte Zerlegung der Eckenmenge E.

Definition 3.2.8
Der ,,Kondensations-Digraph* G* = (E*, P*) des Digraphen G = (E, P) ist definiert durch die Ecken-
menge E* der starken Zusammenhangskomponenten von E und die Pfeilmenge

P*={(U,V) € (E*)*:U#V, esgibtuecU,v €V mit (u,v) € P} .

Zwei starke Zusammenhangskomponenten U,V werden also dann durch einen Pfeil miteinander verbun-
den, wenn in G entsprechendes fiir mindestens je eines ihrer Elemente gilt. Aquivalent dazu ist, daB von
jeder Ecke in U zu jeder Ecke in V ein Weg in G existiert.



3.2 Die Zusammenhangsstruktur mehrdimensionaler Modelle 97

Abbildung 3.2: Starke Zusammanhangskomponenten des Digraphen
aus Abbildung 3.1

Abbildung 3.3: Kondensations-Digraph zu Abbildung 3.2

Satz 3.2.9 (ROBERTS (1976, 47))
Der Kondensationsdigraph eines beliebigen Digraphen ist azyklisch.

Definition 3.2.10
Sei G = (E,P) ein Digraph. B C E heiBt ,,Eckenbasis* von G, wenn zu jedem v € E ein u € B und
ein Weg von u nach v in G existiert und wenn keine echte Teilmenge von B diese Eigenschaft hat.

In einem stark zusammenhingenden Digraphen bildet jede einzelne Ecke eine Eckenbasis. Ganz anders
in einem azyklischen Digraphen:

Satz 3.2.11 (ROBERTS (1976, 47))
Ein azyklischer Digraph besitzt eine eindeutig bestimmte Eckenbasis. Sie besteht aus allen Ecken,
die nicht Endpunkt eines Pfeils sind.
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Definition 3.2.12
Die starken Zusammenhangskomponenten eines Digraphen G, die die eindeutig bestimmte Ecken-
basis des Kondensations-Digraphen G* bilden, werden als ,,Basiskomponenten* von G bezeichnet.

3.2.2 Meinungsbildung in Gruppen

Fiir die in 3.1.3 betrachtete Situation der Meinungsbildung in Gruppen gibt der Kondensations-Digraph
charakteristische Merkmale der Gruppenstruktur wieder. Innerhalb jeder Zusammenhangskomponente
beeinflusst jedes Gruppenmitglied jedes andere direkt oder indirekt. Bei Anpassungsprozessen kann in-
nerhalb einer Komponente langfristig mit einer einheitlichen Meinung gerechnet werden, was allerdings
nicht bedeuten muss, dass jedes Mitglied innerhalb einer Komponente das selbe Gewicht hat.

Dagegen wird durch den Kondensations-Digraphen eine Hierarchie innerhalb der gesamten Grup-
pe aufgezeigt: Die Meinungsbildung innerhalb der Basiskomponenten wird autonom erfolgen, andere
Mitglieder haben darauf keinen Einfluss. Die anderen Komponenten unterliegen dagegen dem Einfluss
derjenigen Basiskomponenten, von denen aus sie erreichbar sind. Welche Stirke dieser Einfluss hat, ist
damit noch nicht gesagt. Das hiangt von dem quantitativen Modell und der Groe der Modellparameter
ab.

3.2.3 Der Digraph einer nichtnegativen Matrix

Definition 3.2.13
Sei G = (E, P) ein Digraph, die Ecken seien durchnumeriert: E = {uy,...,u,}. Dann heiit die (n,n)-
Matrix A = (a;;) mit

- 1 fallsu; — u;
YTl o0 sonst

die ,,Adjazenzmatrix* von G.

Beachten Sie die hier gewihlte Reihenfolge der Indizes i und j. Nach Durchnumerierung der Indizes
ist die Adjazenzmatrix eindeutig bestimmt, oder anders gesagt: Die Adjazenzmatrizen eines Digraphen
gehen auseinander durch Vertauschung der Zeilen und entsprechende Vertauschung der Spalten hervor.
Umgekehrt ldsst sich zu einer gebenen quadratischen Matrix mit Eintrdgen O und 1 der Digraph eindeutig
rekonstruieren, dessen Adjazenzmatrix sie ist.

Definition 3.2.14
Sei A = (a;;) € R™" eine (n,n)-Matrix mit nicht negativen Eintrigen a;; > 0. Der Digraph G = (E, P)
mit E={1,...,n} und P = {(j,i) : a;; > 0} heiBe der ,,zu A gehorige Digraph*“ oder der ,,Digraph
der Matrix A“.

Offenbar ist jeder Digraph der Digraph seiner Adjazenzmatrix.
Im folgenden soll es darum gehen, Eigenschaften von Matrizen durch die ihrer Digraphen bzw. die
von Digraphen durch die ihrer Adjazenzmatrizen zu charakterisieren.

Definition 3.2.15
Eine reelle (n,n)-Matrix A = (a;;) € R"" heifit ,,irreduzibel”, wenn der Digraph der nichtnegativen
Matrix |A| = (|a;j|) stark zusammenhingend ist.

Ist eine (n,n)-Matrix A nicht irreduzibel, so werden sie durch eine Umnumerierung der Zeilen und
entsprechende Umnumerierung der Spalten auf eine iibersichtlichere Form gebracht: Zunichst werden
die Elemente jeder Zusammenhangskomponente des Digraphen von |A| mit fortlaufenden Nummern
versehen, sodann die Zusammenhangskomponenten in eine Reihenfolge gebracht, so dass

* die Basiskomponenten am Anfang stehen,
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 die Komponente U vor der Komponente V' steht, wenn im Kondensations-Digraphen ein Weg von
U nach V fiihrt.

Durch eine so erklirte (in der Regel nicht eindeutig bestimmte) Umnumerierung ergibt sich

Satz 3.2.16
Sei A € R™". Besitzt der Digraph von |A| m Zusammenhangskomponenten, davon r Basiskompo-
nenten, so ldsst sich A durch Umnumerierung der Zeilen und entsprechende Umnumerierung der
Zeilen in die folgende Blockdreiecksgestalt bringen:

Al 0 0 0 0
0 A
A= 0 e 0 Arr 0 . 0
ArJrl7l ArJrl.,r Ar+l,r+l :
: . . 0
Am1 Anm-1 Amm
mit irreduziblen Matrizen A;j fiir j =1,...,m.

Die Irreduzibilitit nichtnegativer Matrizen lédsst sich durch Untersuchung der Potenzen A’ feststellen,
der starke Zusammenhang eines Digraphen also durch Betrachtung der Potenzen seiner Adjazenzmatrix.
Das liegt daran, dass bei der Multiplikation von A > 0 mit sich selbst das Element

(2)
ay =ap ajg+ ...+ ain Apk

in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A? genau dann positiv ist, wenn fiir mindestens ein j sowohl
a;j >0 als auch a; > 0, wenn also im zugehorigen Digraphen ein Weg von k nach i der Léange 2 existiert.
Allgemeiner gilt (Beweis als Aufgabe):

Hilfssatz 3.2.17
Im Digraphen der nichtnegativen (n,n)-Matrix A existiert genau dann ein Weg von k nach i der Linge
t, wenn das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A’ positiv ist.

Wenn in einem Digraphen mit n Ecken ein Weg von der Ecke k zur Ecke i fithrt, dann immer auch ein
Weg hochstens der Linge n — 1. Es geniigt daher, die Potenzen A’ mit7 = 0,...,n — 1 zu betrachten:

Satz 3.2.18
Fiir eine nichtnegative (n,n)-Matrix A sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) A istirreduzibel.
(b) T+A+A%+...+A" >0

Statt der hier gewdhlten hitte natiirlich auch jede beliebige andere positive Linearkombination von
ILA,A?, ..., A" ! gewihlt werden kdnnen.
3.2.4 Positive Potenzen nichtnegativer Matrizen

Unter den Bedingungen von Satz 3.2.18 braucht keine Potenz A’ positiv zu sein. Ein Beispiel ist die

Lesliematrix
A— 0 2
1 0

fiir eine Population mit zwei Altersklassen. Fiir das diskrete dynamische System

x(t+1)=Ax(r),x(0) =xo
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mit der Losung
x(t) = A" xo

hat das zur Folge, dass sich die Generationen in einem bestimmten Sinne nie durchmischen: Die Grofie
der ersten Komponente von x( etwa hat Einfluss auf die erste Komponente von x(z) zu allen geraden
Zeitpunkten ¢ und auf die zweite Komponente von x(¢) zu allen ungeraden Zeitpunkten ¢, nicht aber auf

die jeweils andere Komponente.
Das aber hat Finfluss auf das Langzeitverhalten, auf das spiter noch einzugehen sein wird. Als Cha-
rakterisierung ist der folgende Satz von Interesse:

Satz 3.2.19
Fiir eine nichtnegative (n,n)-Matrix A sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(a) Esexistiertein 7 € IN mit A’ > 0.
(b) Esexistiert ein r € IN, sodass A* > O fiir alle s > 7.

(c) Der Digraph G von A ist stark zusammenhingend, und die Langen der Zyklen in G haben den
groBten gemeinsamen Teiler 1.

In dem speziellen Fall einer irreduziblen, nichtnegativen Matrix A mit mindestens einem positiven
Diagonaleintrag a;; > 0 sind die angegebenen Bedingungen erfiillt.

Beweis: Ist G stark zusammenhingend, so kann keine ganze Zeile oder Spalte von A nur aus Nullen
bestehen. Mit A’ > 0 ist daher auch A’*! = A A’ > 0 und damit A® > O fiir alle s > ¢. Damit folgt
die Aquivalenz von (a) und (b). Klar ist auch, dass (c¢) sowohl aus (b) als auch aus dem angegebenen
speziellen Fall folgt. Zu zeigen bleibt, dass (b) aus (c) folgt:

Sei G stark zusammenhédngend, und seinen ¢4, ...,f, Lingen von Zyklen I'(,...,I’, in G mit dem
groBten gemeinsamen Teiler 1. Seien j; € I'y,..., j, € Iy, fest gewihlt. Zu beliebigen k,i € {1,...,n}
gibt es dann einen Weg von k iiber ji, jo, ..., jm nach i. Sei s(k,i) dessen Linge. Dieser Weg lésst sich

dadurch verlidngern, dass man zusitzlich einen oder mehrere der Zyklen I''y einmal oder 6fter durchliuft.
Daher gibt es von k nach i Wege aller Langen

m
s(k,i)+ ) oty mitoy,... 00, € N .
v=I
Nun gibt es aber ein natiirliche Zahl 7, sodass sich alle natiirlichen Zahlen > 7 inder Form¢ =Y, ay ty
mit ..., 0, € INp darstellen lassen (siehe nachstehender Hilfssatz). Fiir alle s > s(k, i) +7 gibt es daher
einen Weg der Linge s von k nach i. Ist § das Maximum der s(k, ), so ist daher A* > O fiir alle s > §+7.

Zu zeigen bleibt noch

Hilfssatz 3.2.20
Seienty,...,t, natiirliche Zahlen mit dem groBten gemeinsamen Teiler 1. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl 7, sodass sich alle natiirlichen Zahlen ¢ > 7 in der Form

m
t=Y oayrymitay,... 0 € Ny
v=1

darstellen lassen.

Beweis: Offenbar geniigt es zu zeigen, dass sich #; aufeinander folgende natiirliche Zahlen in der ange-
gebenen Form darstellen lassen. Die Darstellung aller grofleren ergibt sich dann daraus durch Addition
entsprechender positiver Vielfacher von .

Nach einem bekannten Ergebnis der elementaren Zahlentheorie (vgl. LEUTBECHER (1996, 14)) lésst
sich nun aber jede ganze Zahl s in der Form

m
s = Z thvmitﬁl,...,ﬁmez
v=1
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darstellen. Addiert man nun zu den Darstellungen

_
Il
(agb
=
~=
?v

<
Il

m
2
2 = Z ﬁ\g ) ty
v=I
m
n—1 = Z ﬁétl_l) by
v=l1
eine Darstellung
m
S:: Z av tv
v=1
mit hinreichend grof3en natiirlichen Zahlen ¢, ..., &, so ergibt sich das gewiinschte Ergebnis. |

3.3 Der Losungsraum linearer dynamischer Systeme

Fiir eine reelle (n,n)-Matrix A werden die mit ihr definierten dynamischen Systeme betrachtet, in dis-
kreter Zeit also der lineare Iterationsprozess

x(t+1)=Ax(¢t) firt =0,1,2,... (3.11)
und in kontinuierlicher Zeit das System linearer Differentialgleichungen
x=AxfirreR, (3.12)

ferner mit einer unendlichen Folge u : INg — IR” bzw. einer stetigen Funktion u : R — IR" die inhomo-
genen linearen dynamischen Systeme

x(t+1)=Ax(t)+u(r) firr=0,1,2,... (3.13)

bzw.
x=Ax+u(t)firte R, (3.14)

(3.11) bzw. (3.12) wird auch das zu (3.13) bzw. (3.14) gehorige homogene System genannt.

3.3.1 Existenz und Eindeutigkeit bei Anfangswertaufgaben

Der Unterschied in den Definitionsbereichen bei den diskreten Systemen (3.11) und (3.13) einerseits und
den kontinuierlichen Systemen (3.12) und (3.14) andererseits betrifft nicht nur die Frage, ob  diskret oder
kontinuierlich zu wihlen ist, sondern auch das Vorzeichen von ¢. Der Grund dafiir liegt darin, dass bei
vorgegebenem x(0) = x¢ im diskreten Fall und bei singulérer Systemmatrix A fiir negative  eine Losung
im Allgemeinen nicht definiert ist, im kontinuierlichen Fall dagegen wohl. Die Ergebnisse werden hier in
zwei Satzen zusammen gefasst. Der erste, die diskreten Systeme betreffend, folgt unmittelbar aus deren
Definition. Der zweite bedarf dagegen eines keineswegs trivialen, hier nicht gefiihrten Beweises und
folgt im Ubrigen auch nicht direkt aus dem allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme
gewoOhnlicher Differentialgleichungen.

Satz 3.3.1

Fiir jede Folge u : INg — IR” und jedes xo € IR" existiert genau eine Losung x : INg — IR” von (3.13)
mit x(0) = xo.
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Satz 3.3.2
HEUSER (1989, 501)

Fiir jede auf einem reellen Intervall / mit O € I definierte stetige Funktion u : / — IR” und jedes
xo € IR" existiert genau eine Losung x : I — IR" von (3.14) mit x(0) = xo.

Wihlt man u als identisch Null, so sind mit diesen Sétzen auch die homogenen Systeme erfasst. Die
gleichen Sitze gelten auch mit von 7 (stetig) abhingenden Systemmatrizen A(z) (s. HEUSER (1989,
501)).

3.3.2 Die lineare Struktur des Losungsraums

Mit X1, X, ist auch jede Linearkombination o x; + 0 Xx» mit 0, € IR eine Losung des homogenen
Systems (3.11) bzw. (3.12), wie sich durch Einsetzen sofort feststellen ldsst. Die Abbildung, die jedem
Anfangswert die zugehorige Losung von (3.11) bzw. (3.12) zuordnet, ist daher linear. Sie ist auBerdem
injektiv, da die Losungen zu verschiedenen Anfangswerten sich ja zumindest fiir # = 0 unterscheiden.
Damit tibertrdgt sich aber die lineare Struktur des Raums IR” der Anfangswerte auf den Losungsraum,
es gilt also

Satz 3.3.3
Der Losungsraum (die Menge aller Losungen) von (3.11) bzw. (3.12) ist ein n-dimensionaler linearer

Teilraum des Folgenraums (IR")INO bzw. des Raumes C' (IR, IR") der stetig differenzierbaren Funk-
tionen von IR nach IR".

Definition 3.3.4
Unter einem ,,Fundamentalsystem* von (3.11) bzw. (3.12) versteht man ein System von n linear
unabhiingigen Losungen, also eine Basis des Losungsraums.

Hat man ein Fundamentalsystem gefunden, so ergeben sich durch Bildung von Linearkombinationen alle
Losungen des homogenen Systems.

Fiir zwei Losungen des inhomogenen Systems (3.13) bzw. (3.14) ist ihre Differenz stets eine Losung
des zugehorigen homogenen Systems (3.11) bzw. (3.12). Umgekehrt ist die Summe einer Losung des
inhomogenen mit der des homogenen Systems stets wieder eine Losung des inhomogenen Systems.
Daraus folgt

Satz 3.3.5
Ist z eine spezielle Losung des inhomogenen Systems (3.13) bzw. (3.14), so ergeben sich alle Losun-
gen dieses Systems als Summe von z und den Losungen des zugehdrigen homogenen Systems.

Zur Bestimmung aller Losungen eines homogenen Systems geniigt es also, eine spezielle Losung zu
bestimmen, sofern ein Fundamentalsystem des zugehorigen homogenen Systems bekannt ist.
3.3.3 Die Rolle der Eigenwerte der Systemmatrix

Zur Bestimmung eines Fundamentalsystems liegt es nahe zu versuchen, moglichst viele linear unabhin-
gige Losungen zu bestimmen und zu hoffen, dass man n zusammen bekommt. Mit dem Ansatz

x(f)=A"wmit A € Rund w € R"

fiir das diskrete System (3.11) bzw.

A

x(t)=e¢*" wmit A € Rund w € R"

fiir das kontinuierliche System (3.12) ergibt sich durch Einsetzen:
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Satz 3.3.6
A w ist genau dann eine von 0 verschiedene Losung von (3.11), und et w ist genau dann eine
von 0 verschiedene Losung von (3.12), wenn A ein Eigenwert von A und w # 0 ein zugehoriger
Eigenvektor ist, wenn also
Aw=Aw.

Alle weiteren Uberlegungen bestehen letztendlich darin, mit diesem Ansatz und gewissen Modifika-
tionen ein Fundamentalsystem zu konstruieren. Eine erste Komplikation tritt dadurch auf, das A auch
komplee Eigenwerte haben kann, sodass die Beschriankung auf reelle Eigenwerte nicht zu » linear unab-
hingigen Losungen fithren kann.

3.3.4 Komplexe Losungen

Eine Folge z : Ny — C” bzw. Funktion z : R — C", die der Gleichung (3.11) bzw. (3.12) geniigt, heif}t
komplexe Losung von (3.11) bzw. (3.12). Sie ldsst sich darstellen in der Form

z(t) =x(t)+iy(r)

mit reellen GroBen x(¢) und y(¢). Setzt man diese Darstellung in (3.11) bzw. (3.12) ein, so ergibt sich:

Satz 3.3.7
z =X +1iYy ist genau dann eine komplexe Losung von (3.11) bzw. (3.12), wenn x und y reelle Losun-
gen von (3.11) bzw. (3.12) sind.

Ist nun A ein komplexer Eigenwert von A und w # 0 ein zugehoriger Eigenvektor, so ist wie oben fiir
den reellen Fall A’ w eine komplexe Losung von (3.11) und M w eine komplexe Losung von (3.12).
Daraus lassen sich reelle Losungen gewinnen: Mit

A=p+iv=re®=r(cosQ+ising) (r>0),w=u+iv

ist
AMw=re® w = 7 (cosqr+isingt) (utiv)
= 7 [(ucos@t—v singt)+i (usin@r+v cos @t)]
und
Alw=elleVw = M (cosvi4isinve) (u+iv)
= "' [(ucosvi—v sinve)+i(usinvi+v cosvi)] .
Es folgt
Satz 3.3.8
Ist A = u+iv=re' ?ein komplexer Eigenwert von A und w = u+i v ein zugehoriger Eigenvektor,
so sind

' (ucos@t —v singt) und ¥ (usin @t + v cos ¢t)

reelle Losungen von (3.11) und
e’ (u cosvt—v sinvt) und e*’ (u sinvt+v cosvt)
reelle Losungen von (3.12).

Es sieht so aus, als bekdme man fiir jeden komplexen Eigenwert von A gleich zwei linear unabhingige,
reelle Losungen. Dabei ist jedoch zu beachten, dass mit A auch die konjugiert komplexe Zahl A4 ein
Eigenwert der reellen Matrix A ist, der zu denselben reellen Losungen fiihrt.

Fiir die meisten Zwecke ist es einfacher, den Ubergang von den komplexen zu den reellen Losungen
nicht zu machen, sondern gleich nach komplexen Fundamentalsysteme zu suchen.



104 3 Modellierung mit linearen Gleichungen

3.3.5 Komplexe Fundamentalsysteme: Diagonalisierbare Systemmatrizen

m aus komplexen Eigenwerten und zugehdrigen Eigenvektoren gewonnene Losungen
Al wibzw. et w; (i=1,...,m)

sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Eigenvektoren wy,...,w,, es sind (Beweis als Aufgabe).
Mit dem hier durchgefiihrten Ansatz erhilt man daher genau dann ein (komplexes) Fundamentalsystem,
wenn A n linear unabhédngige Eigenvektoren besitzt. Das wiederum ist damit gleichbedeutend, dass eine
regulire (komplexe) (n,n)-Matrix S existiert, sodass

ST'TAS=D

eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonaleintrige von D sind gerade die Eigenwerte von A, und in den
Spalten von S stehen entsprechende Eigenvektoren. (s. ARTMANN (1991, 197 ff.))

Ein sehr wichtiger Sonderfall ist der, dass A n verschieden Eigenwerte besitzt, denn dann sind die
zugehorigen Eigenvektoren immer linear unabhéngig. (s. ARTMANN (1991, 198))

3.3.6 Exkurs: Jordan’sche Normalform und Jordan-Sequenzen

Jede komplexe (n.n)-Matrix A ist bekanntlich (s. ARTMANN (1991, 324 ff.)) dhnlich zu einer Matrix in
Jordan’scher Normalform, d. h. es existiert eine regulire (n,n)-Matrix S, sodass

J;, 0 -~ o 0
0 I :
STTAS=B=
. Jm—l 0
0 -+ - 0 I,
mit ober (r;, r,)-Matrizen
A1 0 0
Ai
Ji= 0 (i=1,...,m),
: A1
0 -+ -+ 0 A

den Jordankdstchen, wobei r| + ...+ r, = n. Echte Jordankéstchen mit r; > 2 treten fiir solche Eigen-
werte auf, bei denen die algebraische Vielfachheit (Vielfachheit der Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von A) gréBer ist als die geometrische Vielfachheit (Dimension des Raums der Eigenvekto-
ren).

Sind wy,...,w, diejenigen Spalten von S, die der Stellung eines bestimmten (r,r)-Jordankéstchens

(der Index i wird hier weggelassen)

A 0 0
0 A
J= 0 (i=1,...,m)
A1
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in B ensprechen, so ist wegen AS =S B
Awi =AW, Awa=Awr+wi, ..., Aw,=A w,+w,_1. (3.15)

w ist also ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A, wihrend w»,...,w, zugehorige Hauptvektoren
verschiedener Stufe sind. r linear unabhéngige Vektoren wy, ..., w, mit (3.15) heilen auch eine Jordan-
sequenz von A.

Die Zeilen von S™!, die der Stellung des Jordankistchens in B entsprechen, spielen eine analoge Rolle:
Sind T,... fT diese Zeilen, so ist wegen AT (S~1)T = (S~1)T BT

AT, =2t ATt =Af_ 4+, ... , AT =Af +1. (3.16)

f, ist also ein Eigenvektor von AT (oder Linkseigenvektor von A) zum Eigenwert A, wihrend f,_1,...,f;
zugehorige Hauptvektoren verschiedener Stufe sind.

Es bezeichne (mit anderer Indizierung als eben!) wy, ..., w, die Spalten von S und flT, . ,f,f die Zeilen

von S7!. Jedes x € IR” ist darstellbar als Linearkombination der w it
X=0 Wi +...+0,;, W,.
Multiplikation dieser Gleichung von links mit f7 liefert

ffx=q;firi=1,...,n

(hier wurde ausgenutzt, dass S~! S = I). Daraus folgt

x = (fl X) wy+...+ (fI x) w, fiir alle x € R" . (3.17)

3.3.7 Komplexe Fundamentalsysteme: Allgemeiner Fall

Stimmen fiir mindestens einen (mehrfachen) Eigenwert der Systemmatrix A algebraische und geometri-
sche Vielfachheit nicht iiberein, treten also in der Jordan’schen Normalform echte Jordankéstchen auf,
so lassen sich mit Losungen der Form

AT wbzw. e* ' w

allein keine Fundamentalsysteme von (3.11) bzw. (3.12) bilden, da keine n linear unabhiingigen Eigen-
vektoren w existieren. Hierzu kann man aber auf die Jordansequenzen zuriickgreifen. Die beiden folgen-
den Sitze lassen sich durch Einsetzen in die jeweilig zu Grunde liegenden Gleichungen verifizieren:

Satz 3.3.9
Die Jordan’sche Normalform der reellen (n,n)-Matrix A besitze ein r-dimensionales Jordankéstchen
zum Eigenwert A mit der zugehorigen Jordansequenz wi, ..., w, entsprechend (3.15). Dann bilden
im Falle A = 0 die Folgen

(Wl,0,0,0,...), (WQ,W1,0,07...) g ey (W,,...,W1707O,...)

((t))ﬂ,lwl
<;>7L’_1W1+((t))7tth

t t—r+1 t t
(r—l)l Wl—ﬁ—...—i—(o)kwr

r linear unabhédngige Losungen von (3.11). Die Gesamtheit dieser Losungen (iiber alle Jordankést-
chen von A) bilden ein Fundamentalsystem.

und im Falle A # 0 die Folgen
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Satz 3.3.10
Die Jordan’sche Normalform der reellen (n,n)-Matrix A besitze ein r-dimensionales Jordankistchen
zum Eigenwert A mit der zugehorigen Jordansequenz wy, ..., w, entsprechend (3.15). Dann bilden
die Funktionen
2 p e e 1
eMwy, et (twit+wy), e t(§W1+tW2+W3), ., e ‘(m Wit +w,)

r linear unabhingige Losungen von (3.12). Die Gesamtheit dieser Losungen (iiber alle Jordankist-
chen von A) bilden ein Fundamentalsystem.

3.3.8 Stabilitit

Da alle Losungen von (3.11) bzw. (3.12) als Linearkombinationen aus den Fundamentalsystemen erge-
ben, folgen aus den letzten beiden Sitzen fiir das Langzeitverhalten der Losungen die folgenden Ergeb-
nisse:
Satz 3.3.11

Sei A eine reelle (n,n)-Matrix.

(a) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

* Fiir alle Losungen x des homogenen, linearen, diskreten dynamischen Systems (3.11) mit
der Systemmatrix A ist
lim x(r) =0.

[—o0

* Der Absolutbetrag aller Eigenwerte von A ist kleiner als 1.
(b) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

¢ Alle Losungen x des linearen diskreten dynamischen Systems (3.11) mit der Systemma-
trix A sind beschrénkt.

* Der Absolutbetrag aller Eigenwerte von A ist kleiner oder gleich 1, und fiir alle Eigenwer-
te mit dem Absolutbetrag 1 stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit iiberein.

Satz 3.3.12
Sei A eine reelle (n,n)-Matrix.

(a) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

* Fiir alle Losungen x des homogenen Systems linearer Differentialgleichungen (3.12) mit
der Systemmatrix A ist
lim x(¢) =0.

[—00

* Der Realteil aller Eigenwerte von A ist kleiner als 0.
(b) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

* Alle Losungen x des homogenen Systems linearer Differentialgleichungen (3.12) mit der
Systemmatrix A sind auf [0, ) beschréinkt.

* Der Realteil aller Eigenwerte von A ist kleiner oder gleich 0, und fiir alle Eigenwerte mit
dem Realteil O stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit iiberein.

3.3.9 Inhomogene lineare dynamische Systeme mit konstanten Eintrigen

Zur Bestimmung aller Losungen der inhomogenen Systeme (3.13) bzw. (3.14) geniigt es, sofern ein Fun-
damentalsystem des zugehorigen homogonen Systems bekannt ist, eine spezielle Losung zu bestimmen.
Auf allgemeine Losungsformeln soll hier nicht eingegangen werden. Statt dessen wird hier nur ein Son-
derfall betrachtet, dass ndmlich die Eintrige u(#) = u konstant sind, also nicht von der Zeit ¢ abhéngen.
Ich betrachte also inhomogene Systeme der Form

x(t+1)=Ax(t)+u (3.18)
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in diskreter bzw.
x=Ax+4u (3.19)

in kontinuierlicher Zeit. Bei konstanten Eintridgen u liegt es nahe, nach konstanten, also Gleichgewichts-
l6sungen zu suchen, deren Bestimmung die Losung eines linearen Gleichungssystems erfordert. im Falle
des diskreten Systems ist das x = A x 4+ u, im Falle des kontinuierlichen Systems A x +u = 0. Die
eindeutige Losbarkeit des jeweiligen Gleichungssystems vorausgesetzt, erhélt man so einen eindeutig
bestimmten Gleichgewichtspunkt X, durch den eine konstante Losung des jeweiligen Systems definiert
ist.

Fiir eine beliebige Losung x des jeweiligen inhomogenen Systems ist nun aber die Differenz y(z) =
x(t) — X wiederum eine Losung des zugehorigen homogenen Systems, auf die sich daher die zuletzt
formulierten Sétze zur Stabilitit anwenden lassen. Tut man das, so folgt:

Satz 3.3.13
Seien A € IR™" und u € IR". Ist 1 kein Eigenwert von A, die Matrix I — A also regulir, so besitzt das
lineare Gleichungssystem
x=AXx4u

eine eindeutig bestimmte Losung X, durch die eine Gleichgewichtlosung von (3.18) definiert ist. Ist
dariiber hinaus der Absolutbetrag aller Eigenwerte von A kleiner als 1, so gilt fiir alle Losungen x
von (3.18)

Satz 3.3.14
Seien A € IR™" und u € IR". Ist 0 kein Eigenwert von A, die Matrix A also regulir, so besitzt das
lineare Gleichungssystem
Ax+u=0

eine eindeutig bestimmte Losung X, durch die eine Gleichgewichtlosung von (3.19) definiert ist. Ist
dariiber hinaus der Realteil aller Eigenwerte von A kleiner als 0, so gilt fiir alle Losungen x von
(3.19)
;lil?o x(t) =X.
Die beiden Sitze geben Bedingungen an, unter denen die Gleichgewichtslosung nicht nur irgendeine
spezielle Losung des inhomogenen Systems ist, sondern gerade diejenige, die langfristig ,,iibrig bleibt*.

3.4 Nichtnegative Matrizen. Der Satz von Perron-Frobenius

Nichtnegative (n,n)-Matrizen A spielen fiir lineare Modelle insofern eine besondere Rolle, als sie den
nichtnegativen Oktanden in sich abbilden: Mit x > 0 ist auch A x > 0. Ist x ein Vektor von Bestandsgrof3en
und soll auch A x ein solcher sein, so ist das nur sichergestellt, wenn A > 0. Bei linearen, diskreten
dynamischen Systemen

x(t+1)=Ax(r)

mit einem Vektor x(¢) von BestandsgroBen etwa ist das eine zwingende Forderung an ein sinnvoll for-
muliertes Modell.

Der Satz von Perron-Frobenius macht eine Aussage iiber den betragsmifig grofiten Eigenvektor einer
nichtnegativen Matrix : Dieser ist immer reell, und zu ihm gehort ein nichtnegativer Eigenvektor. Fiir irre-
duzible Matrizen ldsst sich diese Aussage noch weiter verschiarfen. Die besondere Rolle der Eigenwerte
fiir die lineare Dynamik macht derartige Ergebnisse interessant.

Im Folgenden wird mit ”Eigenwert-Ungleichungen” der Form

Aw>AwmitAe R, weR", w#0,w>0
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operiert. Mit A = 0 ist eine solche Ungleichung immer erfiillbar. Ist sie erfiillt, so ist andererseits wegen

n n
A wi < J; aijwj < (J:z:l a,'j) m]?x Wi

n
A S max; Zj:l aij.

3.4.1 Der Perron-Frobenius-Eigenwert

Fiir eine nichtnegative (n,n)-Matrix A bezeichne
M(A) :=sup{A €R : esgibteinw € R",w#0,w>0mit Aw>A w}.
Im Folgenden soll gezeigt werden , dass Ao(A) ein Eigenwert von A mit den bereits angedeuteten Eigen-

schaften ist, der Perron-Frobenius-Eigenwert von A.

Hilfssatz 3.4.1
Fiir eine nichtnegative (n,n)-Matrix A ist Ao(A) eine nichtnegative reelle Zahl, und das Supremum
in der Definition von Ag(A) wird angenommen.

Beweis: Nach den vorstehenden Uberlegungen ist nur noch zu zeigen, dass fiir g = A9(A) ein wy € IR”,
wo # 0, wo > 0 mit A wg > Ay w existiert.

Da die Ungleichung A w > A w stets auch fiir jedes positive Vielfache von w erfiillt ist, existiert zu
jedem € > 0 ein we > 0 mit ||w¢|| = 1, sodass

Awe > (Ao—€) we .

Wegen der Kompaktheit von {w >0 : ||w|| = 1} existiert dann aber eine Folge & — 0, fiir die wg,
konvergiert. Der Grenzwert wq dieser Folge hat die gewiinschten Eigenschaften. |

3.4.2 Positive Matrizen

Satz 3.4.2
Sei A eine (in allen Koeffizienten) positive (n,n)-Matrix. Dann ist die in 3.4.1 definierte Zahl Ay =
Ao(A) ein positiver Eigenwert von A der algebraischen und geometrischen Vielfachheit 1 mit einem
zugehorigen positiven Eigenvektor wy. Fiir jeden anderen Eigenwert A von A gilt [A| < Ag.

Beweis: Es wurde bereits gezeigt, dass ein wy > 0, wg # 0 existiert, sodass A wy > Ay wg. Wire nun
A wo # Ao wo, so wire A(A wy) > A(Ap wo) = Ao (A wp), da A > 0, und es gibe ein A > Ay mit
A(Awp) > A (A wp), im Widerspruch zur Definition von Ay. Also ist A wy = Ag wo, und wegen A wo > 0
ist Ag > 0 und wq > 0.

Sei A # Ay ein anderer Eigenwert von A und w # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Sei |w| der Vektor,
dessen Komponenten die Absolutbetriige der Komponenten von w sind. Dann ist A |[w| > |Aw| = |A w| =
|A| [w| , woraus nach Definition von A folgt, dass |A| < Ag. Zum Beweis der strikten Ungleichung
|A| < A betrachte man A — & I mit einem so kleinen & > 0, dass A — 8 I > 0.# Dann ist [A — | < 49— §.
Wiire nun |A| = Ao, so wire mit A =  +i v, da A und Aq verschieden, u? +v? = A2, i < Ao und daher

A=8P=p>—2ud+8>+VP>A 248 +8%= (A —96)?,

woraus sich ein Widerspruch ergibt. Also ist [A| < |Ag|.

4Man beachte, dass die Eigenwerte von A — & I aus denen von A durch Subtraktion von § hervorgehen.



3.4 Nichtnegative Matrizen. Der Satz von Perron-Frobenius 109

Gibe es zum Eigenwert Ay einen weiteren, von wy linear unabhingigen Eigenvektor w, so kann dieser
(ggf. durch Ubergang zum Real- oder Imaginiirteil) reell gewiihlt werden. Wegen wq > 0 gibt es dann eine
Linearkombination y = a wo +w mit y # 0, y > 0, aber nicht y > 0. Das aber ist wegen gy = Ay >0
nicht moglich. Der Eigenwert Ay von A hat also die geometrische Vielfachheit 1.

Wiire nun seine algebraische Vielfachheit groBer als 1, so géibe es zu A ein Jordankistchen von A
mindestes der Dimension 2 und daher einen Hauptvektor w # 0 mit (A — A I) w = wg. Mit dem positiven,
zu A gehorigen Eigenvektor fy von AT ergibt sich daraus der Widerspruch

0=1f (A=A w="1) wo>0.

Die algebraische Vielfachheit von A ist daher ebenfalls 1. |

3.4.3 Aligemeiner Fall

Mit Stetigkeitsargumenten lédsst sich der Satz von Perron-Frobenius auf beliebige nichtnegative Matrizen
iibertragen: Jede nichtnegative Matrix ldsst sich durch positive Matrizen beliebig genau approximieren,
und die Eigenwerte einer Matrix hédngen in einem gewissen, hier nicht prizisierten Sinne von ihren
Koeffizienten stetig ab. Daraus ergibt sich

Satz 3.4.3
Sei A eine nichtnegative (n,n)-Matrix. Dann ist die in 3.4.1 definierte Zahl Ag = Ay(A) ein nichtne-
gativer Eigenwert von A mit einem zugehorigen Eigenvektor wg > 0. Fiir jeden Eigenwert A von A

gilt |A| < 2o.

Dagegen muss bei nichtnegativen Matrizen der betragsmifBig grofte Eigenwert nicht eindeutig und der
Perron-Frobenius-Eigenwert muss nicht einfach sein. Gegenbeispiele sind die Matrizen

(o) (er) (o)

3.4.4 Irreduzible Matrizen

Das volle Ergebnis des Satzes von Perron-Frobenius fiir positive Matrizen ldsst sich auf solche nicht-
negativen (n,n)-Matrizen A iibertragen, die eine positive Potenz A’ fiir ein ¢ > 0 besitzen. Eine Cha-
rakterisierung dieser Eigenschaft ist in Satz 3.2.19 angegeben: A muss dazu irreduzibel sein, und die
Lingen der Zyklen des Digraphen von A miissen den grofiten gemeinsamen Teiler 1 haben. Mit dem
Perron-Frobenius-Eigenwert Ao von A ist dann A der Perron-Frobenius-Eigenwert von A’. Nach Satz
3.4.2 hat er die algebraische Vielfachheit 1, was daher auch fiir den Eigenwert Ay von A gilt. Fiir alle
anderen Eigenwerte A von A ist ferner |1|" < AJ und daher || < Ao.

Satz 3.4.4
Sei A eine nichtnegative, irreduzible (n,n)-Matrix. Dann ist die in 3.4.1 definierte Zahl A9 = Ap(A)
ein positiver Eigenwert von A der algebraischen und geometrischen Vielfachheit 1 mit einem zuge-
horigen positiven Eigenvektor wy. Fiir jeden anderen Eigenwert A von A gilt |A| < Ag. Haben dariiber
hinaus die Liangen der Zyklen im Digraphen von A den groften gemeinsamen Teiler 1, so gilt fiir
jeden anderen Eigenwert A von A sogar |A| < A.

Beweis: Ist die angegebene Zusatzvoraussetzung iiber die Zyklenlidngen erfiillt, so existiert nach Satz
3.2.19 ein ¢ > 0 mit A’ > 0, und die Behauptung folgt aus den oben bereits dargelegten Griinden.

In jedem Fall ist diese Zusatzvoraussetzung aber fiir die Matrix I 4 A erfiillt, deren Perron-Frobenius-
Eigenwert Ao + 1 daher algebraisch einfach ist mit einem zugehérigen positiven Eigenvektor wg. Daher
ist auch Aq ein algebraisch einfacher Eigenwert von A mit dem selben positiven Eigenvektor wy. |
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Bemerkung

Die angegebene Zusatzvoraussetzung ist insbesondere dann erfiillt, wenn mindestens ein Diagonaleintrag
von A positiv ist. Fiir beliebige irreduzible Matrizen braucht dagegen der Perron-Frobenius-Eigenwert
nicht der einzige betragsgrofite Eigenwert zu sein, wie die Matrix

(10)

zeigt. Umgekehrt kann aber natiirlich auch eine nichtnegative Matrix, die nicht irreduzibel ist, wie etwa

2 0
1 1
alle Aussagen des (starken) Satzes von Perron-Frobenius erfiillen.

3.4.5 Langzeitverhalten diskreter dynamischer Systeme

Satz 3.4.5
Die nichtnegative (n,n)-Matrix A besitze einen positiven, algebraisch einfachen Eigenwert Ay, der
grofler sei als der Absolutbetrag jedes anderen Eigenwerts von A. wg bzw. fy seien zugehorige nicht-
negative Eigenvektoren von A bzw. AT mit fg wo = 1. Dann gilt fiir die Losung von

x(t+1)=Ax(r),x(0) =xo

mit einem Anfangswert xg € IR":

. x(t) T
fim ¢ = (o xo) wo.

Ist xo > 0 (oder xg > 0 und fo > 0), so ist f xo > 0.

Beweis: Nach (3.17) ist fg xo der Anteil von wq in der Darstellung von xg als Linearkombination von
Eigen- und Hauptvektoren von A. Fiir die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe gilt daher

(1) = () xo) wo Ab + ...

mit zusitzlichen von ¢ abhdngigen Losungsanteilen der Form

()

mit anderen Eigenwerten 4 von A. Nach Division durch A§ streben diese Losungsanteile fiir 1 — oo gegen
0, woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Der zweite folgt aus fy > 0, fy # 0. |

3.4.6 Stabilitit und Produktivitit nichtnegativer Matrizen

Die Losungen eines diskreten dynamischen Systems
x(t+1)=Ax(t)

streben nach Satz 3.3.12 genau dann allesamt gegen 0, wenn der Absolutbetrag aller Eigenwerte von
A € R™" kleiner als 1. Im Falle einer nichtnegativen Matrix A > 0 ist das damit gleichbedeutend, dass
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Ao(A) < 1. Eine dritte hierzu dquivalente Bedingung ergibt sich aus Satz 3.3.13: I — A ist invertierbar,
und fiir alle u € IR” und alle Losungen x des inhomogenen Systems

x(t+1)=Ax(t)+u

gilt
lim x(r) = (1-A) ' u.

[—o0

Ist hier speziell u > 0 und wihlt man x(0) > 0, so ist x(¢) > O fiir alle # > 0, was daher auch fiir den
Grenzwert (I— A)~! u gelten muss, also fiir die Losung X von

XxX=AXx-+u.

Zu erkennen ist also eine Beziehung der angegebenen Stabilititsbedingungen fiir das diskrete dynami-
sche System zu dem in Definition 3.1.1 eingefiihrten Begriff der Produktivitit der Matrix A. Genauer
gilt:
Satz 3.4.6

Fiir eine nichtnegative Matrix A € IR™" sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

(a) Fiir den Perron-Frobenius-Eigenwert A9 = Ap(A) gilt

A <l.
(b) Fiir jede Losung x des diskreten dynamischen Systems x (¢ + 1) = A x(¢) gilt

lim x(1) =0.

1—o0

(c) I— A ist invertierbar, und fiir alle u € IR” und alle Losungen x des inhomogenen Systems
x(t+1) = A x(r) +u gilt
lim x(t) = (I—A) 'u.

paess

(d) Fir jedes u € IR” mit u > 0 besitzt das lineare Gleichungssystem x = A x + u eine eindeutige
Losung X > 0.

(e) T— A istinvertierbar, und (I—A)~! > 0.

(f) EsgibteinXx € R" mitx >0und AX < X.

Beweis: Gezeigt wurde bereits die Aquivalenz der Aussagen (a), (b), (c) und ferner, dass jede von ihnen
(d) impliziert. Dass (d) ebenso aus (e) folgt, ist klar. Umgekehrt hat (d) die Existenz der Inversen (I —
A)~! zur Folge, und (I—A)~! > 0 ergibt sich, wenn man in (d) fiir u speziell die Einheitsvektoren wihlt.
SchlieBlich ergibt sich auch (f) aus (d), wenn man dort u > 0 wihlt.
Es gelte nun (f), dann ist u := X — A X > 0. Sei fy > 0 der zu Ay gehdrige Eigenvektor von A”. Dann
ist
0<flu=(1-2)f) xundf) x>0,

woraus (a) folgt. [ |

3.4.7 Input-Output-Tabellen und Verflechtungsmatrix

Bei den in 3.1.2 betrachteten linearen Gleichungssystemen
Xx=AXx+b,

mit denen zu gegebenem Bedarfsvektor b die zu seiner Herstellung benétigte Bruttoproduktion x berech-
net wird, ergab sich die Verflechtungsmatrix A aus der Erhebung einer beobachteten Bruttoproduktion X.
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Aus Satz 3.4.6 folgt nun, dass A produktiv ist, wenn fiir diese eine, tatsdchlich erfasste Bruttoproduktion
X gilt

AX<X,wennalsoB=X—-AX>0.
Anders gesagt: Ist es moglich, einen speziellen positiven Bedarfsvektor mit einer nichtnegativen Brutto-
produktion zu bedienen, so ist das fiir alle nichtnegativen Bedarfsvektoren moglich.

Mit dieser Bedingung dafiir, dass die Verflechtungsmatrix A produktiv ist, ist eine theoretische Liicke
geschlossen, die in 3.1.2 zunéchst noch offen geblieben war.

3.5 Analyse der Altersklassen-Modelle

Die in 3.1.1 eingefiihrten Modelle fiir ein Populationswachstum mit altersabhingiger Fruchtbarkeit und
Sterblichkeit sollen jetzt mit den inzwischen entwickelten Hilfsmitteln annalysiert werden. Die Tatsa-
che, dass die hier zu Grunde liegenden Systemmatrizen im Allgemeinen nicht die Voraussetzungen des
starken Satzes von Perron- Frobenius erfiillen, macht genauere Betrachtungen erforderlich.

3.5.1 Einfacher Leslie-Prozess. Langzeitverhalten

Betrachtet man nur die Entwicklung der weiblichen Population oder geht von einer Reproduktion fester
Paare aus, so ergibt sich der einfache Leslie-Prozess

x(t+1)=Ax(t),

wobei
ay az das ap—1 dap
uy 0 0 0 0
0 uw O 0 0
A= (3.20)
0 0 O 0 0
0 0 O u,—1 0

mit aj,...,a, > 0, ax > 0 fiir mindestens eink € {1,...,n}und 0 <u; < 1firi=1,...,n—1.
Die Zusammenhangsstruktur des zu A gehorigen Digraphen hingt wesentlich davon ab, welche der g;
positiv sind. Sei k die &lteste reproduktive Altersklasse, k also der grofite Index mit a; > 0. Dann ist die

zu den Altersklassen 1, ...,k gehorige Teilmatrix

a a; as -1 dg
uy 0 0 -~ 0 O
0O up 0 --- 0 O
A17_ k= . . . .
o 0 o . 0 O
0 0 O u—1 0

von A irreduzibel, und {1,...,k} ist die einzige Basiskomponente des Digraphen von A. Auf A; _  ist
der Satz 3.4.4 von Perron-Frobenius fiir irreduzible, nichtnegative Matrizen anwendbar: Ay = Ao(A; k)
ist ein positiver, algebraisch einfacher Eigenwert von A ;, damit aber auch von A, denn aus der Gestalt
von A geht sofort hervor, dass die Eigenwerte von A gerade die Eigenwerte von A _; sind, ergénzt um
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den (n— k)-fachen Eigenwert 0. Der zu Ay gehorige Eigenvektor wg von A ist positiv: Aus der Eigenwert-
Gleichung A wy = Ay wq folgt ndmlich fiir seine Komponenten wy,...,w,

uwi=Awi firi=1,...,n—1.

Ungeklért ist damit nur noch die Frage, ob fiir alle anderen Eigenwerte A die strikte Ungleichung |[A| < Ag
gilt. Da jedem Index i mit a; > O gerade ein Zyklus der Léinge i im Digraphen von Ay entspricht, lédsst
sich diese Frage positiv beantworten, wenn der grofite gemeinsame Teiler dieser Indizes 1 ist. Das ist z.
B. dann der Fall, wenn a; > 0 oder (fiir menschliche Population realistischer) a; > 0,a;41 > 0 fiir zwei
auf einander folgende Altersklassen.

Zur Kldrung des Langzeitverhaltens ist noch festzuhalten, dass die ersten K Komponenten des Eigen-
vektors fy von AT zum Eigenwert A positiv, die letzten n — k Komponenten jedoch 0 sind. Insgesamt
ergibt sich daraus.

Satz 3.5.1
Fiir die in (3.20) definierte Leslie-Matrix A seien ay,...,a, >0, und fireink € {1,...,n} seia; >0
und gz =...=a, =0,ferner 0 < u; <1 firi=1,...,n— 1. Die Indizes i mit a; > 0 mogen den

groBten gemeinsamen Teiler 1 besitzen. Dann ist der Perron-Frobenis-Eigenwert Ay von A positiv,
algebraisch einfach, und fiir alle anderen Eigenwerte A von A ist |[A| < Ag. Seien x¢ € IR", X0 >0
und x die Losung der Anfangswertaufgabe

x(t+1)=Ax(r),x(0) =xo .
Sind dann die ersten k Komponenten von X gleich 0, so ist

lim x(#)=0.

t—o0

Ist dagegen mindestens eine der ersten k Komponenten von X positiv, so existiert der Grenzwert

x(t)

Iim — =w>0,
t—oo )ﬂ(t) >
und fiir die Komponenten wy, ..., w, des Eigenvektors w von A zum Eigenwert Ay gilt
W
— = @ﬁiri: I,...,n—1.
Wit1 u;

Der Eigenvektor w gibt sie Altersverteilung wieder, die sich langfristig einstellt. Aus der letzten Glei-
chung ist zu sehen: Je groBer Ay ist, desto groBer sind die jiingeren Altersklassen im Verhéltnis zu den
dlteren. Ein schnell wachsende Population wie in vielen Landern der dritten Welt bringt {iberproportional
viele Junge, eine schrumpfende Population wie etwa in Deutschland dagegen ein Ubergewicht der Alten
mit sich.

3.5.2 Populationen mit zwei Geschlechtern. Langzeitverhalten

Aufgabe 3.3
Formulieren und beweisen Sie einen entsprechenden Satz fiir das in 3.1.1 eingefiihrte Modell fiir
altersabhingiges Populationswachstum mit zwei Geschlechtern. Zeigen Sie insbesondere, dass der
oben bestimmte Perron-Frobenius-Eigenwert Ay, der nur von den reproduktiven weiblichen Alter-
sklassen abhéngt, auch im zweigeschlechtlichen Modell giiltig bleibt.

3.5.3 Wachstum oder Zerfall?

Eine auf Grund der Modellannahmen nahe liegende Vermutung hinsichtlich der Frage, ob die Population
langfristig wéchst oder ausstirbt, bezieht sich auf die mittlere Anzahl p der Tochter, die eine Frau im
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Laufe ihres Lebens zur Welt bringt: Ist 4 < 1, so wird die Bevolkerung schrumpfen, ist y > 1, so wird sie
wachsen. Bevor diese Vermutung am Modell iiberpriift werden kann, ist sie zunéchst préizise zu fassen,
d. h. es ist festzustellen, wie sich u aus den Modellparametern ergibt. Wegen der Bedeutung der u; als
Uberlebenswahrscheinlichkeiten ist fiir alle k = 2, ..., n das Produkt

uiruy...Ug—1

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein neu geborenes Miadchen die Altersklasse k erreicht. Ferner ist ay
die mittlere Anzahl von T6chtern, die eine Frau wihrend ihrer Zugehorigkeit zur Altersklasse k zur Welt
bringt. Damit ist

Ck:— Uy Uy ... U1 dg

die mittlere Anzahl von Tochtern, die eine Neugeborene im Alter k zur Welt bringen wird, was iibrigens
auch fiir kK = 1 richtig ist. Als mittlere Anzahl von T6chtern iiber die gesamte Lebenszeit einer Frau ergibt
sich damit die Summe

U=ci+o+aa+...+tep=a1tuatuiwaz+...+ujup...uy_1ay,. (3.21)
Die oben formulierte Hypothese lautet nun unter Verwendung des Perron-Frobenius-Eigenwerts Ay:

< <
M{ =l us = 1.
> >

Damit ist natiirlich nicht gemeint, dass Ay = u, denn Ag ist der Faktor, um den sich die Bevolkerung
langfristig in einem Zeitschritt vermehrt, wihrend u sich auf die mittlere Linge einer Generation bezieht.

Eine Verbindung zwischen Ao und p lésst sich iiber das charakteristische Polynom von A herstellen.
Dieses lautet ndmlich, wie sich durch Entwicklung der Determinante leicht feststellen ldsst:

p(A) = A'—(ay A b up aa A gty Gy Ay gty an)
= A,n—(C1 lnil—i—czlniz‘i_u-‘i_cn—lA'—'_cn)'

Offenbar ist p(1) = 1 — u. Nun ist aber fiir A > 0 die Gleichung p(A) = 0 dquivalent zur Gleichung
l= s+ sty teta,

deren rechte Seite in A streng monoton fillt, weshalb A = Ay der einzige positive (und einfache) Eigen-
wert ist. Da andererseits p(A) — oo fiir L — oo, folgt

< > <
M =721l<=pl)d = 0= puq¢ =, 1.
> < >

Damit ist gezeigt:

Satz 3.5.2
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5.1 liegen die in (3.21) definierte mittlere Anzahl von Toch-
tern eines weiblichen Individuums und der Perron-Frobenius-Eigenwert A von A auf derselben Seite
von 1.

In ORTLIEB / V. DRESKY / GASSER / GUNZEL (2009: 107 -110) findet sich eine Analyse des Leslie-
Modells, die ohne Verwendung des Satzes von Peronn-Frobenius auskommt.
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3.6 Kooperative Matrizen

Im Falle linearer Systeme
x=AX
gewohnlicher Differentialgleichungen ist der nichtnegative Oktand genau dann positiv invariant, wenn

fiir die Systemmatrix A = (a;;) die AuBerdiagonalelemente a;; mit i # j nichtnegativ sind. Fiir inhom-
gene Systeme

XxX=Ax+u
muss noch hinzu kommen, dass u > 0.
Definition 3.6.1
Eine reelle (n,n)-Matrix A = (a;;) heiBt ,.kooperativ®, wenn g;; > 0 fur alle i, j = 1,...,n mit i # j.

Der Name riihrt daher, dass sich in diesem Falle die Komponenten von x in gewissem Sinne ,,gegenseitig
stiitzen®: Ist a;; > 0, so wiichst x; desto stirker, je groBer x; ist. Ein Beispiel fiir ein System mit ko-
operativen Matrizen ist das oben eingefiihrte Modell von Abelson zur Meinungsbildung in Gruppen, bei
dem der nichtnegative Oktand iibrigens keine besondere Rolle spielt. Eine andere Beispielklasse, die ge-
nau mit den zum Abelson-Modell transponierten Matrizen operiert, sind die bereits friither eingefiihrten
kontinuierlichen Markov-Prozesse.

3.6.1 Der Satz von Perron-Frobenius fiir kooperative Matrizen

Anders als bei diskreten dynamischen Systemen spielen fiir das Langzeitverhalten der Losungen linearer
Differentialgleichungen die Eigenwerte der Systemmatrix mit dem grofiten Realteil eine besondere Rol-
le. Im Falle kooperativer Matrizen handelt es sich dabei wieder um einen (eindeutig bestimmten) reellen
Eigenwert. Um dieses Ergebnis aus dem Satz von Perron-Frobenius zu gewinnen, kann man diesen nicht
direkt auf die kooperative Matrix A anwenden, die wegen der Moglichkeit negativer Diagonalelemente
dessen Voraussetzungen nicht zu erfiillen braucht. Ein einfacher Trick hilft jedoch weiter: Durch Additi-
on eines geigneten Vielfachen der Einheitsmatrix zu A ergibt sich eine nichtnegative Matrix 6 I+ A > 0,
mit deren Perron-Frobenius-Eigenwert dann weiter gearbeitet werden kann, wobei die folgenden Sach-
verhalte zu beachten sind:

* Der Perron-Frobenius-Eigenwert einer beliebigen nichtnegativen Matrix ist zugleich deren eindeu-
tig bestimmter Eigenwert mit dem grof3ten Realteil.

* Die Eigenwerte von A ergeben sich aus denen von 8 I+ A durch Subtraktion der reellen Zahl §,
ihre Vielfachheiten und die zugehorigen Eigen- und Hauptvektoren bleiben dabei erhalten.

* Die Subtraktion von 6 #ndert nichts an der Anordnung der Realteile der verschiedenen Eigenwerte.

Damit ergibt sich aus den Sétzen des Abschnitts 3.4

Satz 3.6.2
Die reelle (n,n)-Matrix A sei kooperativ. Dann existiert ein reeller Eigenwert Ay von A mit einem
zugehorigen nichtnegativen Eigenvektor wy > 0, sodass fiir den Realteil aller anderen Eigenwerte A
von A gilt: Re(A) < Ap. Ist A irreduzibel, so hat Ay die algebraische und geometrische Vielfachheit
1, und es ist wg > 0.

Definition 3.6.3
Der nach Satz 3.6.2 eindeutig bestimmte Eigenwert Ay der kooperativen Matrix A wird als ,,Perron-
Frobenius-Eigenwert* von A bezeichnet.

Beachten Sie, dass anders als bei nichtnegativen Matrizen der Perron-Frobenius-Eigenwert einer koope-
rativen Matrix auch negativ sein kann.
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3.6.2 Langzeitverhalten linearer Differentialgleichungen

In vo"lliger Analogie zu Satz 3.4.5 und mit denselben, hier nicht noch einmal vorgebrachten Argumenten
ergibt sich fiir das Langzeitverhalten der Losungen eines Systems linearer Differrentialgleichungen mit
kooperativer Systemmatrix:
Satz 3.6.4

Der Perron-Frobenius-Eigenwert der kooperativen (n,n)-Matrix A sei algebraisch einfach. wy bzw.

fo seien zugehdrige nichtnegative Eigenvektoren von A bzw. AT mit fg wo = 1. Dann gilt fiir die

Losung von
x=Ax,x(0)=xg

mit einem Anfangswert xo € IR™:

fim X

m % = (fg XO) wo .

Ist xg > 0 (oder xg > 0 und fy > 0), so ist fg xg > 0.

3.6.3 Stabilitiit kooperativer Matrizen

Ebenfalls in volliger Analogie zu Satz 3.4.6 gilt (Beweis als Aufgabe)

Satz 3.6.5
Fiir eine kooperative Matrix A € IR™" sind die folgenden Bedingungen dquivalent.
(a) Der Perron-Frobenius-Eigenwert A9 von A ist negativ.

(b) Fiir jede Losung x des homogenen Systems x = A x linearer Differentialgleichungen gilt

lim x(t) =0.

[—o0

(c) A ist invertierbar, und fiir alle u € IR” und alle Losungen x des inhomogenen Systems X =
Ax+ugilt
lim x(r) = A" "u.

t—o0

(d) Fiir jedes u € R" mit u > 0 besitzt das lineare Gleichungssystem A x 4+ u = 0 eine eindeutige
Losung X > 0.

(e) A istinvertierbar, und A~! <0.

(f) EsgibteinX € R" mitX > 0und AX <O0.

3.6.4 Strenge Monotonie des Perron-Frobenius-Eigenwerts

Der folgende Satz kann zur Abschitzung des Perron-Frobenius-Eigenwerts einer kooperativen Matrix
niitzlich sein, wenn man den einer anderen bereits kennt:

Satz 3.6.6
Seien A und B kooperative (n,n)-Matrizen, B irreduzibel, A < B, A # B. Dann gilt fiir die Perron-
Frobenius-Eigenwerte A von A und u von B:

A<,

Beweis: Es werde zunichst angenommen, dass auch A irreduzibel ist, Nach Satz 3.6.2 existieren dann
positive Vektoren w und f mit A w = A w und B” f = p f. dann ist wegen f > 0

(WI-AT)f>0, (uI-AT)f#£0

und daher
0<fl (uI-A)w=(u—-2)f w,
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und wegen 7 w > 0 folgt daraus A < u.
Auch wenn A nicht irreduzibel ist, so ist es doch fiir jedes r € (0, 1] die Matrix

A(r)=(1—-r)A+rB.

Der zugehdrige Perron-Frobenius-Eigenwert A (r) ist daher fiir r € (0, 1] streng monoton wachsend, und
aus Stetigkeitsgriinden folgt
A=A0)<A(l)=wu.

3.7 Analyse des Abelson-Modells

Das in Abschnitt 3.1.3 eingefiihrte Modell zur Meinungsbildung in Gruppen von Abelson lautet

xi:Zaij (xj—xi) fﬁri:1,...,l’l
J

mit der durch eine Zahl x; ausgedriickten Meinung des Gruppenmitglieds i und den Faktoren a;; als Mal}
fiir den Einfluss, den Mitglied j auf Mitglied i ausiibt.

Die Systemmatrix A = (a;;) ist kooperativ mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass alle Zeilensummen
0 sind:

n
al‘j:Ofﬁri: 1,...,1’!.
j=1
Umgekehrt kommen alle Matrizen mit diesen Eigenschaften fiir das Abelson-Modell prinzipiell in Frage.
Sie sollen daher im Folgenden Abelson-Matrizen genannt werden.

Offenbar ist fiir jede Abelson-Matrix A O ein Eigenwert und der n-Vektor 1, dessen Komponenten
samtlich gleich 1 sind, ein zugehoriger Eigenvektor. Andererseits sind nach Satz 3.1.2 alle Losungen
von X = A x beschrinkt, sodass A keine positiven Eigenwerte besitzen kann, ferner algebraische und
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 0 {ibereinstimmen miissen. Es gilt also
Satz 3.7.1

Sei A € R™" eine Abelson-Matrix. Dann ist 0 der Perron-Frobenius-Eigenwert von A. Seine alge-
braische und geometrische Vielfachheit stimmen tiberein. Fiir jede Losung x von X = A x existiert
ein X € IR” mit A X = 0, sodass

Dieser Grenzvektor X muss kein Vielfaches von 1 sein, wenn 0 kein einfacher Eigenwert von A ist, wie
etwa fiir die Nullmatrix, die sicher eine Abelson-Matrix ist.

3.7.1 Stark zusammenhingende Gruppen

Ist der Digraph von A stark zusammenhingend, A also irreduzibel, so ist der Perron-Frobenius-Eigenwert
0 einfach, und aus Satz 3.6.4 folgt

Satz 3.7.2
Die Abelson-Matrix A € IR” sei irreduzibel. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor f =
(fisooos fro) >0mit AT f=0und {7 1 = =1 fj = 1. Fiir die Losung der Anfangswertaufgabe

x=Ax, x(0) =xo

mit xg € IR” gilt dann

lim x;(t) =1 xo =Y fjxo;firallei=1,....n.

t—o0 J:l
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Die Gruppe tendiert also langfristig zu einer gemeinsamen Meinung aller ihrer Mitglieder, und diese ist
ein gewichtetes Mittel der in den Meinungsbildungsprozess eingehenden Anfangsmeinungen. Fiir die
Gewichte f; gilt

0=Y fiay=Y fiaij—f; ), ai
i=1 i#] k#j

und daher
Zi;é j fiaij
fi=—=——firj=1,...,n.
T Yy ai
Es handelt sich hier nicht um eine explizite Formel fiir das Gewicht f;, mit dem die Anfangsmeinung des
Gruppenmitglieds j in die Endmeinung der Gruppe eingeht. Zu erkennen ist aber, dass dieses Gewicht

desto groBer ausfallen wird, je groBer die Einflussfaktoren a;; auf die anderen Gruppenmitglieder und je
kleiner deren Einflussfaktoren a j; auf das Mitglied j sind.

3.7.2 Gruppen mit genau einer Fiihrungsclique

Besitzt der Digraph von A genau eine Basiskomponente mit » < n Ecken, so verlduft der Meinungsbil-
dungsprozess innerhalb dieser ,,Fithrungsclique* autonom, also unbeeinflusst von den anderen Mitglie-
dern, entsprechend Satz 3.7.2. Der Perron-Frobenius-Eigenwert O von A ist auch hier einfach, denn die
sich aus den anderen Zusammenhangskomponenten ergebenden Eigenwerte haben nach Satz 3.6.6 alle
einen negativen Realteil. Als Eigenvektor von A ergibt sich wieder 1, als Eigenvektor von A7 dagegen
ein f > 0, dessen Komponenten fiir die Mitgleider der Fiihrungsclique positiv, fiir alle anderen aber O
sind. Mit diesem Vektor gilt dann wieder Satz 3.7.2. Der Unterschied besteht also nur darin, dass die
einheitliche Endmeinung der Gruppe ausschlielich durch die Anfangsmeinungen der Mitglieder der
Fiihrungsclique beeinflusst wird, wihrend alle anderen sich vollstindig anpassen.

3.7.3 Gruppen mit mindestens zwei autonomen Untergruppen

Besitzt der Digraph von A mindestens zwei Basiskomponenten, so ist es mit der einheitlichen End-
meinung der Gruppe vorbei, denn der Meinungsbildungsprozess verlauft in jeder dieser Untergruppen
autonom, sodass sich dort einheitliche, von den anderen Basiskomponenten aber in der Regel verschie-
dene Meinungen herausbilden. Die algebraische und geometrische Vielfachheit des Perron-Frobenius-
Eigenwerts O von A ist gleich der Anzahl der Basiskomponenten. Zu jeder Basiskomponente gehort ein
Eigenvektor w = (wy,...,w,) von A mit w; = 1 fiir alle i aus der Basiskomponente, w; > 0 fiir alle
i, die von der Basiskomponente aus erreichbar sind, und w; = 0O fiir alle anderen i. Die Summe dieser
Eigenvektoren iiber alle Basiskomponenten ist gerade 1. Ferner gehort zu jeder Basiskomponente ein
Eigenvektor f = (f1 ..., f,) von AT mit f; > O fiir alle i aus der Basiskomponente, f; = 0 fiir alle ande-
renund Y, f; = 1. Der Meinungsbildungsprozess innerhalb einer Zusammenhangskomponente, die keine
Basiskomponente ist, braucht dort nicht mehr zu einer einheitlichen Meinung zu fithren. Auf ihn nehmen
alle Basiskomponenten Einfluss, von denen aus die betrachtete Nichtbasiskomponente erreichbar ist.

3.7.4 Beispiel

Die Abelson-Matrix

00 0 O
A— 00 0 O
1 0 -2 1
03 2 =5
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beschreibt eine Gruppe mit zwei autonomen Einzelnen (1 und 2) und einer stark zusammenhéingenden
Untergruppe ({3,4}), dessen Mitglieder sich von jeweils einem anderen der autonomen Einzelnen be-
einflussen lassen (3 von 1, 4 von 2). Eigenvektoren von A zum Eigenwert O sind

33

51
1,0,,~ 1,2,=
(707874)und(07 7874

) s
Eigenvektoren von AT die beiden ersten Einheitsvektoren. Fiir die Losung x der Anfangswertaufgabe
x=Ax,x(0)=x

gilt daher

. 5 3 . 1
x1(t) = xo1 , x2(2) = x02 tll_{{)lo x3(t) = g Yot ~|—§XO2 , lll_{glo x4(t) = 7 o1+ X0z,

3.8 Markov-Prozesse

Ein System moge eine endliche Anzahl n von Zustinden einnehmen konnen. Der Ubergang von einem
Zustand in einen anderen erfolge zufillig, wobei die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs ausschlieBlich
vom aktuellen Zustand abhiinge und nicht von der Vorgeschichte, auch nicht davon, wie lange der aktuelle
Zustand schon eingenommen wurde. Solche Systeme werden als Markov-Prozesse bezeichnet. Fiir eine
mathematische Prézisierung dieses Begriffs muss unterschieden werden, ob die Zeit, in der sich die
Zustandsidnderungen vollziehen, als diskret oder kontinuierlich angenommen wird.

Definition 3.8.1
Ein ,,Markov-Prozess in diskreter Zeit* oder einfach ,,Markov-Prozess* wird beschrieben durch eine
nichtnegative (n,n)-Matrix P = (p;;) € R™", deren Spaltensummen gleich 1 sind:

n
Z p,'j:lfiirjzl,...,n.

i=1

pij wird hier interpretiert als Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand j zum Zustand i wihrend eines
Zeitschritts:

pij=P(N(t+1)=i|N(t)=j),

wobei N(¢) den vom System zum Zeitpunkt 7 eingenommenen Zustand bezeichne. Der Vektor w(¢) der
Wahrscheinlichkeiten

wi(t) =P(N(t) =i),

dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand i befinde (i = 1,...,n, t € INp), geniigt dann der
Iterationsvorschrift

w(t+1)=Pw(),

ist also Losung eines linearen, diskreten dynamischen Systems mit nichtnegativer Systemmatrix, deren
Spaltensummen samtlich 1 sind.

Definition 3.8.2
Ein ,,Markov-Prozess in kontinuierlicher Zeit*“ oder ,,kontinuierlicher Markov-Prozess* wird be-
schrieben durch eine kooperative (n,n)-Matrix A = (a;;) € IR™", deren Spaltensummen gleich 0
sind:

Z a,-j:Ofijrj:L...,n.
i=1
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Die a;; sind hier fiir i # j zu interpretieren als Wahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit. Fiir ein sehr kleines
Zeitintervall Af ist
aij At %P(N(t-i—Al‘) =i ‘ N(I) :])

die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand j zum Zustand i wihrend eines Zeitintervalls der Linge
At. Genauer:
P(N(t+At)=i|N(t)=j
oy — tim PO = NG =)
At—0 At

fiiri# j,

was natiirlich voraussetzt, dass diese Grenzwerte existieren und vom aktuellen Zeitpunkt # nicht abhén-
gen. Fiir die Wahrscheinlichkeit, wihrend des Zeitintervalls Ar im Zustand j zu bleiben, ergibt sich

P(N(t+A1)=j|N({t)=j) = 1=) P(N(t+A)=i|N()=j)~
i#J
~ I—ZaijAtzl—i—ajjAt
i#]
und damit
1—P(N(t+At)=j|N@E)=j
4 = — lim (N+a) = [N@) =)
Ar—0 At

Fiir die Wahrscheinlickeiten

gilt
n n
wi(t +Ar) = Z N(t+Ar) =i |N(t) = j)wi(t) = wi(t) +Ar Y aijwj(r)
J: j:l
und daher ( ) »
. o owi(t+Ar) —wi(t d
N L

Der Vektor w(t) dieser Wahrscheinlichkeiten ist also Losung des Systems linearer Differentialgleichun-
gen
w=Aw

mit kooperativer Systemmatrix, deren Spaltensummen sémtlich O sind.

Die Systemmatizen kontinuierlicher Markov-Prozesse sind also gerade die Transponierten von Abel-
son-Matrizen, deren Eigenwerte und Eigenvektoren im letzten Abschnitt analysiert wurden. Die dorti-
gen Ergebnisse lassen sich hier also sofort nutzbar machen. Auch die diskreten Markov-Prozesse ma-
chen in dieser Hinsicht keine Schwierigkeiten: Subtrahiert man niimlich von der Ubergangsmatrix eines
diskreten Markov-Prozesses die Einheitsmatrix, so erhilt man die Systemmatrix eines kontinuierlichen
Markov-Prozesses.

Ahnlich wie im Abelson-Modell hiingt das Systemverhalten entscheidend von der Zusammenhangs-
struktur des Digraphen der jeweiligen Matrizen ab.

3.8.1 Klassifikation von Markov-Prozessen und ihren Zustinden

Der Digraph der Matrix P bzw. A wird auch als Ubergangs- oder Transitionsdigraph des zugehorigen
Markov-Prozesses bezeichnet. Durch ihn werden die mdoglichen Uberginge gekennzeichnet. Fiir das
Langzeitverhalten des Markov-Prozesses ist die Zusammenhangsstruktur des Ubergangsdigraphen ent-
scheidend. Bei diskreten Markov-Prozessen kénnen die Lingen der Zyklen des Ubergangsdigraphen von
Bedeutung sein. Auch Zyklen der Linge 1 (moglicher Ubergang eines Zustands in sich) sollten daher
gekennzeichnet werden. Im Falle kontinuierlicher Markov-Prozesse ist das nicht notig.
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Definition 3.8.3
Eine Zusammenhangskomponente des Transitionsdigraphen eines Markov-Prozesses heifit ,,ergo-
disch, wenn kein Pfeil aus ihr herausfiihrt, anderenfalls heifit sie ,transient”. Ein Zustand eines
Markov-Prozesses heifit ,,ergodisch* bzw. ,transient, wenn seine Zusammenhangskomponente es
ist. Ein Zustand eines Markov-Prozesses heifit ,,absorbierend, wenn von ihm im Transitionsdigra-
phen kein Pfeil wegfiihrt.

Jede ergodische Zusammenhangskomponenten bildet zusammen mit ihren inneren Ubergangswahrschein-
lichkeiten wiederum einen Markov-Prozess. Wie noch zu zeigen sein wird, sind die ergodischen Zusténde
diejenigen, die langfristig angenommen werden kénnen, wihrend die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
transienten Zustdnden langfristig gegen O tendiert. Absorbierende Zusténde sind ergodische Zustéinde,
die fiir sich allein bereits eine ergodische Zusammenhangskomponente bilden. Nimmt das System einen
absorbierenden Zustand ein, so bleibt es dort fiir alle Zukunft.

Markov-Prozesse werden nun danach unterschieden, welche Art von Zustinden in ihnen auftreten.
Dabei ist es niitzlich, zwei Extremfille besonders hervor zu heben, aus denen sich alle Markov-Prozesse
in gewisser Weise zusammensetzen lassen.

Definition 3.8.4
Ein Markov-Prozess heifit ,,absorbierend*, wenn alle ergodischen Zustidnde absorbierend sind.

Absorbierende Markov-Prozesse ,,landen‘ letztlich in einem ihrer absorbierenden Zustinde.

Definition 3.8.5
Ein Markov-Prozess heifit ,,ergodisch®, wenn sein Transitionsdigraph stark zusammenhéngend ist.

In einem ergodischen Markov-Prozess werden alle Zustande auch langfristig mit positiver Wahrschein-
lichkeit angenommen. Zu fragen ist hier nach der asymptotischen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Fasst man in einem beliebigen Markov-Prozess die ergodischen Komponenten jeweils zu einem ein-
zigen Zustand zusammen, so erhdlt man einen absorbierenden Markov-Prozess, dessen Analyse die Ver-
teilung der langfristig moglichen Zustinde auf die verschiedenen ergodischen Komponenten liefert. Die
Verteilung innerhalb jeder ergodischen Komponente erfordert dann jeweils noch die Analyse eines ergo-
dischen Markov-Prozesses.

3.8.2 Eine deterministische Interpretation von Markov-Prozessen

Interpretiert man die n Zustédnde eines Markov-Prozesses als Orte, so lassen sich die Zustandsédnderun-
gen als Ortswechsel eines Teilchens deuten, das zwischen den verschiedenen Orten zuféllig umherirrt
(Markov’sche Irrfahrten). Betrachtet man nun statt eines einzelnen Teilchens beliebig viele bzw. eine
beliebig teilbare Substanz, die auf die n Orte verteilt ist und sich zwischen diesen bewegt, so ergibt sich
eine deterministische Interpretation: In diskreter Zeit ist p;; zu interpretieren als der Anteil der im Ort j
befindlichen Substanz, der wihrend eines Zeitschritts in den Ort i {ibergeht; in kontinuierlicher Zeit ist
a;j fir i # j der Anteil der im Ort j befindlichen Substanz, der pro Zeiteinheit in den Ort i abflief3t, und
—aj; ist der pro Zeiteinheit aus dem Ort j insgesamt herausflieBende Anteil. Die zugehdrigen linearen
dynamischen Systeme
x(t+1) =Px(r)
bzw.
x=AX

sind dann als Beschreibungen von Materialfliissen zu deuten. x;(¢) ist die Masse der Substanz, die sich
zur Zeit t im Ort i befindet. Dabei muss die Gesamtmasse (anders als bei den Wahrscheinlichkeiten) nicht
1 sein. Die Spaltensummen-Eigenschaften von P bzw. A sorgen fiir ein Gesetz der Massenerhaltung. Es

ist ndmlich . . .
xN(t+1)=3Y Y pijxjt) = ; (; pij) x(t) = Z,l x;j(t)

1 i=1 j=1

s

1
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bzw.

Q.‘Q‘

Jj=

n n n n n n
p Y=Y =Y Y ajxi=Y () aj)x;=0.
i=1 i=1 i=1 j=1

_
Il
—_

In dieser Interpretation stellen Markov-Prozesse einen allgemeinen Rahmen fiir lineare Kompar-
timent-Modelle dar bzw. sind der mathematischen Struktur nach mit ihnen identisch: Gefragt ist nach
der Verteilung einer Substanz (Schadstoff, Nihrstoff, Medikament) in einem bestimmten System (Oko-
system, Nahrungsnetz, menschlicher Korper). Dazu wird das System in verschiedene miteinander ver-
bundene Abteilungen aufgeteilt, die Kompartimente, zwischen denen die Substanz transportiert wird,
durch welche Mechanismen auch immer. Zu kléren ist jetzt noch, welche Anteile der Substanz pro Zeit-
schritt oder Zeiteinheit von welchem Kompartiment in welches andere transportiert werden. Zu einem
linearen Modell fithrt wie immer die Annahme, dass diese Anteile konstant sind.

3.8.3 Beispiele

(a) ROBERTS (1976, 266) gibt ein einfaches Beispiel fiir ein Kompartiment-Modell an, in dem der
Weg eines Phosphat-Molekiils verfolgt wird. Es kann sich in der Humusschicht des Bodens aufhal-

Ausscheidung

Ausschwemmung Schlachtung

Abbildung 3.4: Wanderungen eines Phosphat-Molekiils

ten, vom Gras aufgenommen oder bei Zerfall des Grases wieder abgegeben werden, vom Vieh ge-
fressen und wieder ausgeschieden werden, bei Schlachtung des Viehs in die menschliche Nahrung
gelangen oder auch ausgeschwemmt werden (s. Abbildung 3.4). Fiir die Modellierung als Markov-
Prozess miissen konstante, nur vom aktuellen Aufenthaltsort des Molekiils abhiingige Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten angenommen werden. ROBERTS (1976) zitiert Zahlenwerte (leider ohne An-
gabe der Linge des unterstellten Zeitschritts), die mit der Numerierung der Kompartimente

Erde =1, Gras =2, Vieh =3, Nahrung =4 , raus =5
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auf einen Markov-Prozess mit der Ubergangsmatrix

0.6 0.1 075 0 O

03 04 0 O O

P= 0 05 02 0O
0 0 0051 0

0.1 O 0 01

fiihren. Geht man davon aus, dass die Ubergiinge zwischen den Kompartimenten kontinuierlich
erfolgen, so ist ein kontinuierlicher Markov-Prozess zu formulieren, z. B. mit der Systemmatrix

-04 01 075 0 O

03 -06 O 0O

A= 0 05 —-08 0 O
0 0 005 0 O

0.1 0 0 00

Es handelt sich hier offenbar um einen absorbierenden Markov-Prozess mit zwei absorbierenden
Zustinden.

In der deterministischen Interpretation sagen diese Modelle etwas dariiber aus, welche Anteile des
im Boden befindlichen Phosphats wohin gelangen, etwa in die menschliche Nahrung. Um daraus
Schliisse auf die Phosphat-Konzentration im Rindfleisch schlieen zu konnen sind allerdings wei-
tere Informationen dariiber erforderlich, welche Phosphatmengen in den Boden neu eingetragen
werden, etwa iiber Diinger.

(b) Ein Bootsverleih habe insgesamt n Boote. An jedem Freitagmorgen werden die defekten Boote
in eine Werft gebracht, dort repariert und eine Woche spiter in intaktem Zustand wieder zuriick
gebracht. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein intaktes Boot, im Laufe einer Woche durch unsachge-
miBen Gebrauch defekt zu werden, sei p € (0,1), und zwar unabhingig von den anderen Booten,
vom Zeitpunkt der letzten Reparatur und von der aktuellen Woche. Mit welcher Anzahl von beim
Bootsverleih stationierten Booten ist im Mittel zu rechnen?

Die Zeit ist hier offenbar diskret zu wihlen mit der Zeiteinheit von einer Woche. Der Zustand
des Systems werde beschrieben durch die Anzahl N(¢) der im Bootverleih stationierten, als intakt
definierten Boote. Mdglich ist jede ganze Zahl zwischen 0 und n. Sind in einer Woche j Boote
intakt, also n — j Boote defekt (in der Werft), so sind in der ndchsten Woche mindestens n — j und
hochstens n Boote intakt. Jeder Ubergang

j—imitie {n—j,...,n}

ist also moglich. Auf Grund der Annahmen ist die Wahrscheinlichkeit fiir die moglichen Ubergin-
ge binomial verteilt, es ist mitg=1—p

P(N(t+1) =n—j+k[N()=j) = ( / ) P

und damit

pij=P(N(t+1)=i|N(t)=j)= ( J ) i gt
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fiir i, j = 0,...,n. Im Falle n = 3 etwa fiihrt das auf die Ubergangsmatrix
00 O P’
p_| 00 P 3pq
0 p 2pq 3pq°
lg ¢ ¢

Wegen der moglichen Uberginge
i—nundn—ifirallei=0,...,n

handelt es sich hier um einen ergodischen Markov-Prozess, der wegen des moglichen Ubergangs
n — n sogar reguldr ist.

HUPPERT (1990, 435) gibt dasselbe Modell fiir eine Situation an, in der es um den Ausfall und die
Reparatur von Maschinen geht. Problematisch daran ist, dass der Ausfall einer Maschine in diesem
Modell nicht davon abhéngt, wie lange sie seit der letzten Reparatur 14uft, Abnutzungserscheinun-
gen also nicht beriicksichtigt werden. Auch im Falle der Boote muss ausdriicklich angenommen
werden, dass sie nicht durch Abnutzung, sondern nur durch unsachgemif3en Gebrauch defekt wer-
den konnen. Bei Booten scheint mir das ein wenig plausibler zu klingen.

(c) Fiir die Holzwirtschaft ist von Interesse, abschitzen zu konnen, wie schnell Biume wachsen. Da
nicht alle Bdume gleich schnell wachsen, die Griinde fiir unterschiedliches Wachstum aber nicht
prizise bekannt sind, formuliert man das Wachstum als stochastischen Prozess. Die Bdume wer-
den dazu in GroBenklassen entsprechend dem Umfang ihrer Stimme eingeteilt, und dann wird
erhoben, welche Uberginge von einer GroBenklasse in die niichste wihrend eines bestimmten Zei-
tintervalls stattfinden. MOONEY / SWIFT (1999, 130 ff) zitieren eine Untersuchung an einer Kie-
fernart (Pinus sylvestris) in Schottland. Die Biume werden in 6 GroBenklassen 1,...,6 eingeteilt,
wobei 1 die diinnsten und 6 die dicksten Stémme bezeichnet. Im Abstand von 6 Jahren werden die

Klasse || Anzahly | Anzahl; | geblieben qi
1 4 461 3214 3214 || 0.7205
2 2926 3276 2029 || 0.6934
3 1 086 1710 813 || 0.7486
4 222 444 171 || 0.7703
5 27 68 17 || 0.6296
6 1 11 1 1

Tabelle 3.4: Census-Daten zu Pinus sylvestris aus Corrour, Schottland

Bédume der verschiedenen Grofenklassen gezihlt (s. erste drei Spalten von Tabelle 3.4. Man be-
achte, dass die Gesamtzahl 8 723 der Baume gleich geblieb, also kein Baum gestorben oder hinzu
gekommen ist). Unter der Annahme, dass alle Biume im Verlaufe der 6 Jahre entweder in ihrer
GroBenklasse geblieben oder in die nichsthohere eingetreten sind, also keine Klasse iibersprun-
gen haben, ldsst sich sofort ermitteln, wieviele in der jeweiligen Klasse verblieben sind (Spalte 4
von Tabelle 3.4). Hieraus wiederum ldsst sich der Anteil g; der in der Altersklasse i verbliebenen
Bédume berechnen. Interpretiert man nun diesen Anteil als Wahrscheinlichkeit, dass ein Baum der
GroBenklasse i im Verlaufe von 6 Jahren in ihr verbleibt, so ergibt sich ein Markov-Prozess mit
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der Ubergangsmatrix

q1 0 0 0 0 0

l—q1 @ 0 0 0 0

pP— 0 1—6]2 q3 0 0 0
0 0 1—g;3 q4 0 0

0 0 0 1—qq qs 0

0 0 0 0 1—gs5 1

und den g; aus Tabelle 3.4. Untersucht werden kann nun die Verteilung auf die GroBenklassen
nach einer grofleren Anzahl von Zeitschritten oder auch die mittlere Dauer bis zum Erreichen der
grofiten Klasse von irgend einer anderen aus.

(d) Als soziale Mobilitit wird der Wechsel der gesellschaftlichen Klasse oder Schicht von einer Ge-
neration zur nédchsten bezeichnet. Ein einfacher Indikator fiir Schichtzugehorigkeit ist das Famili-
eneinkommen. ROBERTS (1976, 267) zitiert eine im Jahre 1949 in England und Wales durchge-
fiihrte Untersuchung, in der minnliche Personen nach ihrer eigenen Schichtzugehorigkeit und der
ihres Vaters befragt wurden. Unterschieden wurde dabei eine untere (1), eine mittlere (2) und eine
obere (3) Schicht. Aus der Befragung ldsst sich ermitteln, welche Anteile der jeweiligen Schichten
in der nichsten Generation in welcher Schicht landen. Als Ergebnis entsteht die Ubergangsmatrix
eines Markov-Prozesses:

0.448 0.054 0.011
P=1 0484 0.699 0.503
0.068 0.247 0.486

Ihr ist etwa zu entnehmen, dass 5.4 Prozent der S6hne von Mittelschicht-Vitern in der Unterschicht
und 24.7 Prozent in der Oberschicht gelandet sind, wihrend 50.3 Prozent der in die Oberschicht
Geborenen in die Mittelschicht abgestiegen sind. Was ldsst sich mit derartigen Daten anfangen?

Fiir sich genommen sind sie ein gewisser Indikator fiir die Festigkeit bzw. Verfliissigung von Klas-
senstrukturen: Die Einheitsmatrix wiirde eine extreme Klassengesellschaft kennzeichnen, in der
jeder in der Klasse bleibt, in die er hineingeboren wurde. Umgekehrt wire bei einer Matrix mit
samtlichen Eintrdgen 1/3 die spitere Schichtzugehorigkeit unabhiingig von der Schicht, in die
jemand hineingeboren wurde. Fiir die Soziologie konnten daher vor allem Veridnderungen der Ko-
effizienten im Laufe der Zeit von Interesse sein.

Mit einem Markov-Prozess w(z + 1) = P w() lieBe sich die langfristige Entwicklung der Anteile
der drei Schichten an der Gesamtbevolkerung untersuchen. Dazu miissen aber zwei Annahmen
gemacht werden, die nicht unbedingt realistisch sind, dass ndmlich die Koeffizienten im Laufe der
Zeit konstant bleiben und dass die Anzahl der Kinder von der Schichtzugehorigkeit nicht abhéngt.

3.8.4 Kontinuierliche Markov-Prozesse

Sei A € R™" die Systemmatrix eines kontinuierlichen Markov-Prozesses. Betrachtet wird das System
linearer Differentialgleichungen
xX=Ax, (3.22)

wobei x nicht unbedingt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu sein braucht (Materialfliisse).

AT ist eine Abelson-Matrix, deren Perron-Frobenius-Eigenwert 0 samt den zugehdrigen Links- und
Rechtseigenvektoren im letzten Abschnitt bereits analysiert wurde. Zu beachten ist dabei, dass die Ba-
siskomponenten (Fiihrungscliquen) von AT gerade die ergodischen Komponenten von A sind:
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Hilfssatz 3.8.6
Der Perron-Frobenius-Eigenwert der Systemmatrix A eines kontinuierlichen Markov-Prozesses ist
0. Seine algebraische Vielfachheit stimmt mit der geometrischen iiberein und ist gleich der Anzahl
der ergodischen Komponenten. Zu jeder ergodischen Komponente gehort

 genau ein Rechtseigenvektor von A zum Eigenwert O mit positiven Eintrdgen fiir die Mitglie-
der der Komponente und verschwindenden Eintrdgen sonst, wobei die Summe der positiven
Eintrige 1 ist,

» genau ein Linkseigenvektor von A zum Eigenwert O mit Eintrdgen 1 fiir die Mitglieder der
Komponente und zwischen 0 und 1 liegenden Eintridgen sonst.

Die Summe dieser Linkseigenvektoren ist 1, der n-Vektor, dessen sdmtliche Komponenten 1 sind.

Hieraus ergibt sich als unmittelbare Folgerung:

Satz 3.8.7
Sei A € IR™" die Systemmatrix eines kontinuierlichen Markov-Prozesses. Fiir jede Losung x von
(3.22) ist

n n
Y xi(t) =Y x(0) firallesr >0.
i=1 i=1

Mit x(0) ist auch x(¢) fiir alle 7 > 0 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Zustinden 1,...,n.

Fiir jede Losung x von (3.22) existiert ferner ein w € IR” mit A w = 0, sodass

lim x(¢t) =w,

f—o0

wobei w; = 0 fiir alle transienten Zustédnde i.

Im Falle nur einer ergodischen Komponente ist dieser Vektor w bis auf Vielfache eindeutig bestimmt:

Satz 3.8.8
Sei A € R™" die Systemmatrix eines kontinuierlichen Markov-Prozesses mit genau einer ergodischen
Komponente. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung w € IR” auf
{1,...,n} mit A w = 0. Es ist w; = 0 fiir alle transienten und w; > 0 fiir alle ergodischen Zustinde
i €{1,...,n}, und fiir jede Losung x von (3.22) ist

lim x(¢) = (Zn{ xi(0)) w .

t—o0

Mit der ,,Gesamtmenge* am Anfang steht also die Endverteilung eindeutig fest. Fiir Materialfliisse be-
deutet

=

lim x(f) = (

t—o0

x%(0) Aw =0
1

nicht, dass die Fliisse zum Erliegen kommen, sondern nur, dass fiir jedes Kompartiment Zu- und Abfliisse
in der Summe {ibereinstimmen, sodass sich an der Nettobilanz nichts mehr dndert.

Diffusion

Konnen sich die Teilchen einer Substanz zwischen je zwei Kompartimenten in beiden Richtungen in
gleicher Weise bewegen, so ergibt sich fiir den zugehorigen kontinuierlichen Markov-Prozess eine sym-
metrische Systemmatrix A. Alle Spalten- und alle Zeilensummen von A sind Null, A ist also nicht nur
Matrix eines kontinuierlichen Markov-Prozesses, sondern auch Abelson-Matrix, 1 ist sowohl Rechts-,
als auch Linkseigenvektor von A zum Perron-Frobenius-Eigenwert 0, dessen algebraische Einfachheit in
diesem Fall damit dquivalent ist, dass A irreduzibel. Fiir diesen speziellen Fall ergibt sich
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Satz 3.8.9
A € R™" sei kooperativ, symmetrisch und irreduzibel, alle Spalten- und Zeilensummen von A seien
Null. Dann gilt fiir jede Losung von (3.22)

. 1
fim x0) =

Wie bei Abelson-Matrizen {iblich, lédsst sich (3.22) hier auch in der Form
n
Xi = Z aij (xj—xi) firi=1,...,n
j=1

schreiben. Solche Systeme sind Modelle fiir Diffusionsprozesse, in den sich Teilchen in einem homo-
genen Medium zufillig bewegen, wobei keine Richtung bevorzugt ist. Der Raum ist dabei nicht kon-
tinuierlich, sondern in endlich viele Teile zerlegt (Kompartimente), wobei die Teilchen sich von jedem
Kompartiment in ein benachbartes Kompartiment bewegen konnen. Die Nachbarschaft zwischen zwei
Kompartimenten 7 und j ist dabei durch a;; > 0 gekennzeichnet. Der eben formulierte Satz besagt, dass
diese Prozesse, wie generell bei Abelson-Matrizen, zum Ausgleich fithren. Da andererseits Massener-
haltung gilt, ist der Endzustand durch den Anfangszustand festgelegt.

3.8.5 Regulire Markov-Prozesse

Sei P € IR"" die Systemmatrix eines Markov-Prozesses in diskreter Zeit. Betrachtet wird das diskrete
dynamische System
x(t+1)=Px(1), (3.23)

wobei x auch hier nicht unbedingt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu sein braucht (Materialfliisse).
Subtrahiert man von P die Einheitsmatrix, so erhilt man mit A = P — I die Systemmatrix eines konti-
nuierlichen Markov-Prozesses. Aus Hilfssatz 3.8.6 folgt

Hilfssatz 3.8.10
Der Perron-Frobenius-Eigenwert der Systemmatrix P eines Markov-Prozesses in diskreter Zeit ist 1.
Seine algebraische Vielfachheit stimmt mit der geometrischen iiberein und ist gleich der Anzahl der
ergodischen Komponenten. Zu jeder ergodischen Komponente gehort

* genau ein Rechtseigenvektor von P zum Eigenwert 1 mit positiven Eintrdgen fiir die Mitglie-
der der Komponente und verschwindenden Eintrdgen sonst, wobei die Summe der positiven
Eintrdge 1 ist,

* genau ein Linkseigenvektor von P zum Eigenwert 1 mit Eintrdgen 1 fiir die Mitglieder der
Komponente und zwischen 0 und 1 liegenden Eintrigen sonst.

Die Summe dieser Linkseigenvektoren ist 1, der n-Vektor, dessen sdmtliche Komponenten 1 sind.

Ohne Zusatzbedingungen ldsst sich allerdings keine Aussage dariiber machen, ob alle anderen Eigen-
werte von P dem Betrage nach kleiner als 1 sind, was fiir das Langzeitverhalten der Lésungen von (3.23)
grofle Bedeutung hat. Eine Bedingung dafiir liefert Satz 3.2.19:

Definition 3.8.11

Ein Markov-Prozess in diskreter Zeit heifit ,,regulidr*, wenn in jeder ergodischen Komponente die im
Transitionsdigraphen auftretenden Zyklen den groften gemeinsamen Teiler 1 haben.

Hilfssatz 3.8.12
Bei einem reguldren Markov-Prozess sind alle von 1 verschiedenen Eigenwerte der Transisitionsma-
trix P betragsméBig kleiner als 1.

Fiir reguldare Markov-Prozesse lassen sich nun die Ergebnisse des kontinuierlichen Falls einfach iibertra-
gen:
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Satz 3.8.13
Sei P € IR™" die Systemmatrix eines regulidren Markov-Prozesses. Fiir jede Losung x von (3.23) ist

n

n
Z xi(t) = Z x;(0) firaller > 0.
i=1 i=1

Mit x(0) ist auch x(¢) fiir alle t > 0 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Zusténden 1, ... ,n.

Fiir jede Losung x von (3.23) existiert ferner ein w € IR” mit P w = w, sodass
tlim x(t)=w,

wobei w; = 0 fiir alle transienten Zusténde i.

Satz 3.8.14
Sei P € IR™" die Systemmatrix eines reguldren Markov-Prozesses mit genau einer ergodischen Kom-
ponente. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung w € R” auf {1,...,n}
mit Pw = w. Es ist w; = 0 fiir alle transienten und w; > O fiir alle ergodischen Zustidnde i € {1,...,n},

und fiir jede Losung x von (3.23) ist

t—o0

lim x(¢) = (Zn{ xi(0)) w .

Aufgabe 3.4
Zeigen Sie in Beispiel (b) aus 3.8.3 (Bootsverleih) fiir die Wahrscheinlichkeit, dass in einer bestimm-
ten Woche gerade i Boote intakt sind:
n n—i
| (1)
lim P(N(¢t) =i) =

27 firi=0,...,n
1o (1+p)

Aufgabe 3.5
In Beispiel (d) aus 3.8.3 (soziale Mobilitiit) sei vorausgesetzt, dass die angegebenen Ubergangskoef-
fizienten konstant und die durchschnittliche Anzahl der Nachkommen von der Schichtzugehorigkeit
unabhingig sind. Welche Anteile der drei Schichten an der Gesamtbevolkerung ergeben sich dann
langfristig?

3.8.6 Ein irreguliarer Markov-Prozess

In Abbildung 3.5 ist ein stark zusammenhédngender Digraph zu sehen, dessen Zyklenldngen allesamt ein
Vielfaches von 3 sind. Ein Markov-Prozess mit diesem Digraphen ist ergodisch, aber nicht reguldr. Auf
der Menge der Ecken {1,...,10} ist durch

i~ j 1< es gibt von j nach i einen Weg, dessen Lénge ein Vielfaches von 3 ist
eine Aquivalenzrelation definiert. Die Ecken wurden so numeriert, dass
{1,2,3,4} , {5,6,7}, {8,9,10}

die zugehorigen Aquivalenzklassen sind. Die zugehorige Transitionsmatrix hat die Gestalt

_I_

coo+ 4+ 4+ ocococo
coooco+4+ oocoo
cooo+4+ coococoo
oo+ ocoocococoo
+ o+ coocoocooc o oo
o+ +coococococoo
+ + ocoocoocoocoococ oo
cooocoococo+ o+
cocoocooco+4+ oo+
cCooococ o oo+
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Abbildung 3.5: Digraph eines ergodischen, irreguldren Markov-Prozesses

wobei ,,+* fiir eine positive Zahl steht. Pfeile fithren nur von der ersten zur zweiten, von der zweiten zur
ditten und von der dritten zur ersten Aquivalenzklasse. Bildet man nun die dritte Potenz von P, so ergibt
sich eine Blockdiagonalmatrix, da Wege der Linge 3 nur zwischen Ecken derselben Aquivalenzklasse
moglich sind:

cocoocococo+ + + +
cocoocococoo+ + +
cocoocococo+ + o+
cocoococooco+ o+ +
coc o+ + + oo oo
coco o+ + + oo oo
coco o+ + 4+ oocoo
+ + + ocococococoo
+ 4+ +cocococococo
+ ++ocoocococococo

Jede der drei Matrizen in der Blockdiagonalen definiert fiir sich einen Markov-Prozess und hat daher den
Eigenwert 1, der damit ein dreifacher Eigenwert von P3 ist. Andererseit ist 1 ein einfacher Eigenwert
von P. Daher muss P auch die beiden anderen dritten Wurzeln von 1 als (einfache) Eigenwerte haben. P
besitzt also die drei einfachen Eigenwerte

1o 1
17_§+5\/§7 _5_5\/57

die allesamt den Absolutbetrag 1 haben. Deshalb konvergieren die Losungen von (3.23) im Allgemeinen
nicht gegen einen konstanten Vektor, sondern gegen eine periodische Losung mit Periode 3.

Die hier am Beispiel durchgefiihrten Uberlegungen gelten allgemeiner fiir ergodische, aber nicht re-
guldre Markov-Prozesse, vgl. HUPPERT (1990).
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3.8.7 Absorbierende Markov-Prozesse

Aus den Sitzen 3.8.7 und 3.8.13 folgt unmittelbar, dass alle Losungen von (3.22) bzw. (3.23) im Falle
eines absorbierenden Markov-Prozesses langfristig gegen einen Vektor w € IR” konvergieren mit w; = 0
fiir alle transienten Zustdnde i. Die Frage ist, wie sich die iibrigen Gewichte auf die absorbierenden
Zustinde verteilen, mit welcher Wahrscheinlichkeit also ein in irgend einem Zustand i startendes Teilchen
in welchem absorbierenden Zustand landet. Die Antwort hingt vom Anfangszustand ab, sofern es, wie
etwa in Beispiel (a) aus 3.8.3, mindestens zwei absorbierende Zustinde gibt. Gibt es dagegen, wie in
Beispiel (c) aus 3.8.3, nur einen absorbierenden Zustand, so ist die Antwort klar: Jedes Teilchen landet,
unabhingig von seinem Anfangszustand, langfristig in dem absorbierenden Zustand. In beiden Féllen
bleibt die Frage, wie lange das dauert, wie lange sich das Teilchen also in der Menge der transienten
Zustdnde aufhilt.

Zur Behandlung dieser Fragen dndere ich die bisherige Symbolik etwas ab, um die Unterscheidung
zwischen transienten und absorbierenden Zustéinden deutlicher werden zu lassen: Der Markov-Prozess
moge n transiente und m absorbierende Zustinde besitzen. Im Falle eines Markov-Prozesses in diskre-
ter Zeit bezeichne pj; die Ubergangswahrscheinlichkeit vom transienten Zustand k in den transienten
Zustand j und g;; die Ubergangswahrscheinlichkeit vom transienten Zustand j in den absorbierenden
Zustand i firi=1,...,mund j,k=1,...,n. Mit P = (pjx) € R"", Q = (g;;) € R™" und einer passen-
den Nullmatrix 0 und Einheitsmatrix I hat dann die Systemmatrix des absorbierenden Markov-Prozesses

die Gestalt
P O
Q 1)’

x(t+1) = Px(t) (3.24)
y(e+1) = Qx(t)+y(t)

fiir die Wahrscheinlichkeits- bzw. Materialverteilungen x auf den transienten und y auf den absorbieren-
den Zustinden. Die Dynamik auf den transienten Zustdnden ldsst sich ohne Betrachtung der absorbie-
renden Zustinde untersuchen. Die nichtnegative Matrix P lisst sich durch die folgenden Eigenschaften
charakterisieren: Thre Spaltensummen sind alle kleiner oder gleich 1, und in ihrem Digraphen fiihrt von
jeder Ecke k ein Weg zu einer Ecke j, sodass die Summe der j-ten Spalte echt kleiner als 1 ist.

Entsprechend bezeichne im Falle eines kontinuierlichen Markov-Prozesses a j die Ubergangswahr-
scheinlichkeit pro Zeiteinheit vom transienten Zustand & in den transienten Zustand j # k und b;; die
Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit vom transienten Zustand j in den absorbierenden Zustand
ifiri=1,...,mund j,k=1,...,n.Mit A = (aj) € R"", B = (B;;) € IR"" und passenden Nullmatrizen
0 hat dann die Systemmatrix des absorbierenden, kontinuierlichen Markov-Prozesses die Gestalt

(53)

X = AX (3.25)
y = Bx

und (3.23) erhilt die Form

und (3.22) erhilt die Form

fiir die Wahrscheinlichkeits- bzw. Materialverteilungen x auf den transienten und y auf den absorbieren-
den Zustidnden. Auch hier ldsst sich die Dynamik auf den transienten Zustdnden ohne Betrachtung der
absorbierenden Zustdnde untersuchen. Die kooperative Matrix A ldsst sich durch die folgenden Eigen-
schaften charakterisieren: Thre Spaltensummen sind alle kleiner oder gleich 0, und in ihrem Digraphen
fiihrt von jeder Ecke k ein Weg zu einer Ecke j, sodass die Summe der j-ten Spalte negativ ist.
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Langfristige Verteilung auf die absorbierenden Zustiinde

Zur Bestimmung des Langzeitverhaltens der Losungen von (3.24) bzw. (3.25) werden die Recht- und
Linkseigenvektoren zum Perron-Frobenius-Eigenwert 1 der Systemmatrix von (3.24) bzw. O der Sy-
stemmatrix von (3.25) benétigt. Diese lassen sich den absorbierenden Zustdnden zuordnen: Zu jedem
absorbierenden Zustand i gehort ein

Rechtseigenvektor w; = ( 0 )

€;

mit dem Nullvektor O € IR” und dem i-ten Einheitsvektor e; € IR™ sowie ein

. . Vi
Linkseigenvektor f; = ( ! )
i
mit v; € IR” und dem i-ten Einheitsvektor e; € IR, wobei

vi—PT Vi:QT e;bzw. —ATv;=BT¢; .

Es ist dann
ff wi=1lundf/ w;=0firi#j (i,j=1,....,m) .

Fiir jede Losung (x,y) von (3.24) bzw. (3.25) mit Anfangswerten x(0) = xo, y(0) = yo gilt

m x(1) _ 4 r [ Xo W
Lm<y@> 20 <)’0>) ’

m
tlgg x(1)=0, tlgg y(t) = Z (v x0+yoi) e; -

und daher

Betrachtet man speziell die Anfangswerte xg = e und yg = 0, so ist mit der k-ten Komponente v;; von
\%D
lim yi(t) = vik .

v ist also zu interpretieren als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein im transienten Zustand k befindliches
Teilchen langfristig im absorbierenden Zustand i landet. Es gilt also

Satz 3.8.15
Bei einem absorbierenden Markov-Prozess mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen sei vy, fiir
einen absorbierenden Zustand i und einen transienten Zustand k die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
ein in k befindliches Teilchen irgendwann in i landet. Dann gilt fiir alle i = 1,...,m und alle k =
1,...,n

« fiir einen Markov-Prozess in diskreter Zeit
n
Vik = qik + Z Vij Pjk (3.26)
j=1

* fiir einen kontinuierlichen Markov-Prozess

bic+ Y. vijap=0. (3.27)
j=1



132 3 Modellierung mit linearen Gleichungen

Die bei einem Markov-Prozess in diskreter Zeit geltenden Gleichungen (3.26) lassen sich auch direkt
durch wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen ableiten: Befindet sich ein Teilchen im Zustand &,
so geht es mit Wahrscheinlichkeit g;; im nichsten Zeitschritt direkt in den Zustand i iiber; mit Wahr-
scheinlichkeit p ;. geht es in den transienten Zustand j iiber, von dem aus es mit Wahrscheinlichkeit v;;
irgendwann in Zustand i landet.

Mit der Matrix V = (v;) € IR™" lassen sich die Gleichungen (3.26) bzw. (3.27) auch schreiben als

V=Q+VPbzw.B+VA=0
mit der (wegen der Eigenschaften von P bzw. A) eindeutigen Losung

V=Q(I-P) 'bzw.V=-BA!.

Beispiel: Wanderung eines Phosphatteilchens

In Beispiel (a) aus 3.8.3 ist ein absorbierender Markov-Prozess mit drei transienten und zwei absorbie-
renden Zustdnden angegeben. In der diskreten Formulierung ist

0.6 0.1 0.75
P=| 03 04 0 ,Q=<81 8 8'05>.
0 05 02 )

Hier ist auf drei Dezimalstellen genau

V=Q_P) = ( 0.135 0.180 0.189 > |

0.865 0.820 0.811

Daraus ist abzulesen, dass etwa ein im Gras befindliches Phosphatteilchen (Spalte 2) mit der Wahrschein-
lichkeit 0.18 in die Nahrung gelangt und mit der Komplementdrwahrscheinlichkeit 0.82 aus dem System
ausgeschwemmt wird.

Die kontinuierliche Fassung mit

-04 0.1 075
0 0 0.05
A= . —0. ,B=

0.3 06 0 (0'1 0 0 )

0 0.5 -038
liefert das gleiche Ergebnis, was einfach daran liegt, dass hier —A =1—Pund B =Q.

Dauer des Aufenthalts in transienten Zustinden

Wie lange dauert es, bis ein absorbierender Zustand erreicht wird? Zur Beantwortung dieser Frage be-
trachte ich fiir eine Losung x zunéchst von (3.24) die GoBle

u(t) =17 x(t) = i x(1)
k=1

wobei u(0) = 1 vorausgesetzt sei. u(t) ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen sich zum Zeit-
punkt ¢ noch in einem transienten Zustand befindet, oder in der deterministischen Interpretation, der
Anteil der Substanz, die bis zum Zeitpunkt # noch nicht absorbiert wurde. Offenbar ist

u(t) —u(t+1)
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dann gerade der Anteil, der zum Zeitpunkt ¢ + 1 einen absorbierenden Zustand erreicht. Fiir die mittlere
Dauer T bis zum Erreichen eines absorbierenden Zustands ergibt sich damit

oo oo

T=Y (1) (ult)—u(t+1)=Y (t—l—l)u(t)—ii ) =Y u(t) =17 Y x(1) .

t=0 t=0 t=0 t=0

oo

Die Konvergenz dieser unendlichen Reihen ist gesichert, weil alle Komponenten von x(¢) sich aus geo-
metrisch gegen Null konvergierenden Folgen zusammensetzen, da die Eigenwerte von P betragsmiBig
alle kleiner als 1 sind. Nun ergibt sich aber aus

K K s+1

(I-P) Y x(t)=) x(1)= Y x(r) =x(0) —x(s+1)

im Grenziibergang s — oo

und daher
T=1"T (1-P)"'x(0).

Die k-te Komponente 7} des Vektors
™ =(Ty,....T,) =17 (1-P)""

(esist T = Ty, falls x(0) = ey) ist gerade die mittlere Dauer, die ein im Zustand k befindliches Teilchen
bendtigt, um in einen absorbierenden Zustand zu gelangen. Schreibt man

™" 1-P) =17

komponentenweise aus, so ergibt sich

n
To=1+) Tjpyfirk=1,...n. (3.28)
Jj=1
Diese linearen Gleichungen lassen sich wiederum direkt wahrscheinlichkeitstheoretisch begriinden: Be-
findet sich das Teilchen im transienten Zustand &, so benétigt es mit Sicherheit mindestens einen Zeit-
schritt, um in einen absorbierenden Zustand zu gelangen; gelangt es im néichsten Zeitschritt in den transi-
enten Zustand j, was mit Wahrscheinlichkeit p j; eintritt, so bendtigt es von dort aus im Mittel weitere 7
Zeitschritte bis in einen absorbierenden Zustand. Mit der Gegenwahrscheinlichkeit 1 —Y7_; pj gelangt
es direkt einen absorbierenden Zustand.
Im Fall des kontinuierlichen, absorbierende Markov-Prozesses lésst sich eine analoge Rechnung durch-
fiihren. Hier ist

oo 0o oo

= [T raydi= a5+ [ uydi= [T uwar=1" [ x@dr.

=0
Zu beachten ist dabei, dass in der deterministischen Interpretation des Markov-Prozesses —u der Anteil
ist, der pro Zeiteinheit von einem transienten in einen absorbierenden Zustand iibertritt. Aus

/O x(t)dt:/o A‘lx(t)dt:A‘l/o %(r) dt = —A~" x(0)

ergibt sich
T=—1T A7 x(0)

und damit fiir die oben eingefiihrte Ubergangszeit T; vom transienten Zustand k in einen absorbierenden
Zustand:

1+) Tiap=0firk=1,....n. (3.29)
j=1
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Aufgabe 3.6
Bestimmen Sie die Verweildauer eines Phosphatteilchens im Erde-Gras-Vieh-System aus Beispiel
(a) in 3.8.3 in Abhingigkeit von seinem aktuellen Aufenthaltsort.

Aufgabe 3.7
Wie lange braucht eine durchschnittliche Kiefer aus Beispiel (¢) in 3.8.3, um von der ersten in die
letzte GroBenklasse zu wachsen?

3.8.8 Lineare Kompartiment-Modelle mit externen Eintrigen

Das System der transienten Zusténde eines absorbierenden, kontinuierlichen Markov-Prozesses
X=AxXx
hat die Eigenschaft, dass fiir alle seine Losungen gilt:

}Lrg x(t)=0.
Die im System vorhandene Substanz flie3t langfristig vollstindig ab, wo immer sie sich befinden mag.
Bei realen Systemen, die durch solche Modelle beschrieben werden, flieit die Substanz in der Regel an
irgendwelchen Stellen auch in das System ein. So kann man etwa bei dem Phosphat-Modell des Beispiels
(a) in 3.8.3 davon ausgehen, dass das Phosphat durch Diingung in die Erde eingebracht wird. Das Modell
erhilt dann die Form

x=Ax+u(r)

eines inhomogenen Systems linearer Differentialgleichungen. Dabei ist u(z) > 0, die j-te Komponente
uj(t) ist der Eintrag der Substanz pro Zeiteinheit in das Kompartiment j. Empfingt das System nun
dauerhaft solche externen Eintrédge, die andererseits aber auch stindig wieder abflieen, so stellt sich die
Frage nach der langfristigen Massenverteilung.

Konstante Eintrige

Es sei u(z) = u konstant. Dann besitzt das inhomogene System eine eindeutige bestimmte konstante
Losung
x()=x=—-A""u.

Da alle Losungen des inhomogenen Systems sich von dieser konstanten Losung nur um die Losungen
des homogenen Systems unterscheiden, die jedoch langfristig verschwinden, streben alle Losungen des
inhomogenen System langfristig gegen X, es handelt sich also um die Massenverteilung, die sich lang-
fristig einstellt.

Beispiel: In dem Phosphat-System aus Beispiel (a) in 3.8.3 werde dauerhaft eine Mengeneinheit pro
Zeiteinheit in die Erde eingetragen:

-04 0.1 075 1
X= 03 —-06 O x+1 0
0 05 038 0

Langfristig stellt sich dann (auf 4 Dezimalstellen genau) die Verteilung

8.649
X=1 4324
2.703
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des Phosphats auf die drei Kompartimente ein. Man beachte dabei die unterscheidlichen Mafeinheiten
fiir x (Mengeneinheiten) und u (Mengeneinheiten pro Zeiteinheit). Die Unterschiede in der Groéfenord-
nung der Zahlenwerte kommen dadurch zu Stande, dass je Zeiteinheit nur 10 Prozent aus dem ersten
Kompartiment (Erde) und 5 Prozent aus dem dritten Kompartiment (Vieh) abflieBen, sodass am Ende
mehr als 15 Mengeneinheiten im System vorhanden sein miissen, damit Zu- und Abfliisse iibereinstim-
men.

Periodische Eintrige

Gerade bei landwirtschaftlichen Systemen kann man davon ausgehen, dass externe Eintrdge von der
Jahreszeit abhingen. In erster Ndherung kann man sie vielleicht als jahresperiodisch ansetzen. Solche
Funktionen lassen sich (mit der Zeiteinheit von 1/27 Jahren) durch trigonometrische Reihen

.
ap+ Z (ax coskt + by sinkt)
k=1

beliebig gut approximieren. Da sich spezielle Losungen eines inhomogenen Systems

r

X=Ax+ Z uk(t)
k=0

dadurch finden lassen, dass man spezielle Losungen x; der inhomogenen Systeme
X = A X+ u(r)
fiir k =0,...,r bestimmt und diese aufsummiert, ergibt sich das Problem, eine spezielle Losung von
X =AXx+a cosot+b sinwt
zu bestimmen mit konstanten Vektoren a,b € IR” und einer Kreisfrequenz @ > 0. Der Ansatz
x(t) =y cos @t +z sin ot
liefert nach Einsetzen in die Differentialgleichung
—ysinot+ oz cosot = (Ay) cosor+ (A z) sinwr+a cosr +b sinwr
und damit das lineare Gleichungssystem

—-Ay+wz = a
—-wy—Az =

fiir die unbekannten Vektoren y,z € IR”, welches seinerseits dquivalent ist mit
(—FA—iwl)(y+iz)=—Ay+wz—i(wy+Az)=a+ib.

Da wegen der vorausgesetzten Eigenschaften die Realteile aller Eigenwerte von A negativ sind, A ins-
besondere also keine rein imaginidren Eigenwerte hat, besitzt das Gleichungssystem bei jeder Wahl von
o eine eindeutige Losung (vgl. HEUSER (1989, 172/478)).

Beispiel: In dem System aus Beispiel (a) in 3.8.3 werde periodisch Phosphat in die Erde eingetragen,

etwa:
-04 0.1 0.75 14 cost

X= 03 —-06 O X+ 0
0 05 -038 0
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Fiir eine jahresperiodische Interpretation ist hier als Zeiteinheit 1/27 Jahre zu wihlen und der Jahresan-
fang ist auf den Zeitpunkt des hochsten Phosphat-Eintrages zu setzen. Das oben beschriebene Vorgehen
liefert die spezielle Losung

8.649 +0.3027 cost +0.8008 sint
4.323 —0.1366 cost+0.1728 sint
2.703 —0.0860 cost +0.0005 sint

Von dieser unterscheiden sich auch hier alle anderen nur um die langfristig verschwindenden Losungen
des homogenen Systems. Die hier angegebene Losung ist also das, was sich langfristig einstellt.
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