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Wichtige Satze und Definitionen zu
§4: Das quadratische Reziprozititsgesetz
aus der Vorlesung:

LV-NR 150 239
Veranstaltung Diskrete Mathematik II, 4.0 std
Dozent Holtkamp, R.

4.1
G sei Gruppe (mit multiplikativ geschriebener Verknipfung) und a € G. Dann heifst

d(a) 00 falls a* #1gV k> 1
ord (a) :=
min{k>1|a" =1} sonst

Ordnung von a (in G).
(Analog fiir additiv geschriebene Gruppen: min{k € N|k-a =0})

Beispiele
(Z)77)" multiplikative Gruppe bzgl ,,-“ Elemente 1,2,3 und —1,—2, —3.
ord (1) =1, ord (2) = 3, ord (3) =6, ord (—1) = 2, ord (—2) = 6, ord (—3) = 3

Satz 1 (Elementordnung teilt Gruppenordnung)
Ist G endliche Gruppe (#G < 00) so gilt

ord (a) [#GV a € G

d.h. #G ist Vielfaches von ord (a).
Weiterhin gilt: Wenn ord (a) = n < oo, so ist

(a):=={a’ |0 <i<n}

Untergruppe von G mit n Elementen.

4.2
(a) heifst die von a erzeugte Untergruppe. Speziell heifit G zyklisch, wenn ein a existiert mit (a) = G
(d.h. wenn ein a ezxistiert mit ord (a) = #G).

Satz 2 (kleiner Fermat)
p € N sei Primzahl, p > 2.

a€Z/pZ = a’=a
a?"'=1 (wenna#0, p>2)

p—1

az €{+1,-1} (wenna#0, p>2)
Satz 3 (Zyklizitdt von (Z/pZ)")

p Primzahl = Ja € (Z/pZ)* mit ord(a) =p—1
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Insbesondere existiert fiir jedes solche a genau ein Isomorphismus

@/ (p-DZ.4) — (@/2)" )

l—a

Beispiel
Isomorphismus zwischen (Z/10Z,+) und ((Z/11Z)",").

4.3

a) Fir mn € N, a € Z mit ggT (a,m) = 1 heifit a ein n-ter Potenzrest modulo m, falls die

Gleichung
X"=a modm

in Z losbar ist.
Speziell heifit a quadratischer Rest ( mod m) falls

X?’=qa modm

losbar ist. Andernfalls heif$t a quadratischer Nichtrest.

b) Seip > 2 Primzahl, a € Z, ggT (a,p) = 1. Dann heifit

<a> 1 falls a quadratischer Rest modulo p
p) " -1 falls a quadratischer Nichtrest modulo p

Legendre-Symbol (,a nach p“).
Beispiel

2 ist quadratischer Rest mod7, denn 32 =2 mod 7.
2 ist quadratischer Nichtrest mod3, denn 12 #2 mod 3 und 22 # 2 mod 3.

Satz 4 (Rechenregeln Legendre-Symbol)
p > 2 prim.

(i) Wenn a,b € Z, a = b mod p, ggT (a,p) = 1 so ist ggT (b,p) = 1 und
(5)-()
p p
(ii) Wenn a,b € Z, ggT (a,p) =1, ggT (b,p) = 1 so ist ggT (a - b,p) = 1 und
(5)-G)-G)
p p p
(i) Wenn ggT (a,p) =1, @ = m, (a), ord (@) = p — 1 so ist

() (5)- o
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(iv) Wenn ggT (a,p) =1 und @ = 7, (a), so ist

(“) —les @7 =1

p

Ubung
Istp=1mod4 = —1 ist Quadrat modp.
Istp=3mod4 = —1 kein Quadrat modp.

Satz 5 (Quadratisches Reziprozititsgesetz)
p # q seine Primzahlen > 2. Dann:

<P) <q) —1 falls p =3 mod 4 und ¢ = 3 mod 4
q p) |+1 sonst

Weiterhin:
(—1> ) +1 falls p=1mod4
p/) |-1 fallsp=3mod4
2\ _ J+1 falls p==+1mod38
p) |-1 fallsp==+3modS8

Beispiel (Gaufisches Lemma)

Ist p > 2 prim, a € Z mit ggT (a,p) =1, so sei u, (a) die Anzahl aller j € {17 cee p—;l}, deren Produkt

mit a eine negative Restklasse im Reprisentantensystem {71’2;1, cee %_1} von Zy hat. Dann ist

(Z) _ (—1)®

<_1> _ (71)%;1 )+l falls p = 4+1 mod 8
—1 falls p=+3 mod 8

Beispiel
Wieder folgt:

daﬂp(*l):#{j€l,...,%| *j<0}:%,
Beispiele
2)=1(&)=1(2)=-1,(3)=-1,
(31) =-1 (5)=-1 (¥5) =1

Fiir p Primzahl der Form 6k + 1: (’73) =1.
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4.4
Fiir a € Z und ungerades n € N>g mit n.=p{* -p5? - ... p&, p; prim 1 < i <r, heifit
a 0 , falls ggT (a,n) > 1
(7> — el e2 €r
n/J (i) (“) (£> , sonst
P1 P2 pr

Jacobi-Symbol.
Bemerkung 4.1
Man beachte, dass ggT (a,p;) = 1V i, wenn ggT (a,n) = 1. Ist n = p; prim, ggT (a,n) = 1, so ist

(pil) = (1%) Das Jacobi-Symbol ist also eine Erweiterung des Legendre-Symbols und man schreibt
J

meist auch (%) fiir (%)J

Beispiele

Satz 6 (Rechenregeln fiir das Jacobi-Symbol und Reziprozititsgesetz)
Seien m,n € N>3 ungerade. Dann

(i) Y a,b € Z mit a = bmod n ist
(ii) V a,b € Z gilt:

(iii) falls ggT (m,n) =1 gilt:

(n) (m) _J—1 wennm=n=3mod 4
m/.J nly +1 sonst

(—1) ~J1  n=1mod4
n), |-1 n=3mod4

(2) 1 n=+1mod 8
nj; " ]-1 n=+3mods
Beispiel

geT (127,703) = 1, (355) , = — ({8), = —1.

<
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Beispiel (Solovay-Strassen-Test)

Gegeben eine (grofie) ungerade Zahl n. Der Test stellt entweder fest, dass n keine Primzahl ist (diese
Antwort ist immer korrekt) oder dass ,ohne Garantie eine Primzahl vorliegt. Im Fall dass n keine
Primzahl ist, wird die zweite Antwort mit einer Wahrscheinlichkeit < 2% gegeben, k wdhlbar. Hierbei wahlt
man eine Anzahl k > 1 von Schritten und eine zufdllige Folge a1,...,a; von Zahlen mit 1 < a; <n—1
(fir a <1< k). Berechnet wird in jedem Schritt:

gi = ggT (as,n)

Notwendig fiir Primzahl ist

L) gi=1
Falls OK, wird
b; = agn_l)/Z mod n
berechnet in {—”7_17 ey "T_l} Ist
2.) b ==+1

so wird auch noch (%)J berechnet. Falls n prim, so muss

5 0=(2),

gelten. Hohe Wahrscheinlichkeit fiir Primzahl, wenn fir alle a; nacheinader 1.) — 3.) OK.
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Aufgabe

Es sei Esgg = {a € (Z/529Z) — {1,528} | a®** = £1} und Elyg = {a € Es9 | a®%* = (%) }
Man berechne # Fs29 und #Ef,q.
Man beachte, dass 529 = 23 x 23 ist. Es ist Esg9 C (Z/529Z)" und # (Z/529Z)" = 22 - 23. Wir zerlegen

(Z/529Z)" in U x V mit
U ={ac(Z/529Z)" | a®* =1 mod 529}

und

V ={a€(Z/529Z)" | a =1mod 23}
wobei #U = 22 und #V = 23. Wir betrachten statt der Menge

{a € (2/529Z) | a®®* = £1}

die Menge
{0 euxv]pog™=+0,1)}

und beachten, dass die Ordnungen der Elemente von U in {1,2,11,22} liegen, wihrend die von 1 ver-
schiedenen Elemente von V' die Ordnung 23 haben. Es ist also

p264 _ (b22) 12
1

2-264 _ C23-23671

fiir alle b € U. Damit auch ¢?6* = 1 gilt, ist es notwendig, dass 1 = ¢ = ¢!, also dass

¢ = 1. Somit folgt
{(b,c) cUXV| (be) = i(l,l)} = {(b,e) |bEU, c=1}.
Diese Menge hat #U = 22 Elemente. Daher ist
#FE509 =22 — 2 = 20.

Weiterhin gilt #E%,q = #Es29, da

(%) - (2323) - (%)2 =1





