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Einleitung 1

1 Einleitung

Diese Arbeit gliedert sich in ein Programm ein, das K,-Gruppen lokaler Charak-
teristik p untersucht. In [MSS1| wird eine Beschreibung des Programms gegeben.
An dieser Stelle wird ein Uberblick iiber die fiir dieses Programm wichtigen Begriffe
gegeben und wie sich die vorliegende Arbeit in das Programm eingliedert.

Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Man sagt, G habe Charakte-
ristik p, falls

Ce(0,(G)) < 0,(@)

gilt, G habe lokale Charakteristik p, falls jede p-lokale Untergruppe von G' Cha-
rakteristik p hat, und G sei eine Kp-Gruppe, falls jeder einfache Abschnitt einer
p-lokalen Untergruppe von G eine der bekannten endlichen einfachen Gruppen ist;
also eine abelsche Gruppe, eine alternierende Gruppe, eine Gruppe vom Lie-Typ
oder eine der 26 sporadischen Gruppen.

Der wesentliche Schritt bei der Kennzeichnung der endlichen Gruppen lokaler
Charakteristik p ist die Bestimmung der Struktur ihrer p-lokalen Untergruppen.
Diese Untersuchung gliedert sich in zwei grofe Teilbereiche: Zum einen wird der

Fall untersucht, dass G' der Q-uniqueness geniigt.

(Q-uniqueness)  Es existiert eine nichttriviale p-Untergruppe @ in G mit
(i) No(A) < Ng(Q) fiir alle 1 # A < Cg(Q) und
(ii) Ce(Q) < Q.

Zum anderen wird der Fall betrachtet, in dem eben diese (Q-uniqueness nicht gilt.
Diese Arbeit ist in Hinsicht dieser zwei Fille dem ersten zuzuordnen.

Eine Gruppe heifst minimal parabolisch (bzgl. p), falls sie nicht p-abgeschlossen
ist und jede p-Sylowuntergruppe in genau einer maximalen Untergruppe liegt. Sei
Yy der grokte elementarabelsche p-Normalteiler einer endlichen Gruppe H mit
O,(H/Cg(Yy)) =1 (vgl. Kapitel 3 fiir dessen Existenz).

Der Fall, dass eine p-Sylowuntergruppe S von C = Ng(Q) in genau einer maxi-
malen p-lokalen Untergruppe enthalten ist, wurde in der Arbeit [BHS| untersucht.
Wir konnen also annehmen, dass neben der bereits erwdhnten maximalen p-lokalen
Untergruppe C eine weitere maximale p-lokale Untergruppe M existiert. In dieser
Situation kann bei geeigneter Wahl von M die Struktur von M/C\y(Yys) und Yy,
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genau angegeben werden, wie es in [MSS2| gemacht wird. Anhand dieser Informa-

tion wird dann in [MS]| der Fall Y3, £ O,(C) behandelt. Wir beschéftigen uns hier
mit der Situation Y, < Op(é).
In der Arbeit [PPS| wurde fiir diesen Fall (Y, < Op(é)) gezeigt, dass - bis auf

eine kleine Ausnahmesituation - die sogenannte P-uniqueness vorliegt.

(P-uniqueness)  Es existiert genau eine minimal parabolische Untergruppe P
lokaler Charakteristik p mit S < P, die nicht in C liegt.

Auf diesem Ergebnis aufbauend wurde noch in [MMPS]| gezeigt, dass - aufer in

einem Spezialfall - die ﬁ—uniqueness gilt.

(]B—uniqueness) Es existiert hochstens eine minimal parabolische Untergruppe
P lokaler Charakteristik p mit S < P und O,((P, P)) = 1, die
nicht in Ng(OP(P)) liegt.

Diese Arbeit benutzt die drei genannten Uniqueness-Eigenschaften als Vorausset-
zung.

Der Rang n einer Gruppe ist die minimale Anzahl an verschiedenen minimal
parabolischen Untergruppen P; lokaler Charakteristik p, die alle eine gemeinsame
p-Sylowgruppe von G enthalten, mit O,((F;|1 <i < n)) = 1. In dieser Arbeit wird
der Fall betrachtet, dass der Rang von G gleich 2 ist.

Im Weiteren setzen wir neben den Uniqueness-Eigenschaften noch Yp < Op(é)
voraus (nach Kapitel 3 folgt Yp < O,(C) aus Ya; < 0,(C)). Aukerdem sei G vom
Rang 2. Die einzige Einschrinkung gegeniiber dieser allgemeinen Situation stellt
jedoch noch die Tatsache dar, dass wir hier zusétzlich mit der Annahme arbeiten,
dass C auflsbar ist.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen kann der Satz formuliert werden:

Satz 1.1 Sei G eine endliche K,-Gruppe lokaler Charakteristik p vom Rang 2. Es
gelten folgende Figenschaften:

(i) G erfille die Q-, P- und P-uniqueness,

(ii) es gelte Yp < O,(C),

(iii) C sei auflisbar.
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Dann existiert eine minimal parabolische Untergruppe P von C mit S < P und
O, ((P, P)) =1 derart, dass einer der folgenden Fille gilt:

(a) Es existiert ein x € P mit Yp £ O,(P)*;
(b) es existiert ein x € P und ein y € P* mit Yp £ O,(P);
(¢) P und P bilden ein schwaches BN-Paar.

Schwache BN-Paare wurden in |[DS| behandelt. Also ist in dieser Situation die
Gruppe G schon bekannt und es verbleiben nur noch die Félle (a) und (b), die
noch ndher diskutiert werden kénnen. In [DS] entspricht es der Situation, dass
b = 2 oder b = 3 gilt. Diese kann dhnlich bearbeitet werden, wie es dort gemacht

wird. Darauf wird jedoch in der vorliegenden Arbeit verzichtet.

Herrn Prof. Stellmacher mochte ich fiir das interessante Thema und die gute

Betreuung meiner Diplomarbeit herzlich danken.
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2 Definitionen und die P!- und P!-Theoreme

In diesem Kapitel werden noch einige Definitionen und die fiir diese Arbeit

wichtigen P!- und P|-Theoreme angegeben.
Definition 2.1 Es sei H° := (Q) fiir alle H < G.

Definition 2.2 Sei H € {S,,,SL2(q), Span(q)} und V' ein endlicher, irreduzibler
GF(p)H-Modul.

(i) Ist H = S, so heifit V' ein natirlicher S,-Modul, falls p = 2 und V iso-
morph zum eindeutig bestimmten nicht-trivialen irreduziblen Faktormodul des

GF(p)S,-Permutationsmoduls ist.

(ii) Ist H = SLy(q), so heifft V' ein natirlicher SLy(q)-Modul, falls Endgy,q) (V)
= GF(q) und V ein 2-dimensionaler Endgr,q)(V)SLa(q)-Modul ist.

(ii1) Ist H = Span(q), so heifft V' ein natirlicher Spa,(q)-Modul, falls 2n =
dimgna,(v)(V) ist und H eine nicht-ausgeartete symplektische Form auf dem
Endy(V)-Vektorraum V invariant lafst.

Definition 2.3 Sei T < G eine p-Gruppe. Dann ist B(T) = Q0 (Z(J(T))) die
Baumann-Untergruppe von T, wobei J(T') die Thompson-Untergruppe ist.
Ist H < G, so sei B(H) := (B(T)|T € Syl,(H)).

Definition 2.4 Sei H eine Gruppe und V' ein elementarabelscher p-Normalteiler
von H. Sei A < H derart, dass A/Ca(V') eine elementarabelsche p-Gruppe ist.

(a) A heifst Offender auf V', falls |V/Cy(A)| < |A/Ca(V)| gilt;
(b) A heifit Over-Offender auf V', falls |V/Cy(A)| < |A/Ca(V)]| gilt;

(¢) A heifst Best-Offender auf V', falls |B||Cy(B)| < |A||Cy(A)]| fir alle B < A
gilt.

Sei O (V) die Menge der Best-Offender auf V. Ist Og(V) # 0, so sei my (V) :=
max {|A/Ca(V)||Cv(A)||A € O (V)}. Es sei Ay (V') die Menge der inklusionsmi-
nimalen Elemente der Menge {A € Ou(V)||A/Cs(V)||Cv(A)| = mu(V)}.
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Theorem 2.5 (P!-Theorem, [PPS]) Sei P* := P°O,(P), S* := SN P* und
Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) P*/O,(P) = SLy(q) und Yp ist ein natirlicher SLs(q)-Modul fiir P*/O,(P),

wobei ¢ = p™ fiir einn € N 4st.

(b) Zy < C und PN C ist die eindeutig bestimmte mazximale Untergruppe von P,
die S enthdlt.

(¢) Entweder ist P die einzige p-lokale Untergruppe, die nicht in C liegt und S
enthdlt, oder p ist ungerade und fiir jede p-lokale Untergruppe H aufierhalb von
C gilt O,(H) =Yy < B(S), B(H)/Yn = SLs(q) und Yy ist ein natirlicher
SLy(q)-Modul fiir B(H)/Yy.

Theorem 2.6 (P)-Theorem, [MMPS)) Es gilt eine der folgenden Aussagen:

(a) Es existiert hochstens eine minimal parabolische Untergruppe ﬁ, die S enthdlt,
sodass P° von P nicht normalisiert wird und O,((P, P)) # 1 gilt. Fiir My :=
(P, ﬁ>OCS(YP) gelten dann die folgenden Aussagen:

(al) My/Ch,(Yar) = SLs(q), Spa(q) oder Spy(2) (und p = 2)
(a2) [Yar,, M) ist der entsprechende natirliche Modul fir My /Chyr, (Yar,)-

(b) Es existieren mindestens zwei minimal parabolische Untergruppen ]31 und ﬁg,
die S enthalten und P° nicht normalisieren mit O,({P, P)) # 1 fiiri=1,2.
Fiir M; = (P, é-}oCS(Yp) gelten dann die folgenden Aussagen:

(b1) p =3 oder p =5 und OP (M, N M,) = P

(b2) M;/Op(M;) = SLs(p)

(b3) O,(M;)/Z(Oy(M;)) und Z(O,(M;)) sind natirliche SLs(p)-Moduln fir
M; [ Op(M;).

Nach den Voraussetzungen unseres Satzes befinden wir uns also in Teil (c) des
P\-Theorems im ersten Fall und im P!-Theorem im Teil (a). Da unsere Vorausset-
zungen denen der obigen Theoreme entsprechen, konnen wir also die Schlussfolge-

rungen benutzen und erhalten damit schon erste Informationen iiber P.
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Sei P eine minimal parabolische Untergruppe lokaler Charakteristik p von C mit
S < P und O,((P,P)) = 1. Sei P* := OP(P)S* und M die eindeutig bestimmte
maximale Untergruppe von 13, die S enthélt.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Bedeutung von P aus dem P-
Theorem eine andere ist, als die hier verwendete. Wird die ﬁ—uniqueness einmal
gebraucht, so wird die Untergrupppe stets eine andere Bezeichnung tragen.

Weil sich alle Voraussetzungen auf die Gruppe (P, ]3> iibertragen lassen und wir
nur iiber diese Gruppe etwas aussagen mochten, sei angenommen, dass G = (P, 15>

gilt.
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3 Kleine Lemmata und wichtige Satze

Lemma 3.1 Sei P eine minimal parabolische Gruppe und N I P mit N < M,
wobei M die eindeutig bestimmie Untergruppe von P ist, die die p-Sylowgruppe T

enthilt. Sei P := P/N. Dann ist P eine minimal parabolische Gruppe und es gilt
OP<P) = OP(P)'

Beweis [BHS]| (3.4). 0

Lemma 3.2 Sei H eine endliche Gruppe der Charakteristik p. Es qilt H = (]3\T <
p < H minimal parabolisch) Ny(T) fir eine p-Sylowuntergruppe T von H. Insbe-
sondere gilt auch HT = (P|T < P < HT minimal parabolischyNy(T).

Beweis [PPS| (1.3). O

Lemma 3.3 Sei P eine endliche Gruppe der Charakteristik p, T € Syl,(P) und
T < M < P. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es existiert ein eindeutig bestimmter mazimaler elementarabelscher p-Normal-
teiler Yp von P, sodass O,(P/Cp(Yp)) =1 ist.

(b) Ya < Yp.

(c) Ist P minimal parabolisch, so gilt fiir jeden Normalteiler N von P: OP(P) < N
oder TN N < O,(P).

Beweis
(a) [PPS] (1.2)(a).
(b) [PPS] (1.2)(b).
(c) [PPS] (1.3)(b).
O

Lemma 3.4 Sei P eine endliche, auflosbare, minimal parabolische Gruppe mit

Cp(Op(P)) < Oy(P). Dann ist |m(P)| = 2 und OP(P)/O,(OP(P)) eine p'-Gruppe.

Beweis Der erste Teil folgt aus der Existenz von m-Halluntergruppen in auflésba-
ren Gruppen; der zweite Teil folgt aus der Lage von Normalteilern in minimal para-
bolischen Gruppen und der Existenz einer Kompositionsreihe mit ¢g-Faktorgruppen

in auflésbaren Gruppen. O
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Lemma 3.5 Sei P eine aufiosbare, minimal parabolische Gruppe mit einer p-
Sylowgruppe T und einem Normalteiler N < O,(P). Ist [N,O,(P) N OP(P)] =1,

so gilt genau einer der folgenden Fille:
(i) [Z(T), 0P (P)] #1
(ii) [N,0P(P)] = 1

Beweis [S2] (3.5). 0

Lemma 3.6 Fiir jede p-lokale, minimal parabolische Untergruppe U mit O,(U) &
Syl,(U) der SLz(q) gilt U/O,(U) = SLa(q).

Beweis Sei X = SL3(q) und U eine p-lokale, minimal parabolische Untergruppe
von X. Es gibt bis auf Konjugation nur zwei maximale p-lokale Untergruppen
der SL3(q). Diese sind die Stabilisatoren von Punkten und Ebenen. Also liegt U
in einer solchen Untergruppe. Die genannten Untergruppen sind jedoch modulo

ihrem O, genau zur SLy(q) isomorphe Gruppen. O

Lemma 3.7 Fiir jede p-lokale, minimal parabolische Untergruppe U mit O,(U) ¢
Syl,(U) der Sps(q) gilt U/O,(U) = SLs(q).

Beweis Die einzigen Untergruppen der Spy(q), die die Voraussetzungen erfiillen,
sind Stabilisatoren von isotropen Punkten und Ebenen. Diese haben die gewiinsch-
te Gestalt. O

Lemma 3.8 Fiir jede 2-lokale, minimal parabolische Untergruppe U mit Oo(U) &
Syla(U) der Spy(2)' gilt U/Oo(U) = Ss.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf Sps(2) = Sg ist, also
Sps(2) = Ag gilt. In dieser gilt die Behauptung. O

Lemma 3.9 Sei H eine endliche Gruppe, p # 2 und V' ein treuer GF(p)H-Modul.
Es operiere H treu und nicht p-stabil auf V. Ist H auflésbar, so ist p = 3.

Beweis [KS| (9.1.4). 0

Lemma 3.10 Sei p eine Primzahl und P eine minimal parabolische Gruppe, die
treu auf einer elemantarabelschen p-Gruppe V' operiert. Ist O,(P) = 1 und existie-
ren Best-Offender in P auf V', so ist [Cy(T), P] # 1 fir alle T € Syl,(P).
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Beweis [BHS| Lemma 5.6. O

Satz 3.11 Sei p eine Primzahl, P eine minimal parabolische Gruppe, die treu
auf einer elementarabelschen p-Gruppe V' operiere. Sei T € Syl,(P) und M <
P die eindeutig bestimmte mazximale Uniergruppe von P, die T enthdlt. Es gelte
O,(P) = 1, P enthalte einen Best-Offender in P auf V und Cp(Cy(T)) < M.
Sei © :=Ap(V). Dann existieren Untergruppen Ej, ..., E, von P, sodass fir alle
1< <r gilt:

(a) P=(Ey x...x E)T,
(b) T operiert transitiv auf {E1, ..., E.},
(c) D=(DNE)U...U(DNE,),

(d) V =Cy(FEy X ...x E,)

7

(e) E; =2 SLy(p™) oder p=2 und E; = Sonyq fir ein n € N,

1

(f) [V, Ei]/Cv,g,(E;) ist ein natirlicher Modul fir E;.

Beweis |BHS| Theorem 5.5. O

Lemma 3.12 (L-Lemma) Sei p eine Primzahl und P eine minimal parabolische
Gruppe. Sei T' € Syl,(P) und M die eindeutig bestimmte mazimale Untergruppe
von P, die T enthdlt. Sei A <T mit A £ O,(P). Dann ezistiert eine Untergruppe
L, die A enthdlt, sodass folgende Figenschaften gelten:

(a) AO,(L) ist in genau einer mazimalen Untergruppe My von L enthalten und
es gilt Mo = LN MY fir ein g € P.

(b) L = (A, A")O,(L) fir alle x € L\ M.
(¢) L liegt in keiner zu M konjugierten Untergruppe von P.

Ist zudem L auflisbar und A elementarabelsch, so gilt |AJANO,(L)| = p.

Beweis Die Aussagen (a)-(c) sind in [PPS] zu finden. Es bleibt also der Zusatz
7u zeigen.

Sei dazu L := L/O,(L) und R := O, (L). Dann ist RT = L. Angenommen,
es ist |A| > p. Dann operiert A teilerfremd auf R und es gilt nach [KS] (8.3.4)
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R = (Cg(a)|a € Z#>. Wiire Cr(a) < My fiir alle a € Z#, so wire R < M, also
L < M,, was falsch ist. Also existiert ein a € A% mit Cr(a)A £ M,. Andererseits
ist Cx(a) = L oder Cx(a) = M. Es ist also nur der erste Fall auszuschlieRen, was
durch 1 # a € O,(L) = 1 gemacht wird. Zudem gilt offenbar nach Teil (a), dass L
keine p-Gruppe ist, also |[A/(ANO,(L))| # 1 gilt. O



Quadratische Operation 11

4 Quadratische Operation

In diesem Kapitel werden einige Eigenschaften bestimmter Gruppen gezeigt,

die quadratisch auf einem Modul V' operieren.

Lemma 4.1 Sei H eine endliche Gruppe, r = 3 und M ein treuer irreduzibler
GF(r)H-Modul. Es existiere eine Untergruppe A # 1 von H mit H = (A7) und
(M, A, Al = 0. Sei a € A und K eine a-invariante v’-Untergruppe von H. Ist K
abelsch oder | K| gerade, so gilt [K,a] = 1.

Beweis [C] (1.2). O

Lemma 4.2 Sei H = WT mit W = Oy(H), T € Syl,(H) und V ein treuer
H-Modul, auf dem T quadratisch operiert. Es gelte V = (Cy(T)H).
Dann gilt V- = (Cv(To)||T/To| = p)-

Beweis Es gilt

H = WT
= Cy(T)[W,T]
= Cu(T)(Cw(To)||IT/To| = p), T
= Cu(T)[Cw(To), TN|T/To| = p).

Sei U < T mit |T/U| = p, N := Cw(U) und V; := (Cy(T0)||T/To| = p). Es ist
also zu zeigen, dass V' = Vj gilt. Dazu ist zu zeigen, dass Vj H-invariant ist, denn
dann gilt

V > Vo = ({(Cv(T)|IT/To| = p)) = (Cv(T)) =V,

also V =1V}
Als néchstes wird gezeigt, dass Vg von [V, T| normalisiert wird: Sei dazu To < T
mit |T/Ty| = p. Dann gilt

[T, Cy(Ty), N] < [Cv(T), N] < [Cy(U), N] < Cv(U)
und
[Cv(Ty), N, T] < [V,T] < Cy(T) < Cy(H),

also folgt mit dem 3-Untergruppen-Lemma [N, T, Cy(Ty)] < Cy(U) < Vp. Daher
gilt [N, T, Vo] < Vi Also wird Vi von ganz ([Cw (Ty), T)||T/Ts| = p) normalisiert
und auch von Cy(T), da Vy T-invariant ist. Also gilt V, = V. O
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Lemma 4.3 Sei W eine nicht-abelsche 2-Gruppe mit zyklischem Zentrum. Sei a
ein Element der Ordnung 3 mit [W,a] = W. Es operiere a quadratisch auf einem
treuen W-Untermodul eines GF(3)(a)W -Moduls. Dann ist W = Qs.

Beweis Da Z(WW) abelsch ist, gilt [Z(W),a] = 1. Sei N <W mit [NV, a] = 1. Dann
gilt
[N,a, W] =[1,W]=1=[N,a] > [W,N,d]

und daher nach dem 3-Untergruppen-Lemma auch 1 = [a, W, n] = [W, n|; also ist
dann N < Z(W). Sei nun Z(W)N <W mit N a-invariant und N/Z (W) minimal.
Dann ist [V,a] # 1. Von N ist [N, W] ein Normalteiler mit [N, W] < N, da N
und W 2-Gruppen sind. Weil [N, W] a-invariant ist, folgt aus der Minimalitdt von
N/Z(W): [N,W] < Z(W). Es folgt mit dem 3-Untergruppen-Lemma wegen

[CN(CL)7G7W] =1= [Z<W)>a] > [VV, ON(G)va]

auch 1 = [W,a,Cn(a)] = [W,Cy(a)], also Cy(a) < Z(W) und daher, weil a
teilerfremd auf N operiert, N = [N, a]Cn(a) = [N, a]Z(W). Somit ist Z([N,a]) <
Z(N), und wegen der Minimalitdt von N gilt Z(N) < Z(W). Also ist Z([N,a]) <
Z(W) und daher zyklisch. Es folgt [N, a] = W oder mit Induktion [N, a] = Qs.

Sei zunéchst [V, a] = Qg. Dann ist N = Qg Y Z(WW).

Angenommen, es existiert eine Involution ¢ € N, die nicht zentral in N ist.
Dann ist t = ¢jc mit ¢; € Qg und ¢ € Z(W), wobei ¢; nicht die zentrale Invo-
lution in der Qg ist, da diese auch in Z(W) liegt. Dann ist N = (¢, t*,t*)Z(W),
denn es ist |[N/Z(W)| = 4 und t* # t; insbesondere gilt ¢{ # ¢, da a in N
nur Z (W) zentralisiert. Auferdem operiert a nicht auf (c¢;), da es sonst als 3-
Element auf einer Cj trivial operieren miisste. Also gilt ¢} € (¢;) und somit N =
(t,1°,1°YZ(W). Es ist [t, W] = (z), wobei z die Involution aus Z(W) sei, denn es
gilt [t, w]? = [c1, w]? = 1?7t e? = A(?) ¢ Da @ € Z(W) und [t,w] € Z(W)
ist, folgt (¢¥)*'¢® € Z(W) N Q¥ = (z). Offenbar zentralisiert ¢ nicht W. Daher
gilt [t, W] = (z). Somit gilt |W/Cw(t)| = |[t, W]| = 2, also |W/Cw(N)| < 8,
da N = (t,t°,t"YZ(W) ist. Wire [W/Cyw(N)| = 8, so wire NCy(N) < W
vom Index 2. Also wiirde W/NCy (N) von a zentralisiert, weil NCy (N) von
a normalisiert wird. Aber dann wére [W,a] < W, ein Widerspruch. Also gilt
|(W/Cw(N)| < 4.Da NCw(N)/Cw(N) < W/Cw(N)und [INCw(N)/Cw(N)| =4
ist, folgt |W/Cw(N)| = 4 und somit auch W = NCy (N) = [N, a|]Cw (N).
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Als néchstes wird gezeigt, dass [N,a] N Cw(N) = (z) ist. Sei dazu C' :=
[Cw(N),a]. Dann ist C < Cw(N) und C[N,a] = W, da W = [W,a] ist. Zu-
dem wird C' von C und N, also W normalisiert. Eine wichtige Eigenschaft von
p-Gruppen zeigt: C N Z(W) # 1, also (z) < C < Cw(N). Da offenbar auch die
Umkehrung gilt nach der Struktur der Qs, folgt [NV,a] N Cyw (N) = (z). Insbe-
sondere ist C' = Cy (NV), da sonst CN < Cy (N)N. Wire Cy (N) < [N,al, so
wire W = N, was dem Fall [N,a] < W widerspricht. Also ist nach Induktion
Cw(N) =2 Qs wegen C' = Cy(N) und somit W = Qs Y Qs. Sei ¢ € N und
Cy € Cw(N) mit o(c) = 4 = o(cy). Dann ist (cci)? = 2c? = 2z = 1, also ist
t := cc; eine Involution. Somit ist (+/*)(z) eine Gruppe der Ordnung 8 mit minde-
stens vier Involutionen. Sie ist abelsch oder isomorph zur Dg. Wire sie abelsch, so
folgt ein Widerspruch zu Lemma 4.1. Also ist sie isomorph zur Dg und a-invariant.
Es existiert eine eindeutig bestimmte zyklische Untergruppe der Ordnung 4. Die-
se wird von a invariant gelassen, also zentralisiert, da a nur trivial auf der C}
operieren kann. Weil andererseits auch Dg/Cy = Cy a-invariant ist, wird es aus
gleichem Grund zentralisiert. Wegen teilerfremder Operation wird die ganze Dy
zentralisiert. Insbesondere werden dann auch die Projektionen der Dy in eine Qg
zentralisiert, was [Qs, a] = Qs widerspricht.

Sei ¢ € Z(W) mit o(c) = 4, und ¢; € [N, a] mit o(c;) = 4. Dann ist (c;c)? =
c2c? = zz = 1. Weil so eine Involution - wie eben gezeigt - nicht existiert, gilt
|Z(W)| = 2 und wegen N = [N, a]Z(W), folgt N = Qs. Da [c, W] = (z) firce N
mit o(c) = 4 ist, folgt |[W/Cw(Nc)| = 2, also |[W/Cy (N)| < 8. Analog dem letzten
Fall folgt auch hier ein Widerspruch, sodass N = W gilt.

Da W’ ein a-invarianter echter Normalteiler von W ist, gilt W’ < Z(W), also
W/Z (W) abelsch. Seien x,y € W\ Z(W) mit xZ(W) # yZ(W) und zy # yx.

Dann gilt
2

[937 Yy = x_ly_lzyx_ly_lzvy = x_lyy_la:x_lyy_lx =1,

denn y~tz € Z(W). Also ist [z,y] = z und daher W’ = (2). Sei W := W/W'. Da
W abelsch ist, gilt W = Cy(a) x [W, a]. Weil [W, a] = W ist, ist auch [W,a] = W,
also Ci(a) = 1. Wegen Z(W) < Cyr(a) folgt Z(W) = 1, also W' = Z(W)
und daher |Z(W)| = 2. Sei d € W eine Involution. Da W abelsch ist, ist <a<“>>
eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 4, denn [d,a] # 1. Weil das Urbild

von <3<a>> ein a-invarianter Normalteiler von W ist, folgt W = <E<“>>. Daher ist
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W eine nicht-zyklische Gruppe der Ordnung 8 mit |Z(WW)| = 2, also auch nicht
elementarabelsch. Da, wie gesehen, auf einer Dg ein Element der Ordnung 3 nur

trivial operieren kann, folgt W = Q)s. O

Lemma 4.4 Sei a ein Element der Ordnung 3. Sei V' ein nicht-trivialer, irredu-
zibler treuer W-Untermodul eines GF(3){a)W -Moduls mit W = Qg, [W,a] = W,

[V,a,a] =0 und [V, a] # 0. Dann wird V' von a normalisiert.

Beweis Angenommen, a normalisiert V' nicht. Dann ist VNV® =0, da V NnV*
ein W-Modul, aber V irreduzibel ist. Sei V* :=V & V. Dann ist

VS =V +[V,a =V +[V,a] = Vo + [V, = V*°.
Seiv € V. Es gilt
v+ 07 = (=1 + (=0 +0%) = (v—1) — (V=) = v — " —v+v* =0,

denn [v, a] wird wegen [v, a, a] = 0 von a zentralisiert. Da [a, W] = W ist, existiert
ein w € W, sodass aw zu a konjugiert, aw ¢ (w) und 0.B.d.A. o(w) = 4 ist. Es
gilt 0 = v + v™ + (@) fiir alle v € V' \ {0}, also v™ + 0¥ ¢ = —p =% 0%

-1

a~?! w

wegen (aw)? = (aw)™' = w™'a"'. Folglich gilt —v®+v" = v —¢® '*"" Da nun
v e Vist, folgt v @ e Vol alsov®  —o® @ € Ve . Andererseits ist aber
auch v™ € V¢ also —v® +v* € V. Wegen V*NV = 0 folgt —v® + v* = 0 und
somit v* = v™, also v* € Cy«((w)). Da (w) IW, ist Cya((w)) ein W-Modul, also
wegen der Irreduzibilitit von V¢ gleich 0 oder V*. Es kann nicht V* sein, weil dann
w trivial auf V® operierte, aber wegen v®  — v %' =0, also v € Cy(w™'), auch
(w™1)* ¢ (w) trivial auf V* operierte, und somit ganz W, was der Voraussetzung
V' # 0 widerspréche. Also ist 0 = Cya((w)) und daher v* = 0, also v = 0, was der

Wahl von v widerspricht und das Lemma zeigt. O

Lemma 4.5 Sei a ein Element der Ordnung 3. Sei W eine 2-Gruppe mit W =
(W, a] und V' ein treuer W -Untermodul eines GF(3)(a)W -Moduls. Es gelte [V, a,a] =
1#[V,a].

Dann gilt Cw(a) = Z(W) = &(W) = Q (Z(W)).

Beweis Sei U ein irreduzibler W-Untermodul von V und W := W/Cy, (U). Nach

[KS](5.3.7) enthilt jede abelsche 2-Gruppe mindestens zwei Involutionen, wenn sie
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nicht zyklisch ist. Angenommen also, dass Z (W) nicht zyklisch ist. Dann existieren

2 Involutionen in Z(W). Insbesondere gilt nach (8.3.4)[KS]:

U= Y. Cul.
teQ (Z(W))

Da Cy(t) # U fiir alle t € Q;(Z(W)) nach Wahl von W ist, existieren zwei
Involutionen ¢, und t, mit Cy(t1) £ Cy(ty) £ Cy(ty). Insbesondere ist Cy(t;) W-
invariant. Also gilt Cy(t;) = 0 nach der Irreduzibilitdt von U - ein Widerspruch
7u Cy(t;) £ Cy(ty). Somit ist Z(W) zyklisch und nach Lemma 4.3 gilt W = Q.
Also gilt ®(W)? = 1. Da ®(W) in dem Urbild A von ®(W) liegt, gilt ®(W)? <
A% < Cw (U). Zudem ist Cyr(a)* = 1, also gilt mit B als dem Urbild von Cyr(a):
Cw(a)*> < B* < Cw(U). Da die Operation von W auf V halbeinfach ist nach
dem Satz von Maschke (vgl. z.B. [KS] (8.4.6)), folgt ®(W)? < Cyw (V) = 1 und
Cw(a)? < Cw (V) = 1. Also sind ®(W) und Cyy(a) elementarabelsch.

Nach Lemma 4.1, folgt Z(W) < Cw(a) > ®(W). Insbesondere gilt damit
Z(W) = u(Z(W)).

Als néchstes wird gezeigt: Cy(a) < Z(W). Dafiir wird zunéchst gezeigt, dass
Cw(a) < W gilt. Sei Wy := Ny (Cw(a)). Es gilt W, = Cy(a)[W1,al, da W)
a-invariant ist. Sei Wy := [W3,a]. Dann gilt [a, Cw(a), W;] = 1 = [W,Cw(a),al,
also nach dem 3-Untergruppen-Lemma auch [Wy, Cyy (a)] = 1. Weil Cy(a) elemen-
tarabelsch ist, folgt Cy (a) < Z(W;). Wie fiir W gilt auch fiir Wy: Cyw, (a) > Z(Wh)
nach Lemma 4.1, also Cy (a) = Z(W;). Somit ist Cy (a) = Z(W;) < Ny (W;). Da
W eine 2-Gruppe ist, folgt W = Wy, also Cy(a) < W. Nun gilt [Cy (a), W] =
(W, a,Cw(a)]. Da [a,Cw(a), W] =1 = [W,Cw(a),al], folgt auch hier mit dem 3-
Untergruppen-Lemma [Cy (a), W] = 1, also Cy(a) < Z(W) und daher Cy (a) =
Z(W).

Weil W/®(W) elementar abelsch ist, gilt

W/R(W) = [W/B(W).a] x Cwjaqr(a).

Da aber W = [W, a] gilt, folgt [W/®(W),a] = W/®(W), also Cw/ew)(a) = 1.
Daher ist Cy (a)®(W)/®(W) = 1 und somit ®(W) = Cy (a). O

Lemma 4.6 Seia ein Element der Ordnung 3. Sei W eine 2-Gruppe mit [W,a] =
W und V ein treuer W-Untermodul eines GF(3){a)W-Moduls. Es gelte [V, a,a] =
0#[V,a].
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T
Dann ist W = X Qg fiir einr € N und a ldsst die einzelnen Faktoren invariant.
i=1

Beweis Sei W := W/Z(W). Da Z(W) = ®W) nach dem Lemma 4.5 ist, ist W
elementarabelsch. Sei t € W. Dann ist K, := (¢,1%t*) eine a-invariante Unter-
gruppe von W mit Ordnung hochstens 8. Auf einer elementarabelschen Gruppe
der Ordnung 8 kann ein Element der Ordnung 3 nicht fixpunktfrei operieren. Da
die Operation von a auf W nach dem Satz von Maschke halbeinfach ist, folgt, dass
K, die Ordnung 4 haben muss. Durch Induktion auf das a-invariante Komplement
von K in W folgt W =K, x...x K, mit K; a-invarianten Gruppen der Ordnung
4. Dann existieren minimale Urbilder K; von K; in W mit [K;,a] = K;.

Es wird als néchstes gezeigt, dass |K]| = 2 gilt: Seien t1,t9,t3 € K; \ Z(W) mit
ti & (t;) fiir i # j. Dann gilt [t;,t;2] = [t;,t;] fiir alle z € Z(W). Insbesondere kann

also t{ = t9 und t§ = t3 angenommen werden. Es gilt
[to, ts] = t5 5 oty = (8 'ty tate)™ = [t1, Lo,

da [t1,ts] € Z(W) = Cyw (a). Analog gilt [ta, t5] = [t1, t3]. Also folgt | K| = 2. Daher
ist K; = Qg. Wire W # Ky -+ K., so wire Z(W) £ K; - -+ K,. Insbesondere wire
aber W = (Ky--- K,.)Z(W), was W = [W, a] wegen Z(W) = Cy (a) widerspricht.
Also gilt W = K --- K, mit K; = (). Es reicht somit zu zeigen, dass K; N K; =1
ist, weil dann W = K; x ... x K, gilt.

Sei also angenommen, dass K; N K; # 1 ist. Dann gilt K; N K; = Z(K;) =
Z(K;) = Z(K;Kj). Insbesondere ist Z(K;K;) zyklisch und es gilt [K;K;,a] =
K;K;. Dies widerspricht jedoch Lemma 4.3, in dem gezeigt wurde, dass dann
K:K; = Qs gilt. 0

Lemma 4.7 Sei t ein Element der Ordnung 3 von H und F' = [W,t] mit W =
O3 (H). Sei 'V ein treuer GF(3)H-Modul, auf dem t quadratisch operiert. Sei F
eine 2-Gruppe und |[V,t]| < 3%

Dann gilt einer der folgenden Fille:

(a) |[V, F]| = 3% und F = Qs.
(b) |[V,F]| = 3% und F = Qg oder F = Qg X Qs.

Beweis Nach Lemma 4.6 gilt F' = Q7 X ... X Q, fiir ein s € N mit Q; = Qs. Sei
Vi = [V, Qi]. Wegen |[V,4]| < 3 folgt |Vi| = 87 oder |Vi| = 3"
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Sei zunéchst |Vi| = 3% Dann gilt [V4,Q;] = 1 fiir ¢ > 1, da sonst V; von dem
Produkt der Involutionen in (); und @); zentralisiert wiirde, aber daher und wegen
V =1[V,Q,] xCv(Q,) ganz V von dem Produkt zentralisiert wiirde, was der treuen
Operation von H auf V' widerspriache. Wegen |[V,t]| < 9 folgt r < 2.

Sei nun |V;| = 3%. Dann existiert hochstens ein Q; mit i > 1, sodass [V}, Q;] # 1,
da nur Automorphismen aus GL4(3) auf V operieren, falls es 3’-Elemente sind.
Wegen |GLy(3)]2 = 2% folgte sonst, dass Q1 x Q; x Q; eine 2-Sylowgruppe von
G'L4(3) wire, was aber nicht der Struktur einer solchen entspricht. O.B.d.A. gel-
te i = 2. Ware s > 2, so folgt [V,Qs,t] = 1, weil [V, Q3] t-invariant ist und
[V, t]] < 32 gilt. AuBerdem ist [V,¢,Q3] < [V1,Q3] = 1 und daher folgt mit dem
3-Untergruppen-Lemma 1 = [@Q3,t, V] = [Q3, V], was der treuen Operation von H
auf V' widerspricht. O

Lemma 4.8 Seit eine Involution von H und F = [W,t] mit W = Oy (H). Sei V
ein treuer GF(2)H-Modul, auf dem t quadratisch operiert. Sei F' eine r-Gruppe
fiir eine Primzahl r und |V/Cy(t)| < 22.

Dann gilt einer der folgenden Fdlle:

(a) |[V, F]| = 2% und F = Cs.
(b) |V, F]| =24, |[V/Cy(t)] = 2% und F = C3, Cs oder Cs x Cs.

(c) |[V,F]| = 28, |[V/Cy(t)] = 22, [Z(F),t] = 1 und F ist eine extraspezielle
Gruppe der Ordnung 33.

Beweis [52] (1.3). O
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5 Eigenschaften von P und P

Lemma 5.1 Jede p-Untergruppe T von G enthdlt héchstens ein Konjugiertes von
Q). Insbesondere ist () das einzige Konjugierte in C.

Beweis [PPS| (1.6). O
Lemma 5.2 Es gilt S* = B(S) oder B(S) < O,(P).

Beweis [PPS| (3.1). O
Lemma 5.3 Es gilt Z(P) = 1.

Beweis Esist Z(P) < Yp, da Cp(O,(P)) < O,(P) ist. Jedoch operiert P*/O,(P)

fixpunktfrei auf Yp, weil Yp ein natiirlicher Modul ist. O
Lemma 5.4 Ist O,(P) # Yp, so ist O,(OP(P)) £ O,(P).

Beweis Sei O,(OP(P)) < O,(P P). Es wird gezeigt, dass dann O L(P) = Yp gilt.
Wegen Z(OP(P)O,(P)) = 1 gilt nach [S1] Theorem 1 [0,(OP(P)O,(P)), OP(P)] =
Yp. Also gilt mit teilerfremder Operation

Yp < [0p(P),07(P)]
= [0,(P), 07(P), O07(P)]
< [0p(07(P)O,(P)), 0P (P)]
= YP7

also Yp = [O,(P),OP(P)]. Sei x € P ein p/-Element. Dann gilt nach teilerfremder
Operation O,(P) = Co,p)(z)Yp. Weil Yp = Q1(Z(0,(P))) ist, ist ®(O,(P)) <
Co,p)(z). Somit gilt ®(O,(P)) < Co,p)(OP(P)). Es ist ®(O,(P)) = 1 und damit
O,(P) = 2 (Z(0,(P))) = Yp oder ©(O,(P)) # 1. Im zweiten Fall gilt 1 #
P(0,(P)) N Z(S) < ®(0,(P)) NYp und daher Cy, (OP(P)) # 1, was Lemma 5.3
widerspricht. O

Bemerkung 5.5 Nach Lemma 5.4 ist es ermdglich, fiir den Rest des Beweis an-
zunehmen, dass [Zy, OP(P)] = 1 gilt, weil ansonsten schon der erste Fall unseres
Satzes folgt.

Lemma 5.6 Es gilt Y5 < Z,.
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Beweis Angenommen, es gilte Y3 £ Zy. Da Y5 < Yz < O,(C) < S* gilt und
somit S* £ Cg(V3), ist Cs(Yz) = Op(P) und O,(P) # S*.

Ist J(S) < O,(P), so ist B(S) = Cs(Q(Z(J(S)))) < Cs(Ys) = O,(P), da
M(Z(J(5))) > Y5 ist. Also gilt B(S) < P. Nach Lemma 5.2 folgt B(S) = S*
oder B(S) < O,(P). Wire B(S) < O,(P), so wire B(S) < P, also 1 # B(S)
(P,P) = G, ein Widerspruch. Andererseits gilt $* = B(S) < Op(ﬁ), was auch
einen Widerspruch darstellt. Somit gilt J(S) £ Op(lg).

Sei P := P/O,(P), A € %(P) mit A £ O,(P). Nach Lemma 3.1 ist P eine
minimal parabolische Gruppe. Zudem gilt [Y5, A] # 1 und aus Lemma (9.2.9)(a)
[KS] folgt wegen der treuen Operation von P auf Y: Ae Op(V), also Os(V) # 0
und dann auch O (V) # 0. Somit folgt aus dem Lemma 3.10, dass [Cyﬁ(g), P #1
ist, also [2,(Z(S)), P] # 1 und somit [Q4(Z(S)), P] # 1: also gilt insbesondere
[24(Z(S)),0P(P)] # 1. Da 0,(Z(S)) < Z ist, gilt aber [,(Z(S)),07(P)] <
[Zy, OP(P)] = 1. Ein Widerspruch. O

Lemma 5.7 Sei g € G. Dann ist Zo N Z§ =1 oder Zy = Z§.
Auferdem ist Yp Y € {1,2},Yp} fir ein h € P.

Beweis Sei 1 # z € ZyN Z§. Dann gilt nach der Q-uniqueness Cy(x) < C und
Cu(z) < 9, da Zy < Z(Q) ist. Also sind Q und Q¢ in Cy(z) und daher auch
in C. Nach Lemma 5.1 gilt somit Q = QY. Insbesondere ist g € Ng(Q) = C. Da
Zy < C, folgt Zy = Z2.
Sei nun 1 # Yp NYE. Dann existiert ein 1 # h € YpNYE. Da
vp=J%
veP

ist, folgt aus dem ersten Teil Z§ < YpNYE fireiny € P. Ist Yp NYJ # Z¥, so
existiert ein b’ € Yp NYE \ Z{. Dieses liegt in einem Z7. Da dann Z7 < Yp und
Zy <Yp, folgt Yp = Y3. O

Lemma 5.8 Ng(S) normalisiert P.

Beweis Nach der Q-uniqueness ist Ng(1(Z(5))) < C. AuRerdem ist Q,(Z(S)) <
Ng(S), also folgt Ng(S) < C. Mit der P-uniqueness folgt wegen P* £ C fiir alle
x € Ng(S), dass P* = P gilt und somit die Behauptung. O

Lemma 5.9 (a) Es gilt No(Yp)° = Ng(OP(P))° = P°.
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(b) Sei N := Ng<Yp) FEs ist [CN(YP),PO] S Op(N> S Op(P)

Beweis Sei H := Ng(Yp). Da Ng(Yp) > Ng(OP(P)), geniigt es, H° = P° zu
zeigen. Es ist P < Ng(Yp)) transitiv auf Y;7. Nach dem Frattini-Argument gilt
also H = Cy(y)P fiir alle y € Y;7. O.B.d.A. sei y € Z gewéhlt Dann ist nach der
Q-uniqueness Q < Cj(y) und somit gilt (Qf) = (Q*W QF) = (Q, Q) = (QF),
also (a).

Es ist Cn(Zy) > Cn(Yp) und Q < Cn(Zp). Somit gilt

[Q,Cn(YP)] < QN Cn(Yp) < Op(Cn(Yp)) < Op(N).

Es folgt
[Q7, Cn(Yp)] = [Q, Cn(YP)]" < Op(N)" = Op(N)
fiir alle z € P und daher (b). O

Lemma 5.10 Es gilt Q = O,(C).

Beweis Trivialerweise gilt ) < O,(C'). Wegen O,(C') char C' < C folgt 0,(C) < C,
also die Behauptung. O

Lemma 5.11 Es sei O,(P) # Yp. Es gelte C5(0,(C)) < Oy(C) fiir C := C/Q
Dann existiert eine minimal pambolzsche Untergruppe P von C mit S < P

O,((P, P)) = 1 und [0,(P),0"(P)] < Q.

Beweis Sei R := O,(C). Wegen Cx(R) < R, gilt [R,S] # 1. Nach Lemma 3.2
ist RS = (Pl, e 7P )N (S) mit minimal parabolischen Untergruppen [A’Z von RS.
Weil [N5(5),S] < RN'S = 1 ist, folgt wegen [R,S] # 1: (Py,..., Py) # 1.

Sei zundichst P < Ne(OP(P)) fir i = 1,. M- Wie in Lemma 5.9 gezeigt
wurde, gilt Ng(OP(P))° = P°. Zudem ist [P°, Op( P) <O »(Na(Yp)) nach dem
gleichen Lemma, da Yp von OP ( ,) zentralisiert wird, weil nur p-Automorphismen

nicht trivial auf Yp operieren und zugleich Z, zentralisieren. Folglich laft P° ganz
OP(P,)O,(Ng(Yp)) invariant. Somit ist

O, ({07 (P), P*)) = 0,(0"(P,)0,(Na(Yp))) # 1.

Dann ist aber auch O,((P, Op(ﬁi») £ 1, weil OP(P;) und P° von S normalisiert
wird. Nach Lemma 5.8 gilt Ni(S5) < Ng(P).
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Als néchstes wird gezeigt, dass P° auch OP(Ng(S))Q normalisiert, also ganz
R. Nach Wahl von R wird Z, von Ng(S) zentralisiert. Sei ¢ ein nicht-trivialer
Automorphismus auf Yp, der Z, zentralisiert. Ist ¢ € GL(Yp), so ist ¢ ein p-
Element. Ist ¢ nicht aus GL(Yp), so induziert ¢ eine semilineare Abbildung, also
wird insbesondere Z, nicht elementweise festgelassen. Somit folgt OF(Ng(S)) <
Cr(Yp). Es gilt nun [Q,Cr(Yp)] < Op(Cr(Yp)) < Q. Wegen [P°,Cgr(Yp)] <
PN Cq(Yp) < O,(P) wird Cr(Yp)O,(P) von P° normalisiert. Insbesondere gilt
OP(Cgr(Yp)) = OP(Cr(Yp)O,(P)) nach der Wahl von R, also folgt

[Q7, O (Cr(Yr))] = [Q,0"(Cr(Yp))

IlIA
S O
S =
S O
= =
5 5
5

IN
O

fir alle g € P°, da mit Cr(Yp)O,(P) auch OP(Cg(Yp)O,(P)) normalisiert wird.
Es gilt somit [P°,OP(Cgr(Yp))] < Q. Es ist aber mit OP(Ng(S)) < Cr(Yp) auch
OP(Ng(S)) < OP(Cgr(Yp)), also [P°,OP(Ng(S))] < Q. Somit wird R von P° nor-
malisiert, und es folgt, da auch R von C normalisiert wird: O,(R) = 1. Dies ist
jedoch ein Widerspruch zu Ce(O,(C)) < O,(C).

Sei nun P; £ Ng(OP(P)) fiir ein P; dieses sei 0.B.d.A. Py. Es ist

[0,(P1), 0°(P)] < 0,(0F(P1)) = O,(R) < 0,(C) = Q.

Wire Op(<161, P)) =1, so folgt die Behauptung fiir P := Py. Also sei Op(<161, P)) #
1. Es gilt, dass ]31 die eindeutig bestimmte Untergrupp@—uniqueness ist. Sei
Q* := 0,(0P(P°)). Als niichstes wird gezeigt, dass [Q", O,(P)] = 1 gilt. Nach den
Lemmata 3.6, 3.7 und 3.8 gilt O(P))/0,(0P(P,)) = OP(P)/Q* = SLy(q). Da P,
auflosbar ist, folgt ¢ = 2 oder ¢ = 3. Also muss auch ﬁl/Op(ﬁl) =~ SLy(q) gelten,
da es keine Korperautomorphismen # 1 auf GF(2) und GF(3) gibt. Somit folgt
1Q*/(Q*NO,(P)))| < p. Da Q*NO,(P)) < Q ist, folgt Q7| < p, also [Q", 0,(P)] =
1, da eine p-Gruppe auf einer p-Gruppe der Ordnung p operiert. Nach Lemma 5.4
gilt Q* £ O,(P). Sei H := [OP(P),Q*]. Dann ist H < P, da H OP(P)- und S-
invariant ist. Wegen der Eigenschaften von Normalteilern in minimal parabolischen
Gruppen folgt OP(P) = OP(H), also H = OP(P), oder HN S < O,(P). Der zweite
Fall wird zum Widerspruch gefiihrt: Es ist nach Lemma 3.4 Or(P)/0,(O?(P))
eine p'-Gruppe. Also operiert Q* teilerfremd auf OP(P) := Op(ﬁ)/Op(Op(]S)) und
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somit gilt O?(P) = [O7(P), Q*]C-, 7(Q7). Weil SNH < O,(P) ist, gilt SH < M.

Da das Urbild von [Op(ﬁ),Q*] in SH liegt, folgt wegen Op(ﬁ) £ M, dass auch
Conm (@) £ M gilt. Es folgt O7(P) < Corm(Q7) und daher [07(F), Q7] <
O,(P). Also wird O,(P)Q* von SOP(P) = P normalisiert und daher gilt Q* <
O,(P), was in Lemma 5.4 ausgeschlossen wurde. Es gilt also H = Or(P).

Sei nun wieder C' := C/Op(C).ﬂnM@*,Op(ﬁ)} = 1, wie oben gezeigt,
also [Q", 0,(P),07(P)] = 1 und [0,(P),07(P),Q"] < [0,(P), Q"] = 1 und somit
nach dem 3-Untergruppen-Lemma auch 1 = [Q", O7(P), Op(ﬁ)] — [OP(P), Op(ﬁ)].
Also gilt [0,(P), 0P(P)] < 0,(C) = Q. O

Bemerkung 5.12 Das Lemma 5.11 besagt, dass wir unsere Wahl von P verdin-
dern konnen, um weiterhin alle Figenschaften des alten P zu behalten, aber eine
mdchtige Figenschaft hinzu zu bekommen. In dem Folgenden wird die Bedeutung

von P durch die von P ersetzt.

5.1 Eine wichtige Situation

In diesem Abschnitt wird eine Situation beschrieben, in der der Satz 3.11 gilt.

Definition 5.13 P geniige der CGT-Situation, falls fir V = (YE}/ZO und P =
ﬁ/Op(]g)Cﬁ(V) die Schlussfolgerungen von Satz 8.11 mit den dortigen Bezeich-

nungen gelten.

L; sei stets das Urbild von K; und V := V/Cy (P).
Lemma 5.14 Es gilt O,(P") = 1.

Beweis Sei D das Urbild von Op(?*). Dann gilt Dchar P’ < ?, also D P. Da
P minimal parabolisch ist, gilt Op(ﬁ) < Doder DNS < Op(ﬁ). Angenommen, es
gilte OP(P) < D. Dann gilt O?(P*) < OP(P) < §*Cp.(V), da OP(P) < P*, und
somit [OP(P*), Yp] < [S*Cp.(V),Yp] < Zo < Yp. Daher ist Yp < (P,OP(P*)) = G,
ein Widerspruch. Also ist D NS < Op(ﬁ) und folglich DN S < Op(ﬁ) Nns* <
0,(P*) < DN S*. Somit gilt [D N S*,Yp] < Z, also DN S* = 0,(P*) < Cp.(V).
Daher gilt D = O,(P") < C5.(V) = 1. O

Lemma 5.15 P gentigt der CGT-Situation, falls ein nicht-trivialer Offender A
in P* auf V .= (YE))Zy existiert. Zudem gilt dann Ky x ... x K, < P*.
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Beweis Da jeder nicht-triviale Offender einen nicht-trivialen Best-Offender ent-
hilt, sei A 0.B.d.A. ein Best-Offender. Sei P := ]S/Cﬁ(V). Dann ist nach Lem-
ma 5.14 O,(P") = 1 und P minimal parabolisch wegen Lemma 3.1. Es ist al-
s0 P = (0,(P) x P)S. Sei W := Cy(O,(P)) und P := P/C(W). Dann ist
A ein Offender auf W. Also ist zu zeigen, dass A # 1 ist. Da A % Op(ﬁ),
folgt (Aﬁ) > OP(P). Wire A = 1, so wiire [O(P),W] = 1. Es wiire daher
Cyv(0,(P)) < Cy(OP(P)). Das P x Q-Lemma lieferte mit [OP(P),V] = 1 einen
Widerspruch. Also ist A ein nichttrivialer Offender auf W. Insbesondere ist mit
3.1 auch P minimal parabolisch.

Als néchstes wird gezeigt, dass OP(Cs(W)) < Cp(V) ist. Weil es in minimal
parabolischen Gruppen mit nur trivialem p-Normalteiler keine Over-Offender gibt,
gilt |W/C’W(X)| = |/A1/CE(W)| = |/A1| Nach dem ersten Absatz gilt zusétzlich
noch |A] = |A|; also gilt |[W/Cyw (A)| = [A|. Da auch |V/Cy(A)| < |4] gilt, folgt
\V/Cyv(A)| = |W/Cw(A)|. Alsoist [V, A] < W und insbesondere [V, OP(C5(W))] <
v, <A13>] < W. Wegen der teilerfremden Operation gilt daher [V, OP(C(W))] = 1.
Somit folgt P = P*.

Da N > OP(P) oder O,(P) > N N S fiir Normalteiler N in der minimal para-
bolischen Gruppe P gilt und C5(W) # OP(P) ist, folgt Op(ﬁ) = 1. Somit folgt
mit Lemma 3.10 die Struktur von P aus Satz 3.11).

Weil in einer SLs(q) nur die ganze p-Sylowgruppe einen Offender bildet und in
der Symq ein Offender von Transpositionen erzeugt wird (vgl z.B. [BHS|(2.15)),
folgt K1 x ... x K, < P*. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass statt W auch V die

Zerlegung aus Satz 3.11 besitzt. Dazu ist zu zeigen, dass

T

V=Cy(K x...x K) ][IV, Ki]
=1
gilt. Bs ist [Yp/Zy, OP(P)] < [V,0P(P)] < W und [Yp/Z,S] < Yp/Zy. Also ist
W (Yp/Zy) P-invariant und somit W (Yp/Zy) = V. Da

[V, OP(K3)] = [V, OP(K), OP(K3)] < [W, OF(KG)]
und [Yp/Zy, 5] = 1 ist, folgt wegen K1 x ... x K, < P*, dass [V, K;] = [W, K]

T

und daher auch V = Cy(K; x ... x K,) [[[V, K] gilt. O

i=1
Generalvoraussetzung 5.16 Aufler im Satz 5.25 geniige P im Rest dieses Ka-
pitels stets der CGT-Situation.
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Lemma 5.17 Fir alley € Yp/Zy und fir alle i <r gilt [K;, 7] # 1.

Beweis Angenommen, es gélte [K;, 7] = 1. Es kann y € Z§ fiir ein ¢ € P
angenommen werden. Es gilt somit Cg(y) > Q9 und Cg(y) > OP(L;), da L; qua-
dratisch auf (y) operiert und somit L;/Cy,(y) eine p-Gruppe ist. Es normalisiert
Or(L;) sowohl O,(P) als auch O,(P)? wegen der Q-uniqueness und der Eindeu-
tigkeit von @ in C' (Lemma 5.1). Es ist (O,(P), 0,(P)?) ein Normalteiler von
P, liegt also iiber OP(P). Es ist daher Ng(OP(P)) > (S, L;) = P und folglich
Ng(Yp) > (P, S, L;) = (P, P) = G, was O,(G) = 1 widerspricht. O

Der Fall K; = SLy(q) und ¢ # 2
In diesem Abschnitt sei K; = SLy(q) und q # 2.
Lemma 5.18 FEs gilt M < Ng(OP(P)).

Beweis Es gilt M = (P < M|P ist minimal parabolisch mit S < P)N;(S) nach
Lemma 3.2 und N/ (S) < Ng(OP(P)) nach Lemma 5.8.

Nach dem P!-Theorem existiert - da wir uns laut Voraussetzung im Fall (a)
befinden - maximal eine eindeutig bestimmte minimal parabolische Untergruppe
P von C mit S < Pund P & Nea(OP(P)).

Angenommen, es gilt M £ Ng(OP(P)). Dann muss es wegen der obigen Dar-
stellung von M ein solches Pin M geben, welches dann eindeutig bestimmt ist. Es
gilt dann fiic M := (Q"h € G mit Q" < (P, P))O,(P): M/C(Y5;) = SLs(p™),
Sps(p™) oder Spy(2)'. Da g # 2, kann der letzte Fall nicht eintreten.

Es wird jetzt zuniichst gezeigt: M N P* < Ng(5%).

Angenommen, dies wire falsch. Dann existiert ein K; derart, dass M N P* zwei

verschiedene p-Sylowgruppen von K; enthélt. Da K; = SLy(q) schon von je zwei
solchen erzeugt wird, gilt K; < M N P*. Weil §* transitiv auf den K, operiert,
folgt K1 x ... x K, < M N P*, also (M N P*)S > Or(P)S = P; ein Widerspruch.

Insbesondere ist dann M N P* auflésbar, also auch P. Aus Ordnungsgriinden ist
P*/Cp«(Y77) eine p-lokale Untergruppe. Wiére (13 nM )/ Cpnar(Yar) keine p-lokale
Untergruppe, so gilte

Op(P) < O)(P N M) < Cp (Vi) N S™ < Oy(P)

und daher
O’P(P) = OP(P*>OP(P) g <P*7P> = G’
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was O,(G) = 1 widerspréche.

Sei nun zunéchst ]\/\I//CM(YM) =~ SL3(q). Es folgt aus Lemma 3.6, dass SLs(q)
>~ OP(P)/0,(0P(P)) = OP(P)/0,(0P(P)) gilt. Da OP(P)/0,(0"(P)) auflésbar
ist, folgt ¢ < 3. Nach Voraussetzung gilt jedoch auch ¢ # 2, also gilt ¢ = 3.
Nun gilt jedoch einerseits fiir 7' € Sylg(Op(lB)/Op(Op(ﬁ))), dass dies eine abel-
sche Gruppe ist, da es wegen Pnpr< Ng(S*) im direkten Produkt zyklischer
Gruppen liegt, aber andererseits ist T € Syls(SLy(3)) eine Quaternionengruppe -
ein Widerspruch.

Sei also M/CM(YM) = Sps(q). Wie oben folgt auch jetzt

SLa(q) = O°(P)/0,(O°(P)) = O°(P)/0,(0"(P))
nach Lemma 3.7. Daher liegt hier analog dem Fall SL3(q) der Widerspruch vor. O
Lemma 5.19 FEsistr = 1.

Beweis Es ist nach Lemma 5.17 [K;,y] # 1 fiir alle ¢ < r und alle y € Yp/Z,. Also
ist Yp & Yp/Zy. Aus dem gleichen Lemma folgt, dass Yp eine echte Diagonale in V'
ist und Yp NV, = 1 fiir alle i < r unter der Annahme, dass r # 1 ist. Insbesondere
gilt [K,Y_p] < YpNV; =1 fiir eine (§ — 1)-Gruppe f(: in K;, die §° normalisiert.
Insbesondere zentralisiert E auch die Projektion von Yp auf den Modul V;, da
V die direkte Summe der 7] ist. Weil jedoch in dem natiirlichen Modul V; kein
Element von K; festgelassen wird, folgt |Yp| = 1, ein Widerspruch. O

Lemma 5.20 Fs gilt ¢ = q.

Beweis Sei X < Nz.(S*) mit |[X| = ¢ — 1 und X = Ng, (S N K;). Dann ist
X < M, also insbesondere X < Ng(OP(P)), und daher normalisiert X auch Yp.
Dann ist nach Lemma 5.17 [K,7] # 1 fiir alle § € Yp/Zy, also Yp/Zy = Yp/Zy.
Es ist Yp/Zy < C(S™ N K1). Andererseits operiert X transitiv auf Ci-(S™ N K;).
Da aber Yp/Z, normalisiert wird, folgt Yp/Zy = C-(S N K), also g = §. O

Lemma 5.21 Es gilt P*/C. (V) 2 SLy(q).

Beweis Es ist Yp/Zy = YpCy (P*)/Cy(P*). Da S* das erste zentralisiert, zentra-
lisiert es auch das zweite.
Sei 7 € S Es ist zu zeigen: T € K. Da 7 trivial auf Yp/Z, operiert, operiert

wie ein innerer Automorphismus auf K. Also existiert ein s € K; mit ¢ = z° fiir
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alle T € K;. Somit operiert 5 ' trivial auf K; und daher auch auf V. Da Yp/Zy

! zentralisiert wird, macht dies auch 5. Also liegt 5 in K; und dort

von ¢ und 5~
im Zentralisator eines 1-dimensionalen Unterraums von V, also liegt es in §* N K.
Daher liegt auch 75— in 5", also kann 7 als 75~ gewiihlt werden und dann gilt
5=1.Sei nun 7 € K. Dann gilt [Yp/Zo .7 = [Yp/Z0 ,T] = [Yp/Z0, I = 17 = 1.

Also zentralisiert  ganz (Yp/Zo)F) = V. Da P*/C.(V) treu auf V operiert, folgt
t=1,alsot € K. O

Der Fall K; = Som_ 4
In diesem Abschnitt gelte K; & Som 1 und p = 2.
Lemma 5.22 Es ist [O*(M),Yp] = 1.

Beweis Es ist Yp/Zy < C;(S") wegen der Eindeutigkeit der Projektionen in die
Untermoduln V. Diese Projektionen werden jeweils von der zu Sym isomorphen
Untergruppe von K; zentralisiert. Es gilt also [O*(M),Yp] = 1. Somit folgt 1 =
Yp/Zy,O*(M), 0*(M)] = [Yp/Zy, O*(M)] und daher 1 = [Yp, O*(M), 0*(M)] =
[Yp, O*(M)]. O

Lemma 5.23 Es gilt M < Ng(O*(P)).

Beweis M normalisiert Yp. Also ist Yp < H := (M, P). Es ist O*(M) < Cy(Yp).
Also gilt aufgrund der Q-uniqueness und der Eindeutigkeit von @ in C (Lemma

5.1), dass Q7 fiir alle z € H von Cy(Yp) normalisiert wird. Daraus folgt wegen
O?*(P) < (Q*|z € P) die Behauptung. O

Lemma 5.24 FEs gilt ¢ = 2.

Beweis Seil #7Z € m, Z =71 -+ -z, mit eindeutig bestimmten z; € V;. Es ist
zu zeigen: [5, S| = 1.

Es ist [%, 5] < V;. Wegen [z, S| = 1 folgt daher [, S*] = 1. Nach Lemma 5.17
gilt [K;,Z] # 1. Also ist auch Z; # 1. Da aber in dem zu Sem 1 natiirlichen Modul
nur ein Element von der 2-Sylowgruppe festgelassen wird - ist {vy, ..., vom 1} eine
Basis, so operiert eine 2-Sylowgruppe nur auf 2™ Basiselementen, also 0.B.d.A.
auf {vq, ..., vom} und vomyy wird daher festgelassen - ist Z; eindeutig bestimmt. Es
folgt daher |Yp| = 2. Es ist |Yp| = |Yp/Zy], da sonst ebenfalls mit Lemma 5.17 ein
Widerspruch folgte. Es gilt also 2 = |Yp| = ¢, wie behauptet. O
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Als eine Konsequenz der Lemmata 5.21 und 5.24 folgt die Hauptaussage dieses

Kapitels:

Satz 5.25 Es existiere ein Offender A in P* auf V. Dann gilt einer der folgenden
Fille:

(i) P = SLy(q)

(ii) P = §>T< K; und g = 2 mit K; & Somyq fiir einm € N
i=1
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6 Der Nebenklassengraph

Es wird der Nebenklassengraph I" zu den Untergruppen P und P von G be-
trachtet. Die Eckenmenge des Graphen sei { Pz, ﬁ:c\:c € G} und zwischen je zwei
Ecken «, [ liegt genau dann eine Kante, wenn o« N 3 # 1 und o # [ gilt. Sei
d(a, B) die Abstandsfunktion auf dem Graphen und A(9) := {a|d(a,d) = 1} die
Menge der Nachbarn von 6.

Es sei fiir eine Ecke « folgendes definiert: GG, sei der Stabilisator der Ecke «,
Qo = 0,(G,), Ey == O"(G,) und Z, = Yg,. Es sel Ry := Z§, V5 :== (Zs|0 €
A(8)) und Wy := (Vg |d(8,8") = 2) fiir G5 = P9. Sei Wy := (Vy|6' € A(6)), falls
Gs = P9 fiir ein g € G. Sei Sso € Syl,(Gs NGy ) fiir §' € A(0).

Es werden jetzt noch einige wichtige allgemeine Lemmata zum Nebenklassen-

graphen aufgefiihrt:

Lemma 6.1 (a) Die Operation von G auf I zerfdllt in zwei Bahnen; dabei ist P
ein Reprisentant der einen und P ein Reprisentant der anderen Bahn. Jeder

Eckenstabilisator G, ist zu P oder P konjugiert.

(b) Die Operation von G auf den Kanten ist transitiv. Jeder Kantenstabilisator ist

w PNP konjugiert.

(¢) G, operiert transitiv auf A(a); insbesondere ist |A(a)| = |Gy : Go NGyl fiir
B e Ala).

(d) (PN ]S)G ist der Kern der Operation von G auf T, wobei (P N ﬁ)g der grofste
Normalteiler von G ist, der in PN P lvegt.

Beweis [KS| (10.3.1). O
Lemma 6.2 I' ist genau dann zusammenhdngend, wenn G = (P, ]5> qgilt.

Beweis [KS| (10.3.2). O

Dieses Lemma ist genau der Grund, der der Wahl von G als (P, P) zugrunde
liegt (vgl. Kapitel 2).

Lemma 6.3 Sei {«, 3} eine Kante von I" und U < G, N Gg. Es gelte eine der

folgenden Aussagen:
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(1) Ng,(U) operiert transitiv auf A(9) fir 0 € {«, 3}.
(2) U<G, und U < Gg.
Dann operiert U trivial auf T.

Beweis [KS| (10.3.3). O

Sei b := min {d(a,a/)|a, o/ € I' und Z, £ Qn}, wobei I' die Menge der Ecken
bezeichne. Seien zusétzlich o, o’ € T' mit b = d(a, a’). Der kiirzeste Weg von «
nach o' sei durch (a,a+1,...,a+0b) bzw. (¢/ —b,...,a’ —1,a’) bezeichnet.

O.B.d.A. darf nach Lemma 6.1 G, = P und Gayy = P oder G, = P und

Guor1 = P angenommen werden.
Lemma 6.4 Es existiert ein kritisches Paar.

Beweis Angenommen, fiir alle o, 3 € T gilt Z, < Qp. Sei N = (Z¢) fiir ein
a €. Dafiralle g € G ein o € I' mit Z9 = Z, existiert, gilt N < Qg fiir alle
B € I'. Insbesondere ist N eine nichttriviale p-Gruppe mit N < (P, ﬁ) = @, ein
Widerspruch zu O,(G) = 1. O

Lemma 6.5 Es ist G, # P.

Beweis Angenommen, es gilt G, = P. Dann ist Zo =Y < Zy < Yp = Zot.
Aus Z, £ Q. folgt somit Z,,1 £ Qu; ein Widerspruch zur Minimalitit von b. O



Der nicht-kommutative Fall 30

7 Der nicht-kommutative Fall

In diesem Kapitel sei [Z,, Z,] # 1 angenommen.
Lemma 7.1 Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Es ist Cs ,(Zo) = Qo fiir alle Sor € Syl,(Go).
(b) (!, ) ist ein kritisches Paar.

Beweis s ist Qn < Cq_,(Zy). Wire Cg ,(Zo) > Qu, so wire By > Cg_,(Zu),
und wegen der Definition von Z, folgt dann C¢ ,(Z.) = G4 - im Widerspruch
2 [Zo, Zy) # 1. Also gilt (a).

Fiir (b) geniigt zu zeigen: Z, € Q.. Angenommen, es gilte Z,, < @,. Da nach
(a) Zo < N (Z(Qn)) gilt, folgt [Zs, Zo] = 1, im Widerspruch zu [Z,, Zy] # 1.
Somit gilt (b). O

Lemma 7.2 Ist G, = P, so ist G = P* fiir ein x € G. Insbesondere ist b gerade.

Beweis Angenommen, es ist G = P? fiir ein 2 € G. Sei Z := Q1(Z(S)). Weil
7 < Zy < Z(0OP(P)) ist, gilt Z QOP(P)S = P. Also ist Z* < Gy

Sei Go = Go/Cq,,(Zar) = Gor/Qur. Es ist Cg_,(Za) # G, da Zy < Gu
und [Z,, Zo/] # 1. Daher ist nach Lemma 3.1 G eine minimal parabolische Grup-
pe. s gilt Og—(Zw) # 0 und O,(Gy) = 1 und somit folgt aus Lemma 3.10:
[Cz,(5%),Gw] # 1 und somit [Cy_,(5%),Go] £ Ca.,(Zur).

Es gilt aber [Cz ,(57),Gw] < [Zor,Go] £ Zo < Cg_,(Zo) - ein Widerspruch.

a

Lemma 7.3 Es ist [Zy, Zo| = Royi1-

Beweis Sei R :=[Z,, Z.|. Angenommen, R, £ Z,. Dann ist Z, = RR,,1.
Wiére [Rot1, Zor| = Ray1, S0 gilte

1= [Zan Za’a Za’] > [Ra+1> Za’y Zo/] - [Ra+1> Za’] - Ra—i—h
ein Widerspruch. Also gilt [Ry11, Zor] < Ray1 und somit folgt
R= [RRoH—la Za’] = [R, Zoa’][RoH—la Zo/] = [Ra—‘rla Zo/] < Ra+1-

Da R ein SLs(p")-Modul ist, folgt R = 1 wegen |R| < p", was R # 1 widerspricht.
Also gilt Ryy1 < Zy.
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Wire R # Rg,i1, so gilte Z, = RR,y1 = Z,. Ein Widerspruch dazu, dass

(cv, ) ein kritisches Paar ist. O
Lemma 7.4 Es gilt Rot1 = Ro—1.

Beweis Da auch (¢, @) ein kritisches Paar ist, gilt: Ro1 = [Za, Zo/] = [Zors Za) =
Rur_1. 0

Lemma 7.5 Es existiert ein o — 1 € A(«) mit Ry—1 # Ray1-

Beweis Angenommen, es wire R, 1 = R,y fiir alle « — 1 € A(«). Dann ist
Ro19G, = P, alsoist Ry1 = Zy<(P, 15> = G. Dieser Widerspruch zu O,(G) =1
zeigt die Behauptung. O

Lemma 7.6 Es ist b= 2.

Beweis Angenommen, es gilte b > 2. Dannist V,_1 < Qu+1. Da [Foy1, Qat1] < Q
ist, gilt V,_1Q = V,Q fiir ein p € A(a+2). Weil d(p1, o’ —1) < b—1,ist V,, < Qur_1.
Aukerdem ist O,(Coq1) = Q = Oy(Cy—1) und somit gilt V3 < V,Q < Qo1 <
Go . Esist daher [Z,, Vo 1] = Ry—1 = Roy1 < Voo1. Esist (Go-1NGy, Zo) = G,
weil die maximale Untergruppe H < P, die S enthélt, eine normale p-Sylowgruppe
besitzt und daher (G,_1 NGy, Zy) > H ist. Folglich gilt

Va—l d <Ga—17 Za’> - <Ga—17 Ga> - G7

ein Widerspruch. O
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8 Der kommutative Fall

In diesem Kapitel sei [Z,,, Z,] = 1.
Lemma 8.1 Es gelten folgende Aussagen:
(a) Es gilt Cs,(Zs) = Qa fiir So € Syl,(Ga).
(b) b ist ungerade.

(c) Es gilt Coy # Copy.

(¢’) Es ist b # 1.

(d) Es gilt Ry N Roqq = 1.
(e) Es gilt Ry oRe = Zor 1.

(f) Es gilt O,(Ey) £ Qaqt1-

Beweis Wire Cg, (Z,) > Qa, so wire Cg,(Z,) > E,, also Cg,(Z,) = G, nach
der Definition von Z,. Dann wire also R,1 < (Go, Gat1) = G, was O,(G) =1
widerspricht. Damit folgt (a).

Angenommen, b wire gerade. Dann ist G, = P9 fiir ein ¢ € G. Da Z, £ Q,
ist dies ein Widerspruch zu (a), mit dem (b) gezeigt wurde. Wire Coy = Ciypy, 80
wire Yp < Yy < Op(é) = Op(éaﬂ) = Op(éa/) < Q fiir eine maximale p-lokale
Untergruppe H von G, die P enthéilt. Dies ist ein Widerspruch zu der Tatsache,
dass (o, ') ein kritisches Paar ist. (¢’) folgt daraus unmittelbar.

Angenommen, es ist Rop1 N Ry # 1. Sei 1l # 2z € Zo1 N Zy. Bs gilt Q,, <
C(Zas1) < Ca(z) < Coyy und Q7 < Ca(Za) < Ca(z) < Cu. Es folgt
z € Z(Op(éaﬂ)) N Z(Op(éo/)). Aus der Q-uniqueness folgt C = Coyq, was
ein Widerspruch zu (a) ist. Damit wurde (d) gezeigt.

Sei x € By mit (o —2)* = a/. Wére Ry = Ry, S0 wire Cy = 5(1'72, also

nach Lemma 5.11

[Qa’—?a Eoe’—Q] S Op(éoc’—Q) - Op(éo/) S Op<Go/)~

Weil Z, < Qu—2 gilt, wiirde Z,0,(Cy_2) von E, _5 normalisiert, also
Za0p<6a’f2> = (Zaop(éa’fﬂ)x = ZgOp<5a’> < Qurs

da d(a”®,a') <b—3+41 < bist, was Z, £ Qn widerspriiche. Somit gilt (e).
(f) folgt direkt mit (b) und (c¢’) aus Lemma 5.4. 0
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Lemma 8.2 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(a) Qo N Quy1 ist nicht normal in Gayq.

(b) Op(Eai1) £ Qo Insbesondere ist E, < (Op(Fay1)%).

(¢) Qo N Qat1 £ Q, fir jedes p € Ao+ 1) mit (Qu, Go N Got1) = Goya.

Beweis Es sei angenommen, dass Qg := Qo N Qui1 I Gorq gelte. Da Qn £ Quin
ist, folgt Foy1 < (Q%+1). Esist Qo = O,({Q%+1)) > O,(FEpy1). Weil

[Va-i-la Op(EOH-l)] < [Va+17QO] = [ng-l’ Q(?Q-H] = <[ZO¢7QO]GQ+1> =1

gilt, folgt wegen [Ryy1, Gar1] = 1 mit Lemma 3.5, angewendet auf G,,1 mit dem
Normalteiler V11, [Vai1, Ear1] = 1. Damit gilt insbesondere [Z,, Go11] = 1, also
Zo 9(Goy Gat1), ein Widerspruch. Daraus folgt (a).

Seinun O,(Ey+1) < Q4 angenommen. Dann ist Qo <G,+1, was (a) widerspricht.
Es folgt (b) mit der Eigenschaft von Normalteilern in minimal parabolischen Grup-
pen.

Sei zuletzt Qp < Q,, fiir ein 1 € A(a+1) mit (Q,, GaNGay1) = Goy1 angenom-
men. Dann ist Qo = Q, N Qa+1. Also ist Qg normal in G, 1, was (a) widerspricht.

O

Lemma 8.3 C¢(V,y1) ist eine p-Gruppe.

Beweis Sei E := OP(Cg(Vay1)). Es ist [E, E,] < EQ,, da E < Cg(Z,) ist und
Lemma 5.9 (b) gilt. Aufserdem gilt E' = OP(EQ,), weil E von @, normalisiert wird.
Damit gilt [E, E,| = [OP(EQ.), Ea] < OP(EQ,) = E. Also ist E < (E,,Gat1) =
G. Somit muss wegen O,(G) = 1 auch O,(E) = 1 gelten. Dies widerspricht jedoch
der Tatsache, dass Cg(Vos1) < Cuqq ist und C,yq lokale Charakteristik p hat,
denn es ist [E, O,(Coy1)] K ENO,H(Chi1) = 1. O

Lemma 8.4 Es gilt p = q.
Insbesondere ist P = P*.

Beweis Sei L die Gruppe aus dem L-Lemma (Lemma 3.12), angewendet auf Z,,
in Go. Dann ist | Z,/ZoaNO,(L)| < p. Sei zudem L die Gruppe aus dem L-Lemma,
angewendet auf V,, in G,y1. Dann gilt ebenso |V, /V, N Op(z)| < p. Zudem gilt
[Zo N Oy(L), Var NO(L)] < Ras1 N Ry = 1 und daher gilt | Z,| = p?, also p = ¢.
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Der Zusatz folgt unmittelbar daraus, dass |Zy| = p ist, aber Cy (S) # 1 gilt
und SN P* = Cy(Zy) und P = SP* ist. O

Lemma 8.5 Fs gilt p =2 oder p = 3.

Beweis Sei p # 2. Nach Lemma 5.14 operiert G1 treu und nicht p-stabil auf
Vat1/Ras1- Mit Lemma 3.9 folgt die Behauptung. O

8.1 Der Fall V, £ Qo1 und R, <V,

Lemma 8.6 Es gilt einer der folgenden Fille:
(1) |[Vas1,z]| < p fir alle x € V.
(ii) [[Var, yl| < p fiir alle y € V1.
(117) Ror < [V, ] fiir ein x € V.
(i) Rot1 < [Var,y| fiir einy € Voiq.
Insbesondere gilt immer |[Vai1, ]| < p? und |[Va,y]| < p? fiir alle x € Vo und alle
Y € Vag1.

Beweis Es gilt V,, € Qa1 und Vo £ Qo und nach Lemma 4.2 V,, /R, =
(Cv, Ry (A)|Var1/A] = p), sowie Voi1/Ras1 = (Cvy/Rass (A)|[Var /A| = p). Da-
her existiert ein A < V1 mit |V,41/A| = p sowie Cy £ Qq4q fiir das Urbild
Cyvon Cy /g ,(A). Sei z € Cy. Dann gilt |[Voi1, 2] Ro/Ror| = p, da A von xRy
zentralisiert wird. Es folgt |[Vai1,z]| = p oder Ry < [V, ).

Analog folgt |[Vo,y]| = p oder Ryyq < [V, y] fiir ein y € V, 1. Es folgt die
Behauptung. O

Sei im folgenden V,, £ Qu11 und [Voi1, Ve NQui1] # 1 oder [V, Vo1 NQur] #
1, also insbesondere R,,1 < V., oder Ry < V... O.B.d.A. kann R, < Vi

angenommen werden.

Lemma 8.7 FEs gilt Wo11 < Gy .

8.1 (e) Ry # Ro—y gilt. Folglich ist W, < Cq, ,(Zo—1). Nach Lemma 5.9 (b)

wird Cq_, ,(Zo—1)Qas—1 von Ey_; normalisiert; also folgt

Wa—i—l S CGauQ(Za’—l)Qo/—l S (OGO‘/72(ZO/—1)QO(,—1)$ S Go/

Beweis Es gilt [Woi1, Zo—1] < [Wait, Var1][Was1, Zar—3] = 1, da nach Lemma
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mit x € E, _; derart, dass (o/ —2)* = o gilt. O

Lemma 8.8 Ist X = (3x (5, Qsx Qg oder eine extraspezielle Gruppe der Ordnung
27, s0 ist Wy = Vo1 Cy (X).

Beweis Sei W, := W,/Cy,(X). Angenommen, es gilt |IW,| > p?. BEs ist nach
Lemma 4.2 V = (Cy(W)||[W,/W| = p). Somit existiert ein W < W,, sodass
[Wo/W/| = pund W, = W () ist und das Urbild V; von Cy (W) nicht in VyNQat1

liegt. Bs gilt [Cv(W),W,] = [Cv(W), (#)], also [Vi, W] < [Vi, ()] = [Vi, ()] Ro-
Es folgt
Vi, Wa] < [Vi, W[V, ()] < RarVarr < Vo < W

Dies gilt insbesondere fiir alle § € A(a + 1). Also insbesondere fiir eines mit
(Gs N Gay1, V1) = Goqp1. Es folgt W5 < (G, Gor1) = G, ein Widerspruch. Also ist
[W4| = p und damit W, = V1 Cw. (X). O

Lemma 8.9 Gilt W, = Vo 1Cw. (Q1) und |V| > p?, so ist b= 3.

Beweis Angenommen, es gilte b > 3. Wegen V| > p* gilt |[V1, Vaii]| = p?, also
Vi £ Qa1 Bs gilt [V, Vo1, Wo] = 1, da [Vi, Vayi] < Viayr und W, elementar-
abelsch ist. Insbesondere ist [V, Oy (Q1)] = 1, weil [Vo41, W,, V1] = 1 ist, also
auch [V 1, Wy, Vai1], und es nicht zwei Elemente der Ordnung p gibt, die auf Vektor-
riaumen der Ordnung p? gleich operieren. Es folgt [Vi, W, ] < [V, Vay1| R < Vg1
Dies gilt insbesondere fiir ein § € A(a + 1) mit (V},Gs N Gor1) = Gop1. Dieses
0 existiert, weil sonst 1} in dem Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von
Gy liegt, die eine p-Sylowgruppe enthalten. Da dies ein Normalteiler ist, der
offenbar nicht F,,; enthalt, ist V; < Q,1, was - wie gezeigt - falsch ist. Somit ist

W5 normal in G5 und G,44, also in G, was O,(G) = 1 widerspricht. O

Lemma 8.10 Es gilt b = 3, falls [Oy(Gw),t] 2Y mit Y = Qg oder Y = Cs fiir
et € Vogq.

Beweis Sei b > 3. Es ist Q) = [Oy(Go),t] > [Q¥, 1] = [Q1,]* = QY, also
Q1 = QY fir alle w € W,. Sei V := [Vy/Ruy,@Q1], V* das Urbild von V und
R:=[V,t]. Esist R < [Vai1, V] < Va1, und daher gilt

[V*7 Wa] = [V*a VOtJrlCW(Ql)] = [V*a VaJrlHV*a CWa (Ql)] S RRa’ S Va+1-
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Wire V* £ Qa41, 50 existierte ein 6 € A(aw + 1) mit Goy1 = (Gar1 N G5, V")
und damit wire [Ws, V*] < V11 < Wy, also Ws (G4, V*) = (G5, Gor1) = G. Also
kann V* < Qn41 angenommen werden. Dann ist aber R = R,1, da [V*,V,44] <
Ro+1 gilt und p = ¢ ist. Es ist somit V* < Gj fiir alle 6 € A(a + 1). Insbesondere
existiert ein § € A(a + 1) mit V* £ @5, da sonst R = 1 folgt, was R = R,
widerspréache.

Es ist

[()/Cioy(Var)l = [{8)] = p = [Rara| = |[(1), Vil = [V /T, ({))].

Also kann Satz 5.25 angewendet werden, und es folgt O, (Gy) = OP(SLy(3)) oder
Oy (Go) = Op(;( S3) wegen ¢ = p € {2,3}. Seien V und V* in dieser Situation
wie oben. -

Sei W; := W;/Zs. Dann ist [Ws,V*] < Ray1Rar = Ror. Weil a + 1 und o die
gleiche Struktur haben, kann gegebenenfalls a4+ 1 mit o vertauscht werden, damit
[(Ws,V*] # 1 gilt. Sei nun L := (V* V*9) fiir ein g € G5, sodass LQs = Gy gilt.
Dann ist, weil L von zwei Konjugierten von V* erzeugt wird, [W;/Cy, (L)| < p?,
und wegen |[Ws/Chp, (L)| # 1 folgt somit [W;/Cy,(L)| = p?, da L/O,(L) =
SLy(p) ist. Es ist [Vi1/Cy,, (L)| # 1, weil sonst [Ws, V] =1 gélte. Aukerdem
ist ]VQH/CVQH (L)| # p?, da V4,1 von V* zentralisiert wird. Somit ist die Ordnung
gleich p. Es ist V41 N V5_; das Urbild von Cy (L), weil dieses Urbild von L

normalisiert wird, also in dem Schnitt liegt, und andererseits der Schnitt modulo

a+1(

Zs von den zugehorigen V* und V** mit h € Gj zentralisiert wird. Folglich ist
|Vs—1/(Vas1NVs_1)| = p wegen der Transitivitdt von L auf A(d). Somit gilt V41N
Vi—1 D(Qa+1, Qs-1)Qs = Gs.

Diese Situation kann nun von § auf o’ — 1 iibertragen werden, und man erhélt
damit: Vy N Vy o <Gy und |V / Vo NV 5| = p.

Sei nun H = (Qu,Qu—2) und U := O,(H). Dann folgt [V,y N Vy_o, H] <
Ry Ry —o = Zy—1, da Letzteres nach Lemma 8.1 (e) gilt. Wegen V* £ Q5 folgt
V* L Voo, also [V*/V* N Vy_o| = p. Wegen V| = p?, also |[V*| = p* folgt V* N
Vor—2 = Rot1 Ry, denn nur diese liegen in Qs. Es gilt [Ro11, U] = [Ray1Za—1U] <
H, da [Ro11,Qu] < Ry und [Ray1,Qu—2] < Ry—o gilt. Da aukerdem Z, _; >
[Ro+1, U] gilt, folgt aus der Irreduzibilitdt des Moduls Zy _1: [Ray1,U] = 1 oder
[Ros1,U] = Zo 1.
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Sei zunéchst [Rq41, U] = 1. Dann ist
Ra+1 < Ql(Z(U)) =W = Za/,1 X Cw(Op(H)> = Za/,1 X Cw(Ea/71)7

weil W = Z,_1 x Cw(A) fiir jede p’-Untergruppe A von E, _; gilt und daher
W = Zy_1Cw(Eqy_1) ist. Das direkte Produkt folgt dann wegen Cz , (Eo_1) =
1. Weil eine p-Sylowgruppe Cy (FE,/ 1) normalisiert und einen nicht-trivialen Zen-
tralisator hat, folgt, falls Cy (Ey—1) # 1 gilt, dass Z(Ga—1) # 1 ist, was Lemma
5.3 widerspricht. Somit ist W = Z,,_; und R,+1 < Z,_1. Dann ist aber insbeson-
dere Z,_ 1 = Roy1Ro < V*, weil Ryy1 # Ry gilt. Da V* E-invariant ist, folgt
V* =V, alsor =1.

Sei nun [R,11,U] = Z, 1. Dann existiert ein v € U mit [Ry.1,u] = Ry _o.
Somit folgt V*V* > [Ry41,u] = Ry—o und es folgt Z, 1 < V*V*. Da hier
V*V** ebenfalls E,-invariant ist, folgt in dieser Situation r < 2 und damit die
Behauptung, da in den Féllen r = 1 wegen V,, = V* < Q,y1 ein Widerspruch
vorliegt zu dem Fall, in dem wir uns befinden und auch der Fall » = 2 schnell
zum Widerspruch gefiihrt werden kann: Wegen |V, /Vy NV o = pund |[V*/V*N
Vor—a| = p folgt V** <V 9 < Qay1 und damit Vy < Qoyg. O

Lemma 8.11 FEs ¢ilt b = 3.

Beweis Sei b > 3. Sei t € V41 mit [t,Vy] € Ry. Dann ist nach Lemma 8.6
[V, t]] < p* Aus dem Lemma 4.7 und dem Lemma 4.8 folgt, dass einer der
folgenden Fille fir X := [0y (Gy), 1] eintritt:

(i) X = Qs

)
(i) X = Qs x Qs

(iii) X = Cy

(iv) X =2 C5 x Cy

(v) X =05

(vi) X ist eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 27

Lemma 8.8 zeigt, dass in den Féllen (ii), (iv) und (vi) W, = Vo11Cw, (X) gilt.
Weil W, wegen b > 3 elementarabelsch ist, folgt auch bei (v) W, = V,11Cw, (X).

In all diesen Fillen gilt b = 3 nach Lemma 8.9, was der Annahme widerspricht.
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Es bleiben also die Fiélle (i) und (iii) iibrig. Bei diesen liefert Lemma 8.10 das

Gewilinschte. O

8.2 Der Fall Va’ % Qa+17 Ra-i—l % Vo/ und Ra’ g Va-‘rl
In diesem Abschnitt sei V,, € Qo1 und sowohl R, £ Vs alsauch R, L V1.

Lemma 8.12 Es ist V1 ein Offender auf V.

Beweis Da auch (o/ +1,a+1) fiir ein o/ +1 € A(d) ein kritisches Paar ist, gelte
0.B.dA. [Voy1/Cvyyy (V)| 2 [V /O, (Vag1) |- Bs ist

Va’ N Qa—l—l S CVQ/(VQ+1> S CVOL//RQ/(Va—s—l) - Va’ N Qa—l—lu

denn es gilt Vi1, Var N Qar1] < Rar1 und wegen der Operation von Vy N Qo1
auf den Zs mit 0 € A(a + 1) gilt zudem [Zs, Voy N Quy1] = 1 oder = R,4q, wobei
letzteres wegen R,.1 £ Vo und V,.1 < Gy nicht mdéglich ist. Somit gilt also
Vo N Qaq1 = Cv, (Vag1). Analog folgt Vo1 N Qo = Cy, ., (Vi).

Es gilt mit V,, := V. /R, daher

Var /Cry(Varn)l < [Var/C,, (V)|
Var /Ver 0 Qa1
Var /Var N Qa1
= |Va’/OVa/(VOc+1)|
Vat1/Cvas (Vo)
‘VaJrl/VOlJrl N Qo/|

|Va+1/CVa+1 (VO/) |

und folglich die Behauptung. O

[ IA

Lemma 8.13 FEs gilt einer der folgenden Fille:
(i) Gay1/Qat1 = SLa(3)

(ZZ) Ga+1/@a+l gg;(Kl mit KZ = Sg fUT emnr € N,
=1

Beweis Mit Lemma 8.12 folgt nach Satz 5.25 mit Lemma 8.3 und der Auflosbar-
keit von P die Behauptung. O
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8.3 Der Fall V, < Qun11

In diesem Abschnitt sei V, < Qny1.
Lemma 8.14 FEs ist [Z,, Vo] = Roq1-

Beweis Angenommen, [Z,, Vy] # Ray1. Dann gilt [Z,, V] =1 wegen V,, < G7,

also Z, < Cg+, | 1(VO/) < N Qs < Qu,ein Widerspruch. O
LT seA(a)

Lemma 8.15 Z, ist ein Offender auf Vo /Ry

Beweis Angenommen, es gilte [Z,NQy, Voy] # 1. Dannist Ry = [Z,NQur, V] <
Roi1,da Z, N Qu = Z, N QY und Q. Zs| = Ry fiir alle § € A() gilt. Aus
Ordnungsgriinden folgt daher R, = R,.1. Es gilt aber Op(C~’) < Qu wegen der
Maximalitat und der Eindeutigkeit (Lemma 5.1) von C bzw. Q. Somit folgt Yp &
Q, was ein Widerspruch zu Yp < Yy < @ fiir ein maximales p-lokales H mit
P < H darstellt. Also gilt [Z, N Qu, V] = 1. Da
Cs:, (Vo)< [] @< Qu
SeA (o)

ist, gilt Cz, (V) = ZaNQu. Es gilt Vo < Q. < Sk, 44, also Oz (V) = Z, oder
Cyz. (Vo) = Roi1. Im ersten Fall wire Z,, < CS?;/,M/ (V) < Qu, was der Definition
eines kritischen Paares widerspréiche. Also gilt Roy1 = Cz, (V) = Zo N Qur- Es
folgt mit Vo := Vi /Ry

|W/07<Za)| < |Va’/CVa/(Za)|
= Vo /(Var N Qu)
< q
| Zo/ Boci
’Za/(Za @a/)‘
< 1Za/Cz,(V)l.

Lemma 8.16 FEs gilt einer der folgenden Fille:
(Z) Goz-i—l/QoH—l = SL2<3) und q= 3
(ZZ) Ga+1/Qa+1 = §>T< Kz mit Kz = 53 fUT’ emn r € N und q = 2.
i=1

Beweis Wegen Lemma 8.15 folgt nach Satz 5.25 mit Lemma 8.3 und der Aufls-
barkeit von P die Behauptung. O
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8.4 Die Bestimmung von b

Bemerkung 8.17 Nach den Lemmata 8.11, 8.13 und 8.16 gilt einer der folgenden
Fille:

(i) b=3
(1) Gar1/Qar1 = SLa(3) und ¢ =3
(i1) Gat1/Qar1 =S >T< K; mit K; =2 S5 fir einr € N und ¢ = 2.
i=1

Lemma 8.18 Sei b > 3 und o € I' mit d(o,o + 1) = p. FEs ezistiere ein t €
Ctops Vo), © € [Eagr,t] und A < V7, mit den folgenden Eigenschaften:

(i) [A,t] < Vaya,
(i) (Gor1 N Gy t) = Gas fiir v € Ala + 1) N A(g%),

(i) |[Vat1, t|Rav1/ Rat1| = p-
Dann gilt A < V1.

Beweis Es darf - ggf. nach Konjugation durch G,4; - angenommen werden,
dass v = «a ist. Sei @ — 1 := ©¢”. Angenommen, es gilte A £ V,.;. O.B.d.A.
kann V, ; NV, < A angenommen werden. Sei T = ((t*)%), F = (Q, N
Qa_1,t), Qr = O,(OP(F)), Gor1 = Gar1/Qar1, Var1 = Vari/Rars und V, =
[(a) Va1, QF|Raq fiir alle a € A.

Nach der Voraussetzung ist ¢t € Qu41 und [Vo_1, 7] = 1, weil [V,_q,t*] =
[V,, t]* = 1 ist. Insbesondere gilt dann 7' < Q,—1, da Cq, ,(Va—1/Ra-1) = Qa—1
ist nach Lemma 8.3.

Die Struktur von G,41 ist durch die Bemerkung 8.17 bekannt:

EoT = K| x ... x K, mit K; = SLy(p),
[Va+1,Ea+1] = Vl X ... X Vr mit V, = [Va—i—l; Kz] und |Vz| = p2.

O.B.d.A. gelte [F,11,t] < K, also T € K; und
OP(F) = (OP(K1)ly € Qa N Qa1)-
Weil Qp F-invariant ist, ist es auch V,, und es gilt V, < [Vioi1, OP(F)|Raq1,

weil

[(@)Var1, Qr|Rat1 < [(@)Var1, OP(F)]Rov1 < [Vagr, O (F)|Rasa
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ist, wobei die letzte Ungleichung wegen [F, (a)] < V41 und teilerfremder Operation
gilt. Weil G, /Qq = SLa(p) ist, gilt |Qr/Qr N Qu| < p. Wegen Ry <V, NV,
und [(a)Voq1, Qr] < Qp folgt [V, /Vo N V1| < p.

Es sei |Voi1/Vas1 NV,_1| = p angenommen. Dann ist V,,_; = A und

[(Qom t>7 Va—lva+1] S Va—1Va+1[A7 t] = Va—1Va+1>

also wird V,_1V,11 von (Q,,t) normalisiert. Weil G, N Goy1 = QaQar1 ist,
folgt Eat1 < (Qa,t) aus der Voraussetzung (ii). Mit Lemma 8.2 (b) folgt W, =
Var1Var1 und damit W, < (Gy, Ear1) = G - ein Widerspruch. Es folgt also
Vas1/Va—1 N Vo] > 2

Sei nun angenommen, dass V, # R, gilt. Wegen
Rot1 <V < [Voy1, OP(F)|Rosa

ist dann [V, OP(F)] # 1. Weil OP(F) = (OP(K;)Y|y € Qa N Quy1) ist, gilt V; < V.
Es folgt V, = Vi(V, N V,_1) wegen |V,/V,NV,_1] <pund V; £V, ;. Aukerdem
ist [V, T] = [V, T) < Vi, weil T < K x ... x K, gilt. Da [OP(F), F] = OP(F) gilt,
folgt OP(F) = OP(K,), also F/O,(F) = SLy(p). Mit

V;l S [VoH—laOp(F)}Roz—i-l = %Ra+1 = ‘/1

gilt deswegen V, = V.

Es ist Qo N Qa1 < Qq und S = Q.. Weil Q,, transitiv auf den K; operiert
und OP(F) = K; von Q4 N Qq_; normalisiert wird, normalisiert Q, N Q—; alle
einzelnen K;. Es gilt T' < Q,NQa—1 < T'Qur1 und daher folgt wegen [V,_1,T] = 1:

[Va—l N Va—l—l; Qa N Qa—l] - [Va—l N Va—‘rl, ro N Qa—l N Qa-l—l} S Ra—l N Ra+1 = 1.

In G, ist V,_1 NV,y1 normal. AuBerdem ist O,(FE,) < ((Qa N Qa_1)%"). Daher
folgt
[Vafl N Va+17 OP<Ea)] < <[Va71 N Va+17 Qa N Qa+1]Ga> =1

Da nach Lemma 5.3 Z(G,) = 1 ist, gilt Z(F) =1 fiir F := (E,, Vor1 N Vao1).

Sei nun angenommen, dass V,_1 N Vo1 # Z, giélte. Fir W := Q,(Z(0,(F)))
gilt dann W = [W, E] x Wy mit W, := Cy (FE), denn E operiert teilerfremd auf
W, weil W von der in E normalen p-Sylowgruppe zentralisiert wird. Somit ist
Cwy(Savar—1) # 1 und dann folgt mit 1 # Cuw,(Swa—1) < Z(Gu—1) = 1 ein
Widerspruch. Es gilt also V,_1 NV, = Z,.
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Aus |V, /VoNVoq] < pund V, = V; folgt |Vi/ViN V| < p. Weil V4| = p?
ist, folgt ViNV, 1 = Z,, also Z, < V; und damit V; = V., ;. Nun folgt aber mit
p > Va1 NVai1| = p? ein Widerspruch. Damit wurde V, = R, fiir alle a € A
gezeigt. Daher gilt [A, Qr] < Ray1.

Wire Qr £ Qa, so wird A von (Q,—1Qa., Qr) = G, normalisiert, also wire
A < Vui1, ein Widerspruch zur Annahme. Somit ist Qr < Q,. Sei

Qp = ﬂ (Qa N Qar1)? und Quyy = Qar1/ Q-
yeF
Dann ist
Qa-1NQar1 = Qa1 NQaNQar1 < Op(F)
und daher Qo1 N Qut1 < QF. Damit gilt

[Qa+1 N Qou Qoz N Qafl] S QaJrl N Qafl S Q}a

alSO [Qa+1 N Qaa QaﬂQafl] =1. Well ’Qa+1/Qa+1 ﬂQa| =P iSta fOlgt F/CF(QQ—FI)

2= SLy(p) und, dass Qa1 N Qq von Cr(Q,, ) normalisiert wird. Nach Lemma 8.2

(c) muss Cp(Q,,,) eine p-Gruppe sein, weil nach Lemma 8.3 Cq,_,,(Vay1) eine
p-Gruppe ist und ein p’-Element Qo N Q41 in ein @, konjugierte, welches mit
GaNGayy ganz Gayy erzeugte. Also ist F/O,(F) = SLy(2) und OP(F) = OP(K;).
Es folgt wieder Qo N Qu—1 < TQay1 und [V, 1 NVoi1, Q0 NQa—1] = 1 und damit
Vo1 NV = Z,. Aubserdem gilt

[4,Qa N Qa-1] = [A4, Qo N Qa1 N Qapi] < Ray.
Mit [A, QFr] < Ray1 gelten folgende Ungleichungen:
t, Q0N Qay1 N Qa1,A] < [Qr, Al < Zoia
[A,t, Qa N Qat1 N Qa—1] < [Var1, Qo N Qa1 N Qa—1] < Rt
Das 3-Untergruppen-Lemma liefert:
[A,Qa N Qa1 N Qa—1,t] < Rota.

Weil auferdem [Aa QamQa-‘rl mQa—lv Qa—lmQa] =1 iSta fOlgta dass [Aa QamQa—f—l N
Qa—1]Ray1 unter F' invariant gelassen wird. Wegen der Voraussetzung (ii) ist Z,
nicht normal in F. Daher muss [A, Qo NQa-1] = [4, Qo NQur1NQu—1] = 1 gelten.
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Wegen G /Qu = SLa(p), ist |Qa—1/QaNQa-1] = p und daher |A/Cx(Qa-1)| <
p. Also gilt A = Z,C4(Qa-1), und wegen A # Z, gilt zudem Cy(Qn—1) # Ro—1-
Esist Zo, < A < [V,_1, Ea-1]Zs = Vo1 und nach der Struktur von G,_; und V,_;
gilt Cv, B, 1)(Qa-1) = Ra—1. Damit folgt

1Cv  (Qa—1)/Ra-1| = |Cv,_,(Qa-1)[Va-1, Ea—1]/[Va-1, Ea—1]|
= |Ca(Qa-1)[Va-1, Ea-1]/[Va-1, Ea-l]
= |Ca(Qa-1)/Ra-l-
Das liefert Cy(Qa—1) = Cv,_,(Qu—1) und A = Z,Cy,_,(Qa—1).

Sowohl Z, als auch Cy,_,(Qa—1) wird von G, N G, _1 normalisiert und damit
ganz A. Weil nach Voraussetzung [A,t] < V.. gilt, wird AV, von (Qa, F) >
E,+1 normalisiert. Sei nun V* := [(a)Vat1, Op(Eas1)|Ra+a fiir alle a € A. Dann
gilt analog wie fiir V: |V*/VX N V,_1| < pund V¥ = R,y oder Z, < V. Wire
Zy < V¥ oso gilte Vi = [Voy1, Eay1] wie fiir V, und |Voi1/Vorr NVy1| = p,
was erneut |Vo.1/Va_1 N Vi1 > p? widerspriiche. Also ist V. = R,.1. Es folgt
[A,Op(Eat1)] < Rot1. Mit Lemma 8.2 (b) folgt [A, E,] < Z,, also A < V41, was
der Annahme zu Beginn widerspricht und die Behauptung zeigt. O

Lemma 8.19 Sei b > 3, t € Vo1 \ Qo mit |[Vy,t|Ro/Ro| = p und [V, t] <
Vi —o. Dann gilt einer der folgenden Flille:

(i) p=2, V| =23 und r =1,
(“) p= 2; ’Va’| == 25, r =2 und ‘Va’ N Va’72‘ = 237
(iii) p =3 und |Vy| = 32.

Beweis Sei R := [V,/,t]. O.B.d.A. gelte R < V). Da [RZy_1,Quw] < Ro < Zo—1
und [RZy 1, Qor—2] < V-2, Qo 2] < Ro—o < Zy—1 ist, gilt [R, (Qur—2, Quar)] <
Zoy—yund RZy 1 A(Qur—2,Qu) =: H. Esist H > E, 1, da Ry # Ry ist und
daher Op(aa/) + Op(éa/,g) nach der Eindeutigkeit von @ in C (Lemma 5.1). Da
nach Lemma 5.3 Z(G,) = 1 ist, gilt Z(F) = 1 fiir £ := (Qu, Qo —2) und damit
analog wie in Lemma 8.18: R £ Z(0,(F))

Also existiert ein w € O,(E) mit [w, R|Ry = Z,—;. Damit gilt dann aber
Zy—1 < VIV, woraus r < 2 wegen [E., V1V] < V1V folgt. Ist Vi = V¥, so
folgt (i) und (iii). Ist V4 # Vi, so folgen aus (ii) die ersten beiden Eigenschaften.
Wegen r = 2 gilt auch |V, N Vy 1| < 23 und wegen Vy NV o > Zy R gilt
zudem |V NV _o| = 23 O



Der kommutative Fall 44

Lemma 8.20 Sei b >3, p=2 undr =1.
Dann ngt ’VaJrl/VaJrl N Va+3| =2.

Beweis Seia—1 € A(a)\{a+ 1}, R := [Vor1, V), Ro := [Va-1, Var—2]. Da | Z,| =
4 ist und 3 unter G, Konjugierte von Z, in V, existieren, folgt |V,,| < 24
und |[Vas1, Eat1]] = 23, Also muss nur noch der Fall

() Va1 =24 Vaei NVaga = Zo und Zy £ Vg, Eoy1]

zum Widerspruch gefiihrt werden. Sei dazu zundchst angenommen, dass Ry = 1

gelte. Dann ist
Va1 <Cq, ,(Vw2) <Cq, ,) <Cq, (Zo-1) <Qu-1< Gy

Also ist [Vo—1,R] = 1 wegen r = 1. Es ist daher [V,_1,Vy] < RRy. Weil
\Var /Zos -1 R| = 2 und [V,—1, Zo—1 R] = 1 ist, existiert ein A < V,_; mit |V, /A| =
2 und [V, Ey, A] = R.

Sei nun noch angenommen, dass [V, Eo| < Qq41 ist. Dann ist Vo < Quy1, da
Voo = [V, Eor| Zoy—1 ist. Also gilt R = R,y 1 und Ey < (Qa_1, [V, Ew]). Es folgt

[A, Ea] S [Aa Qa—l][Aa [Voc’7 Eo/“ S Ra—lRa-i-l = Za~

Daher ist AV,_1 N Vyq1, was (x) widerspricht.

Alsoist [V, Ey] £ Qar1-mit 0 := a+3,t € [V, Eo]\Qar1 und o* = a—1 folgt
mit den Bezeichnungen von Lemma 8.18 A < V,, 11, was auch hier () widerspricht.
Also ist Ry # 1.

Sei zunéchst b = 3. Dann ist RZ,.2 < V.1 N V. Mit (%) folgt R < Z,,1, also
Zoro < [V, Ewo], ein Widerspruch zu (x) mit o statt o + 1.

Sei nun also b > 5. Dann ist [Ry, V] < [Vi—2, V] = 1. Es sei angenom-
men, dass Ry £ Z, gilt. Dann gilt |V,_1/RoZs| = 2 und [Vyy_2, ZoRo] = 1. Al-
so existiert ein A < Vo mit |Vy_o/A| = 2 und [V,_1, Ea1, A] = Ry. Wire
Va1, Ba—1] < Qar—a, so gillte Ry = Ry o und Ey 1 < (Qu, [Va_1, Fa_1]). Also
folgte [A, Eo 1] < Zy—1 und damit A < VNV, _o, was (x) widerspriiche. Somit ist
Va1, Ea—1] € Qar—2. Mit den Bezeichnungen g9 := o' —4,t € [Vo1, Eq_1] \ Qu—2
und (/' —4)* = o folgt aus Lemma 8.18 A < V,/_5, was wiederum (*) widerspricht.
Es folgt daher Ry < Z,.

Damit folgt Z, < [Va-1,Es-1] oder Vo9 < Qu—1 und Ry = R,_1. Der er-
ste Fall widerspricht () mit o — 1 statt o + 1. Im zweiten Fall gilt [Z,, V] <
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Vo —2, Vor|[Ras1, Vo] = 1 und daher Z, < @Q,s, was der Definition eines kritischen

Paares widerspricht. O

Lemma 8.21 Sei |V, 1/Var1 N Vi =p.
Istp=2, 50 gilt b =3, |[Vor1| =23 und r = 1.
Ist p =3, s0 gilt b <7 und |Voiq| = 3%

Beweis Sei t € Voy1 \ Qu. Dann ist [V, t] < Voo NVy_o = Cy,(t) wegen
Cv,,(t) # V. Aukerdem ist |[Vi, t]Ra/Ror| = 2 nach der Struktur von Gos. Mit
Lemma 8.19 folgt dort der Fall (i) oder (iii), da (ii) wegen |V /Vay N Vy_o| = 2
entfillt. Es bleibt also nur noch b = 3 bzw. b < 7 zu zeigen.

Sei b > 3 angenommen. Sei R := [V,, Z,]. Dann ist |R| = pund R < Z, 1, da
|Z0/Cz,(Var)| = p, R < Vo NV 5 und |V N Vo] = p? ist. Analog folgt auch
R < Z, 9. Also existiert ein p € A(a+1) und ein ¢’ € A(a/—1) mit R, = R = Ry
und ¢ # /.

Sei nun angenommen, dass b > 7 ist. Dann ist U := (W;]0 € A(a)) abelsch,
wobei Ws := (V,,|p € T mit d(u,8) = 2) fiir § € (a + 1)¢ ist. Zudem ist U < Q,.
Sei D := 0,(C,). Da 0,(C,) = 0,(Cy) ist, gilt D < Qy < Qur—1. Also ist War_,
D-invariant.

Wire o € {a+ 1, + 3}, so existierte ein € D mit (o + 1)* = o + 3. Dann
ware (V2 |, WZ_] = [Vays, Wa—1] = 1, was ein Widerspruch zu [Z,, V] darstellte.
Somit gilt p € {o + 1, + 3}.

Es ist E, 2-fach transitiv auf A(p) und [E,,Q,] < D. Da U < @Q, ist, wird
DW, von E, normalisiert fiir alle 7 € A(«), denn es gilt [E,, W,] < [E,,Q,] < D
nach Lemma 5.11. Also ist DW, = DW, fiir ein x € I' mit x = 7% fiir ein = € E,,.
Also ist insbesondere W, < DW,. Gilt nicht p = a4+ 1 =7, so ist d(k,a/) <b—3
und daher W, < DW, < Gy 1. Ist nun o = a+ 1 = 7, so kann fiir die Vs mit
d(6,7) = 2 analog gefolgert werden, dass sie sich in G, _; befinden und daher
U < Gy_q gilt.

Sei zundchst einmal U < G, angenommen. Dann ist [U, V| < RR,, da |V/| =
p? gilt. Somit gilt [W,, V| = R oder [W,, V] = [U, V] Ist Vi < Qay1, S0 ist
R = R,y1 < Z,. Im ersten Fall folgt damit V,, <G, fiir ein v € A(a)\ {a + 1}, was
0,(G) = 1 widerspricht. Im zweiten Fall ist W, <G, fiir ein v € A(a)\{a + 1}, weil
R, < W, < W, ist. Dies widerspricht ebenfalls O,(G) = 1. Also ist Vy £ Qat1-
Hier folgt im ersten Fall W, < G,.1, da R < W, ist und damit wie eben ein
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Widerspruch. Im zweiten Fall ist U I G,11, weil R< W, <Uund Ry < Wy <
U ist, was diesen gesammten Abschnitt zum Widerspruch fiihrt. Es folgt daher
ULGy.

Weil U abelsch, Z, 1 = Ry X Ryy_o und Qo1 = Cq,_,(Zo—1) ist, gilt Ry £
(Wai1 NGy, V). Es folgt daher R = [W, N Gor, Vo] = [Wai1 N Gy, Vi, Sei als
erstes W, < G, angenommen. Dann ist [W,, V] = R < V41 < W, und damit
Voo < Qax1, da sonst W, (G N Goy1, Vo) = Gorq wire. Also ist R = Royq =
(W, V| Aber damit ist V, <G, fiir ein 7 € A(a). Es gilt daher W, £ G.

Es gilt [Wy, Zo 1] = Ry—2 und Zy 1 < Q4. Weil (W, Zo 1] < Zy1 < Qu
und [V, Zy 4] < Z, fir alle 7 € A(a) ist, gilt Wy, Zo—1] < Zo N Qo =
Royq. Somit ist R,i1 = Ro 2. Aufserdem muss R = R, _o gelten, da sonst
RR. 5 = Zy_1 von W, zentralisiert wiirde, also in G, lage. Somit muss V,
in Ca,., (Vag1/Rat1) = Qagr liegen. Es ist [U, V] = R = [W,, V], weil Ry £ U
ist. Letzteres gilt wegen [U, Z,_1] # 1. Es folgt daher [W,, V| = [W,, Vy]| <
W, < W, fiir ein 7 € A(«) und damit W, 9 G, = (G, N Gy, Var1), was erneut
0,(G) = 1 widerspricht.

Im Fall p = 3 folgt damit die Behauptung und es kann somit p = 2 angenommen
werden.

Sei zundchst b = 7 angenommen. Dann ist R < V3N Vo5 = Z44. Damit
existiert ein 4 € A(a+4) mit R, = R. Wire p # o+ 3, so wére

Za+2 = RgRa+3 = RRa+3 = RuRa+3 = Za+47

was Gat3/Qars = SLy(2) und der Operation von G,43 auf seinen Nachbarn wi-
derspriche. Es gilt also 4 = a+ 3. Analog folgt © = a+ 5. Aber dann gilt Z,, 4 =
Rai3Rays = R, was einen Widerspruch darstellt wegen |Z,.4| = p* # p = |R|.

Es gilt somit b=5und R < Z,,90N Zy_1 = Ror3 wegen |A(a + 3)| = 3. Also
ist o =0 =a+3.

Es ist |[A(d)| = 3 fiir alle § € I". Daher ist eine Untergruppe von Gs N G, fiir
T € A(6), die nicht in Qs liegt, transitiv auf A(5)\{7}. Insbesondere ist G,11NGaq2
transitiv auf A(a+2)\ {a+ 1}, da Qui2Qa+3 = Sat2a+3 ist. Nach Lemma 8.2 (¢)
gilt Qato N Qurs # Qars N Qara. Daher ist Quyo N Qqys transitiv auf A(a+4) \
{a + 3}. Also ist G441 transitiv auf Wegen der Lénge 4 mit Anfangsknoten oo+ 1,
und folglich ist G transitiv auf Wegen der Linge 4 mit Startknoten in (o + 1).

Sei nun (a+1,...,a+5,...,a+7) ein Weg der Linge 6. Dann gilt V17 £ Qn13
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und [V, 13, Vair] = Rass, wobei letzteres wegen der Transitivitiat von G auf Wegen
der Linge 4 und [V,41, Vors] = Rays gilt. Damit existieren y € V17 \ Qa3 und
w € Voy1 \ Qass, sodass fiir z := [y, y"] und 2’ := [w,w?] gilt: z € [Voqr, V| =
Roys und 2" € [Voy1, VY] = Rays.

Es ist (y,w) eine Diedergruppe der Ordnung 2 - |(y,y")| < 16, da o(yw) < 8
ist. Es gilt 2 = (yw)* = (wy)* = 2’ wegen (yw) = (wy). Also ist 2 = 2/ €
Roi3N Rays = 1 nach Lemma 8.1 (e). Da V1 = (w)Z,0 ist, gilt

(w

Va1, Vil = [(w), Vilal[Zata, Vala] < [(w), (w”)][(w), Za o] [Vass, Vila] <1,

was der obigen Aussage [Vii1, V. ] = Raqs widerspricht. Es folgt somit die Be-
hauptung. O

Lemma 8.22 Sei Ry < V1.
Ist p=2, so ist b= 3.
Ist p=3, soist b <7 und |Voy1| = 33

Beweis Angenommen, es gelte b > 3 im Fall p = 2 und b > 7 im Fall p = 3. Dann
ist W), abelsch fiir alle A € A(a+1). Da [W), V,y1] = listund Ry < V4 gilt, folgt
(W, Rov] = 1. Also ist (W), Z,—1] = 1, da nach Lemma 8.1 (e) Zo 1 = Ry 2Ry
ist. Es ist daher Wy < Cg_, ,(Zo—1) und nach Lemma 5.9 folgt Wy < G,

Nach dem L-Lemma (Lemma 3.12) existiert ein u € A(a/) mit |W,/W,NG,| =
2, Z, £ G,und [Z,,Z2,] # 1.

Wire Z, < G,, so folgte [Z,, Z,] = Roq1 und (W, Z,] < Ray1Ro. Seinun o —
1 € A(a)\ {a+ 1}. Dann existierte ein A < V,_y mit [Vo—1/A| =2 und [A, Z,] =
Roy1. Da E, < (Qa-1,7,) ist, wire A < V,4, was Lemma 8.21 widerspréche.

Also gilt Ry < Vgy1 und V £ Qq11. Von dieser Situation wurde aber schon
in Lemma 8.11 gezeigt, dass dann b = 3 gilt. O

Lemma 8.23 Sei R, < V.
Ist p=2, so ist b= 3.
Ist p=3, soist b <7 und |Voy1| = 33

Beweis Es sei angenommen, dass b > 3 im Fall p =2 und b > 7 im Fall p = 3
gelte.

Sei G5 := G5/Qs fiir alle 6 € T. Der Fall Vy £ G, und Ry < V1 wurde schon
behandelt und zu b = 3 gefiihrt. Wére also V,, £ Qn+1, so wiirde mit (o/+1,a+1)
statt (a, /) die Behauptung folgen.
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Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, dass [V}, Z,] = Ra41 ist und damit auch
V1,Cq.,(Za)] € Rag1Ror gilt. Sei nun a — 1 € A(a) \ {« + 1} und A eine maxi-
male Untergruppe in V,_; beziiglich der Eigenschaft [A, V1] < R,41. Dann wird
A/Z, von Vi und von @), normalisiert, also auch von (Q,_1, Vi) > E,. Also folgt
A <V, und damit A = V,_1 N V,41. Mit Lemma 8.21 folgt nun |V,_1/A| > 4.
Wegen [V1,Cq_,(Z,)] £ Roq1 Ry folgt damit Vo, £ G

Wiére V,,_1 < Gy_1, so folgte |V, 1/Vo1 NG| =pund [V, 1, Ry] # 1 wegen
Zo—-1 = Ry Ry _o. Es folgte R, £ W, da W, wegen b > 3 abelsch ist. Es gilte
daher [V,_1 NGy, Vi] = Roy1, da [V1,Cq ,(Z4)] < Rag1Re ist. Dies widerspréche
jedoch |V, _;/A| > p?.

Also gilt V-1 £ Go—1 und somit V,_1 £ Qu—o. Also ist (a — 2,0’ — 2) ein
kritisches Paar fiir ein o — 2 € A(a — 1). Nach Lemma 8.22 folgt R, o € V1.
Da [Zy,Vi] = [Ro—1,Vi] # 1 und b > 5 ist, gilt auberdem R, ; £ Vy_o und
daher V,_os £ Qn—1. Mit der Anwendung des L-Lemmas (Lemma 3.12) existiert
ein p € A(e —2) mit |Voo1/Vae1 NGyl = p, und es ist [V, NGy, Z,] = 1, da
Ry—o £ V,—y ist. Somit gilt |[V—1,t|Ra—1/Ra-1| = pfiireint € Z,\ Ry . Zudem
ist W,/ _1 abelsch, da b > 3 ist. Es ist daher [V,_1, Z,, V4| = 1. Es folgt

[Vafla Zg} S CVa_l (‘/1) S A S Va+1-

Mit Lemma 8.19 gilt nun p = 2, r = 2, |V, 1| = 2° und |A| = 23, weil der erste
und dritte Fall wegen |V,,_| > p?|A| > p* > p? nicht eintreten kann.

Wenn man diese Eigenschaften auf G,» anwendet, erhélt man R, < VNV o,
da A/Rot1 = Cv,\/Roiy(Quys) gilt. Es ist Ray1 € Zy—1, da r = 2 ist, und
daher gilt Ryv1 £ Z(Quw—1), also [Rai1,Qu—1] = Zo—1, weil dies die einzige
G o _1-invariante Untergruppe ungleich 1 von Z, _; ist. Somit operiert G _; auf
Roi1Z0—1 \ Zor—1 und Q1 operiert transitiv darauf. Es folgt mit dem Frattini-
Argument: Go—y = Cq, (2)Qu-1 = Ca_, (Ray1)Qu—-1 mit 1 # x € Ry
Somit ist Fy_1 > Cg_,  (Raq1) und daher existiert ein y € Cg_,  (Raq1) mit
()Y =a —2.

Sei X := Ng_, (Rat1Rar). Wegen r = 2 folgt X = SLy(2) x Co und X NGy €
Syla(X). Nun hat auch X¥ die gleichen Eigenschaften wie X in o/ — 2 statt .
Deswegen, und weil V,,_; < X ist, folgt |V,_1/Va_1 N Go—1] = 2. Andererseits ist
Va1 NGo1 < Qur—1, denn es gilt Ry o £ V1. Esist [Ryr, Vo_1] # 1 und daher
gilt Vo1 N Qa—1,Vi] = Raq1. Es folgt |V,_1/A| = 2, was dem zuvor Gezeigten
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|V_1/A| > p* widerspricht. Es folgt daher b = 3. 0

Lemma 8.24 Ist p =2, so ist b= 3.
Ist p=3, soist b <7 und |Voy1| = 33

Beweis Es sei b > 3 fir p = 2 bzw. b > 7 fiir p = 3 angenommen. Aus den
Lemmata 8.22 und 8.23 folgt, dass Ry11 £ Vo und R, £ V.4 ist. Insbesondere
ist dann Vi £ Qqy1.

Sei p € A(a') mit Vo £ G, Dann ist (G,NGy, Vag1) = G und [Z,, Vo] #
1, da Z, nicht normal in G ist. Aber wegen Ry & Voqq ist (Vo1 NGy, Z,] = 1.
Weil Ry1 £ Vi gilt, ist [Z,,, Voi1] £ Rat1, und damit ist (4, o + 1) ein kritisches
Paar.

Sei R := [Z,,Vy]. Dann gilt 0.B.d.A. R < Vj. Damit ist Z, < K; und es
existiert ein k € E, mit Ky = (Z,, ZF)Qu. Es gilt daher Z, = ZF,_| < ViZ, ;.
Sei x € Fqoyq mit (a4 2)* = a. Setze a — 1 := (o + 3)®. Zu beachten ist hierbei,
dass Ray1 # Ra-1 ist, denn es ist (u,a + 1) ein kritisches Paar und damit nach
Lemma 8.1 (e) Ryi1 # Rays, also auch o1 # R, 1.

Unter der Annahme [V,_1, Zy_1] = 1 folgt Vo1 < Cq_, ,(Zo—1) und damit
V-1, Eqr—2] < Qu—1 mit Lemma 5.9 (b). Also gilt V,—; < Gy —1. Somit gilt
Vaz1, 2, < [Vae1, ViZa—1] = [Va—1,Vi] < RRy. Also existiert ein A < V,,_; mit
|Vac1/A| = 2 und [A, Z,] < R. Mit Lemma 8.18 folgt A < V,,,4, was aber einen
Widerspruch zu Lemma 8.21 in Verbindung zu der Annahme b > 3 bzw. b > 7
darstellt.

Damit folgt [V,_1, Zo—1] # 1. Es gibt die beiden Fille, dass entweder Z, _; <
Qa—1 oder (o' —1,a — 1) ein kritisches Paar ist. Im ersten Fall wére R,_1 < Vo,
also

Zo=Rot1Ro 1 <V 2Qu < Qu,

da b > 5 ist. Da dann (a, ') kein kritisches Paar wire, folgt: (o' —1,a —1) ist ein
kritisches Paar.

Sei nun Ry := [Vo_1, Zor—1]. Nach Lemma 8.18 gilt Ry < V,_1 N V4. Also
kann ggf. durch Ersetzung von (o, /) durch (¢/ — 1, — 1) angenommen werden,
dass R < Vo NV, gilt. Mit den Lemmata 8.19 und 8.21 folgt im Fall p = 3
ein Widerspruch. Im Fall p = 2 folgt mit denselben Lemmata und zuséatzlich mit
Lemma 8.20 und Lemma 8.3, dass r = 2, |V,/| = 2° und |V, N V5| = 23 gilt.
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Nun existiert wie in Lemma 8.23 ein y € Cg_, (R) mit (o/)Y = o' — 2. Sei
X := Ng_,(RRy). Ebenfalls analog wie in Lemma 8.23 folgt mit der Zerlegung
des Moduls V,, /Ry: X/Qo = SLa(2) x Cy und X NGy € Syly(X). Die gleichen
Eigenschaften wie X hat XY mit o/ — 2 statt o/. Weil b > 3 und W1 < Go o
ist, gilt W,y1 < XY, Es folgt [Wai1/Wai1 NGo—1] = 2, weil V1 £ Qo2 ist.

Sei zunédchst b > 5 angenommen. Dann ist W, abelsch. Es ist |V, 1/V,_1 N
Go—1] <2 und, weil (¢/ — 1, — 1) ein kritisches Paar ist, folgt mit Lemma 8.22,
dass Ry o £ Ry ist, also V, 1 NGy_1 < Qo1 < Gy, Somit gilt

[Vafl N Ga’fla Z,u] = [Vafl N Go/fla Vﬂ < RRO/

wegen Z,, < ViZy_1. Sei Ry < [Vo1 N Guw—1,Z,] angenommen. Dann gilt R, <
Waq1 und [Ry, V1] = 1. Mit der Struktur von G folgt Vo1 < Cq, ,(Zar—1),
also mit Lemma 5.9 V,_; < G . Folglich existiert ein A <V, mit [4,Z,] <R
und |V,—1/A| = 2. Sei nun andererseits Ry £ [Voo1 N Go-1,Z,). Dann gilt fiir
A =V, 1N Gy_1 das gleiche wie in dem anderen Fall. In beiden Féllen liefert
jetzt Lemma 8.18 A < V.1, was Lemma 8.21 widerspricht. Es folgt b = 5.

Aufgrund der Struktur von G4 existiert ein A € A(a+1) mit (GANGas1, Z,,)
= Gar1und V,N Vo1 NV, = Ry fiir jedes o € A(N) \ {a+ 1}. Sei p € A(N)\
{a+1}. Dann ist [V,, Voys] < V,NVai3N Va1 = Raqr und die Struktur von Gy
zusammen mit der Wahl von A liefert [V, Voqs] = 1. Also ist Wy < Ce, s (Za+4a)
und damit gilt nach Lemma 5.9 W) < G. Weil Z, < V1 Z,_; ist, folgt

[W)MZ;L] S [W)\)ZO/—I][W)\?‘/I] - [W)u‘/vl] S RRa"

Sei Qp = O3(Euy1) und Qo = Cg,..,(Vay1 N Vags). Es gilt [Qaq2/Qo| = 4
und Quio = [Qat2, Fai2|Qo, weil Vo1 N Vors, Qare]l = Zago ist. Mit Lemma
8.2 (b) gilt [QEr, Qara] £ Qo, also insbesondere [Qr N Qui2, Var1 N Vars] # 1.
Wegen (W11, Var1 N Vi3] = 1 und der Tatsache, dass V,,_1 £ Qu43 ist - denn mit
(o/ —1,a—1) ist auch (o —2, &’ —2) ein kritisches Paar fiir ein « —2 € A(a—1) -
folgt, dass in mindestens einer SL9(2) von denen in G,43 ein nicht-trivialer Anteil
in QpN Qa2 existiert. Wegen [Qr N Qayz, Var1 N Vars] # 1 folgt aber die Existenz
eines Anteils in der Cy, also insgesamt (Qg N Qui2)Qat3 = Gatra N Gaqs.

Sei D < Gayq die grofte Untergruppe mit D < Woyq und [D, Epyq] < Vous.
Dann gilt nach der Operation von E,; auf D: (DNV,_1)Var1 = (DN Vais3)Vass.
Somit folgt

(DN Va1)Vart, Zu] = [(D N Vais)Vasr, Zu] < R,
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also R < D. Fiir A:=DnNV,_ folgt DNV,_1 <V, mit Lemma 8.18.

Sei nun W := [Wo41,Qg]D. Sei W < D angenommen. Dann folgt mit D N
Va1 < Vg, dass [Vais, Qe N Qata) < Va1 NVss ist. Wegen (QpNQat2)Qats =
Gor2NGorg muss aber [V, 3, QpNQay2]/Rays eine volle Diagonale in Vi, 3/ R 3
sein, was aber nach der Struktur von G5 nicht der Fall ist. Also folgt W £ D
und damit W N V.3 £ Vo1 wegen der Maximalitét von D.

Angenommen, es gilte R, < W. Wegen [Wy,Z,] < RRy ist [W),Z,] < W
und daher W,y = W)W und W, 1 = W, oW. Weil b = 5 ist, gilt

[W)u Zﬂ] < [W7 Z#HWOHr?v ZM] < R[W&+27 ‘/120/*1] = R[WaJr?a ‘/1] <RR=R.
Also ist [Wyq1, Z,] < (R%+1) <V, und

[Wa—l—hQE] S [Wa+10p(<Z§a+l>)] S Va+1 S Qa—&-S‘

Andererseits ist V,_1 € Qu—2 = Qayrs, weil (o/ — 1,0 — 1) ein kritisches Paar ist
und nach den Lemmata 8.22 und 8.23 (o — 2,/ — 2) ebenfalls ein kritisches Paar
ist fiir ein @ — 2 € A(a— 1) \ {a}. Wegen (Qp N Qat2)Qats = Gara N Goys gilt
Va1, Qr N Qara] £ Qurs, ein Widerspruch.

Also gilt R, £ W. Dann folgt

[(WaNW)D, Z,] < RVasr < (WyNW)D

und

(WANW)D,GxN Gay1] < (WanNW)D.

Daher ist (WxNW)D QGqyq. Es gilt [(WaNW)D, Z,] < Voqq und damit [(Wy N
W)D, Eoy1] < Viyq. Somit ist W, N W < D, also auch W, N W < D und folglich
VoornNW < D. Esfolgt V,_ 1NW <V, 1ND <V, und damit V, . sNW < V.4,
weil G aufgrund seiner Struktur noch transitiv auf A(A(a+1)) \ {a + 1} ist.
Mit diesem Widerspruch folgt die Behauptung. O

Im Folgenden wird noch der Fall p = 3 und 5 < b < 7 behandelt. Das Ziel
hierbei wird sein, zu zeigen, dass P und P ein schwaches BN-Paar vom Rang 2
bilden.

Lemma 8.25 Ist b =7, so0 ist Ro13 = Raous.
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Beweis Sei R := [V, Z,]. Dannist |R| =pund R < Z, _1,da |Z,/Cz, (Vo) = p,
R < VNV s und |VyNVy 5| = p? ist. Analog folgt auch R < Z, . Also existiert
ein p € A(aw+1) und ein ¢ € A(o/ — 1) mit R, = R = Ry und ¢ # o'.

Sei Ry 3 # Rais5 angenommen. Esist R < V,.3NV,5 = Z,14. Damit existiert
ein p € A(ow +4) mit R, = R. Sei zunéchst der Fall ;1 = o + 3 betrachtet. Dann
gilt

Za+2 = RgRa+3 - RRa+3 = RuRa—Hi = Za+4‘

Dann muf aber auch E, o = E,i4 sein wegen Goi3/Qars = SLo(3), und weil
M < Ng(OP(P)) ist (Lemma 5.18). Weil G,3 und G,45 unter E,.4 und auch
Gaoys und Goy7 unter E,.¢ = E,,4 konjugiert sind, sind auch G,y 3 und G, 7
unter F,4 konjugiert. Damit existiert ein 6 € A(a +4) mit Gs = G,47. Da nun
aber d(6, ) < b — 2 gilt, folgt Z, < Q5 = Qas7, ein Widerspruch.

Sei nun p # a + 3. In diesem Fall gilt

Za+2 = RgRa+3 = RuRa—&—S = Za+4‘

Daher folgt jetzt analog wie oben, dass FE, o = E,.4 ist. Es sind Goy1 und Goqs
unter E,.9 = E, 4 und G453 und G5 unter E, 4 konjugiert. Daher sind G,
und G,.5 unter E,.4 konjugiert und es ist G,11 = G fiir ein 0 € A(a + 4).
Nun ist Z, = Z2,, fiir ein v € Goy1 = Gy, also ist Z, = Z3,, = Z2., = Zj
fiir ein ¢ € A(J). Weil aber d(d’,a/) < b — 2 ist, folgt nun Z, = Zsy < Qu, €in
Widerspruch. Es folgt somit R,.3 = Ra15. O

Fiir § € (a4 1)% sei Y; := (Zga“) fiir ein beliebiges 3 € A(9).

Lemma 8.26 Fs gilt O,(Cot1) = Cz  (Yay1/Rai1).

a+1 (

Beweis Weil O,(Cy1) < Céa+1 (Yoi1/Ray1) ist, reicht es zu zeigen, dass Cg(Vaq1)
eine p-Gruppe ist.

Sei E := OP(Cg(Yas1)). Esist [E, E,] < EQ., da E < Cg(Z,) ist und Lemma
5.9 (b) gilt. Aukerdem gilt £ = OP(EQ,,), weil E von @, normalisiert wird. Damit
gilt [E,E,] = [OP(EQ.), Es] < OP(EQ,) = E. Also ist £ < (E,,Gor1) = G.
Somit muss wegen O,(G) = 1 auch O,(E) = 1 gelten. Dieses widerspricht jedoch
der Tatsache, dass Cg(Yor1) < Cuyq ist und C,yq lokale Charakteristik p hat,
denn es ist [E,O,(Coy1)] K ENO,H(Chs1) = 1. O
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Lemma 8.27 Sei p = 3, 5 < b < 7 und, falls b = 7 ist, Ror3 = Rays und

[Vas1| = 3% Dann ist Vi1 Na, .o (Satiat2)-invariant.

Beweis Sei ty11 € Goy1, sodass to11Qa 11 die zentrale Involution in Guy1/Qax1
ist. Analog sei t,,1 in G, definitiert. Nach Konjugation mit @), kann ange-
nommen werden, dass (f,12,%,11) eine Kleinsche Vierergruppe ist.

Sei Cpiq = (7%1/01,(5'&“) und Yoq1 = Yay1/Roy1

Da Y := Y,4; nicht abelsch ist, gilt insbesondere [V, Z,5] # 1 und damit
Y £ Qaio wegen Y = <Zgj§1) Weil b > 5 ist, ist W := W9 abelsch. Es ist
Y < Gayo und daher gilt [Y, W, W] < [W,W] = 1. Andererseits ist [IW,Y,Y] <
VY] < Rayq, weil [Op(éaﬂ),Zag] = R, gilt. Also operiert W quadratisch
auf Y und Y quadratisch auf W = W/Z,,,. Es ist Op(éaH) = Cg,,,(Y) nach

Lemma 8.26. Wére [W,Y]| = 1, so wire Y < Cq,_,,(W) = Qaq2, was ¥ £ Qoo

widerspréiche. Mit Lemma 4.2 folgt nun:
Y = (CH(A)|[W/A] = p).

Weil Y £ Q.12 gilt, existiert somit ein A < W und ein X <Y mit [W/A| = p,
(X, A] < Roq1 und X £ Quyo. Weil Goyo von X, X9 und Qa2 fiir ein g € Goyo
erzeugt wird und X und X9 jeweils eine Untergruppe vom Index p zentralisieren,
zentralisiert K := (X, X9) eine Untergruppe vom Index p?. Es ist also |[W, K] =
P2 Bs folgt |[Vair, K]| < p2 Weil Woro = (VE ) = Vi1 [Vayr, K] gilt, folgt
IW| < p. Also gilt |[W| < p°. Wire [W| = p?, so wiire W ein natiirlicher Modul
fiir Goi2/Qar2. Also invertierte ¢, jedes Element und insbesondere wiirde V1
von ..o normalisiert.

Also gilt |[W| = p® und damit W = R x N, wobei N ein natiirlicher Modul
fir Got2/Qa+2, |R| = p ist und R von Gai2/Qat2 zentralisiert wird. Sei nun
Yo := [V, tas1]. BEs wird V441 von t,; invertiert, also auch ‘~/a+1 und normalisiert
W, also auch R. Als drittes wird [W,X] von t,41 normalisiert. Dies sind drei
verschiedene Untergruppen der Ordnung p in m Also wird m von to41
invertiert und somit auch W NY, weil Zor2/Ray1 von toq invertiert wird. Es gilt
W NY| = p? weil |m| = p? gilt. Da W NY von t,y invertiert wird, folgt
WY <Y, tap1] = Yo Weil zudem Y/Y N Qaio von toy; invertiert wird, gilt
Yo £ Qaro. Daher ist [Yo, W] £ Z,19. Da HYE),WH = pist, folgt |[Yo, W]| = p oder
Z o < [Yo, W] und |[Y,, W]| = p*.
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Es ist W < Qa41, weil b > 5 ist, und [Qa+1, Eat1] < Op(Caq1) nach Lemma
5.11. Also ist [Y, W] E,yi-invariant. Wiire |[Yo, W]| = p, so zentralisierten die
p-Sylowuntergruppen [Yo, W], weil es unter diesen invariant gelassen wird. Also
wird [V, W] von ganz (Syl,(Gay1)) = Gay1 zentralisiert, was der Tatsache, dass
Y von t.,; invertiert wird, widerspricht. Also ist |[Yo, W]| = p? und damit gilt
(Yo, W] = Viayy, weil Zo o < [Yo, W] ist und [Yo, W] Guyi-invariant ist. Es folgt
XN/aJrl < N und damit W = N, ein Widerspruch zu R # 1.

Sei nun Y abelsch. Dann gilt Y < Cg,,,(Zat2) = Qay2. Daher ist [Y, W] <
Zaio. Analog zum ersten Fall ist [Y, W] E,,-invariant. Weil E,,; nicht Z,.o
normalisiert, folgt [V, W] = 1 und damit [V, W] < Rayy und W < O,(Copy).
Sei § € A(a + 2) mit Zy1o = Ror1Rs und Ty so, dass (t,12,ts) eine Kleinsche
Vierergruppe ist.

Sei Y £ Qs angenommen. Dann ist [Vs, Y] = R,y1 und R, # Rs. Insbe-
sondere ist Y « Op(ég). Es operiert Y quadratisch auf Y;/Rs und Yj operiert
quadratisch auf Y. Daher existiert nun wie zuvor ein X < Y und A < Y; mit
Y5/A| = p, [X, A] < Royy und X £ Qs.

Sei Y; := [V, ts] und Yy := [V, toy1]. Wire |Y| = p?, so wiire Y; = V5 und daher
Vs taso-invariant. Also ist |Y| = p*, weil G5 von X, X9 und Qs fiir ein g € Gy
erzeugt wird und X in Y;/Rs eine Gruppe vom Index héchstens p? zentralisiert,
also (X, X9) eine Gruppe vom Index hochstens p?.

Sei Y} := Y, falls [Y1, Q5] < Ray1, und ansonsten Y7* := [Y1,Qs]. Sei Ry :=
[Y,Y7). Dann ist [R1Zas, Qasa] < FaZass, [RyZas2,0p(Cot1)] < RiZasn und
[R1Zo+2,0,(Cs)] < R1Zy1o. Also wird Ry Z,+2 von ganz G,4o normalisiert. Weil
[R1, Qat2] < Zago ist, folgt daher [Ri, Qato] = 1 oder [Ri,Quio] = Zaso. Im
ersten Fall ist By < Z,4o. Sei zuerst Y; = Y{*. Auf Y;/Y, operiert Es wie ei-
ne zyklische Gruppe der Ordnung 4, da Ys/Y; sowohl von Qs als auch von t;
zentralisiert wird. Aber damit gilt [Ys/Y 1, E5] = 1, also Y, = [V, E;]. Sei nun
y € Y\ Qs derart, dass (y) t, o-invariant ist. Dann ist E5E§“+2 = [E(;E;a”, y] und
Z(EsFE*?) = (t5) zyklisch. Mit Lemma 4.3 folgt EsE.** /C s (Y)) = Qs.
Weil Oy piosa (V1) = O proia (V) gilt und nach Lemma 8.26 Cg, (V) = 0,(Cs)
gilt, ist C’EéE;MQ (Y1) = 1. Also gilt E(;E:;“+2 = FEj, und damit ist insbesondere Vj
toyo-invariant. Ist andererseits [Y1, Q5] £ Rs, so ist [Y| = p® und damit Y;* = Vj.
Ist Vs nicht f. o-invariant, so gilt analog wie in Lemma 8.26 O,(Nz(Y1)) =
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C5(Y1). Sei y € Y \ Qs und W eine maximale y-invariante 2-Untergruppe aus
N&(Y1)/C5(Y1). Nach Lemma 4.7 gilt [W,y] = Qs oder [W,y] = Q1 x Q> mit
Q: = Qs fiir i = 1, 2, wobei y jedes Q; invariant ldsst. Sei [W,y] = Q1 x Q2
angenommen. Dann operiert Q2 x Q5 auf Cy(¢;), wobei ¢; die Involution aus @y
ist. Da ebenfalls y nichttrivial auf Cy (¢;) operiert, folgt ein Widerspruch, weil
|Cv(t1)| = p?* ist. Somit ist EsC5(Y1) tato-invariant. Weil Qs = Ng(EsCx(Y1))
ist, ist es auch t,.o-invariant und damit sind es auch 7? und folglich auch V. Im
zweiten Fall ist [Ry, Q;] = 1, weil Ry < Y} gilt. Also folgt mit Z,,, < R; ein
Widerspruch.

Wire nun R,.3 = Ra11, so ist Yo11 = Yai3 = Yo und wegen der schon be-
trachteten Félle kann Y, o < Q. angenommen werden. Also gilt Z, < Y 11 =
Yoo < @y, ein Widerspruch. Daher kann 6 = o + 3 angenommen werden.

Nach den obigen Fillen gelte jetzt Y < Qu43. Sei R := [Y,Y,y3] und Ry :=
RR,.5. Es ist R t, o-invariant, da es Y und Y,.3 jeweils sind. Dann folgt wegen
Y, Bars] < Op(Cays), dass R Eqys-invariant ist. Weil [R, (Op(Cag1), Op(Cazs))] <
Z oo ist, folgt, dass RZ, 1o normal in G2 ist. Alsoist R = 1 oder Z,,2 < R < Ry.
Im zweiten Fall folgt Ry > V.3, da Ry E,s-invariant ist. Es gilt also

[Vats, Eaya] < [Ro, Eato) < Zavo < Vogs

und damit ist V13 < (Eyi92, Goys) = G, ein Widerspruch. Es gilt somit R = 1.

Ist b =5, s0 gilt Y < Gu, weil [V, Z,44] = 1 ist und es dann aus dem Lemma
5.9 folgt. Ist b = 7 und R,.3 = Ra.s5, so ist auch Y,,3 = Y, 5 und damit ist
Y < Ceq,.(Zata). Also gilt nach dem Lemma 5.9 Y < G445, und mit dem gleichen
Lemma folgt wegen [Y,Z,6] = 1, dass Y < G, gilt. Also gilt in jedem Fall
Y < Gu. Daher gilt [V,,Y] = Ry_o2 = Rays oder [V, Y] = Z, 1. Im ersten
Fall induziert V,, Transvektionen auf Y und es folgt erneut |[Y,t,.1]| = p?, also
[V, tas1] = Vg1 wegen Voo < [V, tay1]. Folglich ist Vi toyo-invariant. Tm
zweiten Fall ist Zor—y <Y N Yays und [Zar—1, (Op(Cat1); Op(Cass))] < Zass. Also
wird Zy 12442 von F,.o normalisiert.

Ist b = 5, so folgt Zo 4 = Zoi9, da sonst Z, 4 Zy0 = Vyyg wire und V3
nicht von E, s normalisiert wird. Aber mit Z, 5 = Z,4 folgt auch E,,o = E, 4.
Daher sind G5 und G,.3 unter E,.4 = F,.2 konjugiert und es folgt, dass ein
d € Aa + 2) existiert, sodass G5 = Gaqs ist. Mit Z, < Qs = Q folgt ein

Widerspruch. Also sei b = 7 angenommen. Dann existiert ein g € Cg,,,(R) mit
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a? € A(a+3), also Z9 < Y,i3 = Yois < Oy(Cy). Also ist Z, < 0,(Cy) < Qu-
Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Lemma 8.28 Ist p = 3 und 5 < b < 7 und, falls b = 7 ist, Ro13 = Ry o und
’VOéJrl‘ = 33; s0 gilt Ng, (Saa+1) < NG(Ea+1>'

Beweis Sei t, € Ng,(Saatr1) eine Involution. Nach Lemma 8.27 wird V,,4; von
to normalisiert. Weil ¢, in V,,1/R.y1 den eindimensionalen Teilraum Z,/R, 1
normalisiert, normalisiert t, einen weiteren Teilraum U/R,.1. Es operiert E,.;
transitiv auf (Z,/Ra41)%***, und daher ist U = Z, fiir ein u € A(a + 1). Nach
Lemma 5.9 gilt Ng(Z,)° = Gf,. Also normalisiert ¢, auch G¥,. Nach Lemma 8.1 (f)
gilt Op(E,) £ Qar1, also insbesondere Oy (G) £ Qar1. Weil (O,(GY,), O,(Gy)) ein
Normalteiler von G, ist, dessen Schnitt mit einer p-Sylowgruppe nicht in Qo1
liegt, gilt Eoy1 > (Op(G}), 0,(Gy)). Also wird E,yy von t, normalisiert. O

Mit diesem letzten Lemma folgt der Satz 8.29 unmittelbar mit der Bemerkung
5.5 aus den Lemmata 7.6, 8.24 und 8.28

Satz 8.29 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 1.1. Dann existiert eine mi-
nimal parabolische Untergruppe P von C mit S < P und G = (P, ]5) derart, dass
einer der folgenden Fille gilt:

(a) Es ist b= 2.
(b) Es ist b= 3.

(¢) P und P bilden ein schwaches BN -Paar-.

Weil Satz 8.29 nur eine Formulierung des Satzes 1.1 mit den Begriffen des

Nebenklassengraphen ist, ist damit der Beweis beendet.
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