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Abstract

A central problem in processing of binary (or black and white) pictures is the
representation of sets in the plane (or three-dimensional space). There are
two different approaches for achieving this goal: Either a set is represented
by its boundary or else a representing set of skeletal points is chosen which
in some sense reflects the properties of the set under investigation. Skeletal
points are points whose metric projection onto the set ist not unique. The
topic of this paper is to collect some results on skeletal sets.

1  Einleitung

Im Jahre 1967 schlug Blum [5] ein Modell fir Wahrnehmungsprozesse vor.
Dieses Modell ist ein frithes Beispiel eines neuronalen Netzwerks. Unabhéngig
von seiner Bedeutung in der Wahrnehmungsphysiologie hat dieses Modell
eine erhebliche Bedeutung in der Praxis der Bildverarbeitung gewonnen, da
es sich leicht algorithmisch umsetzen lafit. Die daraus entwickelten Verfahren
- sogenannte Verdiinnungs- oder Skelettierungsalgorithmen - fanden seit der
ersten Veroffentlichung von Sherman [39], also seit mehr als 30 Jahren, weite
Verbreitung als Vorverarbeitungsverfahren in der Bildverarbeitung.
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Bereits Blum hatte sein Modell kontinuierlich formuliert. Zwar wére eine
diskrete Formulierung sowohl wahrnehmungsphysiologisch als auch algorith-
misch weitaus angemessener, modellierungstheoretisch ergibt sich aber die
Schwierigkeit, dafl man sich bei der Untersuchung auf eine konkrete Konfi-
guration der diskreten Elemente (Neuronen, Diskretisierungspunkte, 'Pixel’)
festlegen mufl und dal man angeben muf}, auf welche Weise diese miteinan-
der verkniipft sind (Netzwerktopologie). Gerade das letztgenannte Problem
ist d&uBlerst schwierig zu behandeln. Es ist also sehr sinnvoll, die mit der dis-
kreten Topologie verkniipften schwierigen Fragen zunéchst einmal dadurch
auszuschlieffen, dafl man ein kontinuierliches Modell untersucht.

Blum formulierte sein Modell anschaulich in Form der sogenannten Step-
penbrandanalogie. Die wahrgenommene Figur sei als eine Teilmenge S der
Ebene modelliert (das heifit, man nimmt an, daf ein Schwarz-Wei-Bild
wahrgenommen wird). Man denkt sich die Menge S aus einem homogenen
brennbaren Material hergestellt. Ziindet man sie in allen Randpunkten gleich-
zeitig an, dann breiten sich vom Rande her Feuerfronten ins Innere aus. Die
Punkte, in denen das Feuer erloscht, weil sich zwei Feuerfronten treffen (engl.
quench points), werden zur Représentation der Menge benutzt. Man nennt
die Menge dieser Punkte das Skelett oder die Mittelachse der Ausgangsmenge.
In geometrischer Sprechweise sind die Skelettpunkte gerade die Mittelpunkte
maximaler, ganz in der Menge S gelegener Kreise.

Es ist interessant, daBl man auf das gleiche Problem st68t, wenn man
die Frage untersucht, an welchen Stellen Grate entstehen, wenn man einen
Sandhaufen maximalen Volumens aufschiitten méchte, so dal dessen Grund-
fliche gerade die vorgegebene Menge S ist [28]. Bei der Torsion eines pris-
matischen Stabes, dessen Querschnitt die Menge S ist, und der aus einem
idealplastischen Material besteht, sto8t man ebenfalls auf dieses Problem:
Die Unstetigkeiten der ersten Ableitung der Spannungsfunktion fallen mit
den Skelettpunkten zusammen [45]. Bei den hier genannten Anwendungen
ist es gerechtfertigt, anzunehmen, dafi der Rand von S hohe Glattheitsanfor-
derungen erfiillt.

Ein anderes interessantes Anwendungsproblem in diesem Zusammenhang
ist das 'Offset-Problem’, welches entsteht, wenn man Kurven konstruieren
mochte, die zum Rande der vorgelegten Menge parallel sind [44]. Fiir po-
lygonal berandete Mengen wurde dieses Problem von Preparata [34] und
Sutherland [41] untersucht. Eine besonders interessante Anwendung auf auto-
matische Ndhmaschinen wird von Hoschek beschrieben [23]. Auch bei diesen
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Anwendungen kann man von glatten oder doch stiickweise glatten Réndern
ausgehen.

Besteht die Menge S nur aus endlich vielen Punkten, dann ist ihr Skelett
gerade das Voronoi-Diagramm von S. Diese Struktur ist in der ’"Computatio-
nal Geometry’ gut bekannt und ausgiebig algorithmisch untersucht worden
35, 12].

Untersuchungen der Mittelachsen von Mengen mit glatten Réndern findet
man in den Arbeiten von Giblin u.a. [7, 18, 19, 51].

In der Bildverarbeitung verwendet man Skelette, um Mengen zu beschrei-
ben und effizient zu speichern. Zahlreiche Anwendungen dieser Darstellung
wurden von verschiedenen Autoren vorgeschlagen. Es seien hier nur einige
dieser Anwendungen erwahnt (vgl. auch [26]): Bestimmung von Absténden
von Objekten [16], Anwendung auf Aufgaben der "Computational Geometry’
[17], Glattung von Mengen [22], Berechnung von Projektionen und Momen-
ten von Mengen [37], "Warping’-Transformationen von Mengen [49] sowie
Bestimmung geometrischer Eigenschaften [50].

Bei der Ubertragung von Erkenntnissen, die man beim Studium des kon-
tinuierlichen Modells gewonnen hat, auf ein diskretes Modell hat man eine
grundsétzliche Schwierigkeit: Zahlreiche der bekannten Aussagen iiber Ei-
genschaften von Skeletten wurden fiir Rdume mit glatten und streng kon-
vexen Normkugeln bewiesen. Durchweg alle Anwendungen hingegen finden
in Rdumen statt, die diese beiden Eigenschaften nicht besitzen (L' und L>
oder generell Normen mit polyedrischem Eichkorper). Fiir derartige Rdume
gelten die meisten der bekannten Aussagen sicher nicht, wie man leicht durch
Gegenbeispiele belegen kann. Trotzdem werden immer wieder Verfahren mit
Argumenten motiviert, die aus kontinuierlichen Uberlegungen stammen. Fiir
die Praxis hat diese Diskrepanz zwischen kontinuierlicher und diskreter Dar-
stellung die Folge, daB es keine 'kanonische’ Ubertragung der kontinuierlichen
Begriffe ins Diskrete geben kann, was den erheblichen Umfang der Literatur
iiber Verdiinnungsverfahren erklért.

Eine weitere Figenschaft der kontinuierlichen Skelette bereitet erhebliche
theoretische und praktische Schwierigkeiten. Die Abbildung, die einer Menge
ihr Skelett zuordnet, ist nicht stetig im Sinne der Hausdorff-Metrik fiir Men-
gen. Damit ist, streng genommen, keine sinnvolle Anwendung der Skelette
moglich. Es wird erforderlich, zu 'regularisieren’. In der Literatur findet man
lediglich zwei Arbeiten, die sich mit diesem Thema beschéftigen, ndmlich die
Dissertationen von Klein [26] und Yu [52]. Dies ist angesichts der Verbreitung
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der Skelettierungsverfahren in der Praxis, ihrer Bedeutung fiir die Bildver-
arbeitung und der Tatsache, dal man sich ihrer bereits seit mehr als dreiflig
Jahren bedient, verwunderlich.

2 Bezeichnungsweisen

Wir bezeichnen mit

e B cine abgeschlossene beschrinkte Menge im R?, die das Nullelement
O4 des R? im Inneren enthilt und die beziiglich ©,4 symmetrisch ist,
d.h. aus # € B folgt —x € B. Mit B definieren wir eine Norm in R?
gemaf

|5 = inf{\ > 0|§ € B).

Mit dieser Normdefinition wird R? zu einem Minkowski-Raum, d.h.
zu einem endlichdimensionalen normierten Raum. B nennt man den
Eichkorper oder die Normkugel des auf diese Weise normierten R (vgl.

[46].

e B,(z) = x+ p- B die verallgemeinerte Kugel mit Radius p und Mittel-
punkt x.

e Fiir eine Menge S sei cl S der (topologische) Abschlufl von S, int S das
Innere und bd S der Rand von S. conv S sei die konvexe Hiille von S.

e Ls sei S eine abgeschlossene Menge, © € R?.
p(z,S) = inf{[ly — z|[sly € 5}
bezeichnet man als den Abstand von x und S. Die Menge
Pg(x) ={y € Slly — zllp = p(x. 5)}
bezeichnet man als die Projektion von x auf S. Die Menge
M(z)={y e RYy=X-2+(1—\) -z firein z € P¥(2),0 <X <1}

heiit die Projizierende von x (vgl. [33]). Die Kugel B, s)(x) heifit
Stiitzkugel an S. Eine Stiitzkugel an S heif3t maximal, wenn sie in keiner
anderen Stiitzkugel enthalten ist.
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e Es sei S eine abgeschlossene Menge. (5) ist die Menge aller Mittel-
punkte x von maximalen Stiitzkugeln an .S und heifit das Skelett von S.
In der Bildverarbeitungsliteratur (vgl. etwa [38, Chapter XI, B, C, D])
wird in der Regel das Skelett des Komplements von S (sog. Innenskelett
im Gegensatz zu dem hier definierten Fzoskelett ) als das Skelett von
S bezeichnet, wir bezeichnen das Skelett des Komplements von .S auch
als die Mittelachse von S.

e Y'(S) sei die Menge aller Punkte z € R, fiir die die Projektion auf S
mindestens zwei Punkte enthélt. Man weifl (vgl. [38, Chapter XI, C.2]),
daB cl X(5) = cl 3/(9).

e Essei d > 0 und S eine abgeschlossene Menge. Die Menge
Ss = UgesBs(z)
heifit die Hausdorff-Parallelmenge zu S.

e Es seien S; und S, zwei abgeschlossene Mengen.
inf{é > 0]|.S; C (S2)s und Sy C (S1)s}

heiBt der Hausdorff-Abstand der beiden Mengen S; und Sy [46].

3  Funktionalanalytischer Hintergrund

3.1 Existenz

Es sei X ein reflexiver Banach-Raum, S eine Teilmenge von X. Gesucht ist
eine Losung der Aufgabe, fiir ein gegebenes x € X das néchste Element (im
Sinne der Norm von X)) in S zu finden, das heifit, die Projektion von x auf S.
Die Menge S heifit proziminal, wenn es zu jedem Punkt z € X (mindestens)
einen nichsten Punkt in S gibt.

Es gilt dann die Aussage: X ist reflexiv genau dann, wenn jede abge-
schlossene und konvexe Teilmenge von X proximinal ist.

Beweisskizze fiir die eine Richtung (X reflexiv = Jede abgeschlossene
konvexe Teilmenge ist proximinal): Ist X reflexiv, dann ist die Einheitsku-
gel von X schwach kompakt (vgl. etwa [25, Kap. V.7, Satz 7]). Ist S eine



abgeschlossene konvexe Teilmenge von X, x € X und y € S, dann ist die
Menge
§'={ze€8lz—=lls <y —zls}

schwach kompakt. Es sei {y,} eine Minimalfolge in S” mit schwachem Héu-
fungspunkt y*. Der schwache Haufungspunkt einer Folge liegt aber in der
konvexen Hiille der Folge (Satz von Banach und Saks, vgl. [36, Nr. 38] bzw.
[30]). Weiterhin ist y* starker Grenzwert einer geeigneten Folge aus S, also
ist y* Minimalpunkt.

Die uns am meisten interessierenden Raume sind leider nicht reflexiv, et-
wa der L; und der L.,. Hier kann die folgende Definition von Nutzen sein:
S heiflt ’boundedly compact’, wenn der Durchschnitt von S mit einer abge-
schlossenen beschrinkten Menge kompakt ist. Dies kann etwa fiir endlichdi-
mensionale Teilrdume von X der Fall sein. Eine solche Situation liegt in der
Approximationstheorie in der Regel vor.

3.2 Eindeutigkeit

Die Normkugel von X heifit streng konver , wenn aus ||z||p = 1 und ||y||p = 1,
x # ysowie 0 < A < 1 folgt [(1 —A) -2+ X-y|lp < 1. Ist die Normkugel
von X streng konvex, dann gibt es fiir jede konvexe Menge S und fiir jedes
x € X hochstens ein néchstes Element. Es gilt auch die Umkehrung: Gibt
es fiir jede konvexe Menge S und fiir jedes x € X hochstens ein néchstes
Element, dann ist die Normkugel von X streng konvex.

Wir nehmen nun an, dafl die Norm von X nicht streng konvex sei. Man
kann sich dann fragen, unter welchen Bedingungen an die Menge S fiir jedes
x € X hochstens ein néchstes Element existiert.

Man kann sicher nicht erwarten, dafl in einem solchen Raum immer Ein-
deutigkeit gegeben ist. Versehen wir die Ebene mit der Maximumnorm, dann
ist die Projektion auf einen achsenparallelen Teilraum nicht eindeutig be-
stimmt, jedoch auf jeden Teilraum, der gegen die Achsenrichtungen gedreht
ist.

Fiir den C]0,1] wurden von Tschebyschew in seiner klassischen Arbeit
[42, 43] solche Mengen angegeben, ndmlich alle von Polynomen aufgespann-
ten endlichdimensionalen Teilraume. Haar [20] hat fiir diesen Fall eine geo-
metrische Theorie aufgestellt, die sich auf Minkowski [31] bezieht.

Leider ist die Haar’sche Bedingung fiir Funktionenrdume in mehreren



Verénderlichen 'fast nie’ gegeben. Mayrhuber [29] zeigte, dafl Haar’sche Teilraume
'im wesentlichen eindimensional’ sind (vgl. auch [10, Kap. I1.6]).

3.3 Tschebyschew-Mengen

Eine zusammenfassende Darstellung dieses Problemkreises, die im wesentli-
chen auch den heutigen Stand beschreibt, wurde von Vlasov [47] gegeben.

Eine Tschebyschew-Menge in einem Banach-Raum ist eine Teilmenge S,
fiir die es zu jedem z € X hochstens ein néchstes Element gibt.

Man kann die Frage stellen, in welchen R&dumen jede Tschebyschew-
Menge konvex ist. In endlichdimensionalen Rdumen wird diese Frage positiv
beantwortet durch den Satz von Motzkin [33, 32]. Selbst in Hilbert-Rdumen
ist sie jedoch noch offen. Asplund [3] hat gezeigt: Wenn es in einem Hilbert-
Raum eine nichtkonvexe Tschebyschew-Menge gibt, dann gibt es auch eine
Tschebyschew-Menge, die Komplement einer offenen beschrinkten konvexen
Menge ist (eine sogenannte 'Klee cavern’). Das heifit, es mufl schon eine sehr
exotische Situation vorliegen.

3.4 Sonnen

Die Tschebyschew-Menge S C X heifit Sonne, wenn fiir jedes x € X mit
nichstem Punkt y € S (y # z) gilt: Alle Punkte auf dem Halbstrahl, der von
y ausgeht und z trifft, haben y als néchsten Punkt in S.

Efimov und Steckin [13, 15, 14] haben gezeigt, dafi in einem glatten
Banach-Raum jede Sonne konvex ist (vgl. [48, Lemmal). Der Banach-Raum
X heifit glatt, wenn es in jedem Randpunkt der Einheitskugel hochstens eine
Stiitzhyperebene gibt.

Dunham [11] gab ein Beispiel einer Tschebyschew-Menge in C[0,1] an,
die keine Sonne ist (vgl. auch [6]).

4  Dilatationen

4.1 Definition und einfache Eigenschaften

Eine Dilatation D ist eine Abbildung des R? in sich, die man auf die folgen-
de Weise definieren kann [2, Chapter I1.2]: Gegeben seien zwei verschiedene



Punkte x und y in R? sowie ihre Bilder 2/ = Dz und y' = Dy. Dann soll
gelten 3 = 2’ 4+ X - (y — ) mit einem rellen A, das heifit, die beiden Strecken
x y und 2’ ¢ sind parallel.

Satz 4.1 Die Dilatation ist durch die Bilder 2’ und v’ zweier verschiedener
Punkt z und y eindeutig bestimmt.
Ist 2/ = 3/, dann ist D entartet und bildet alle Punkte des R? in 2’ ab.
Fiir 2/ # ¢/ ist D eine umkehrbar eindeutige Abbildung des R¢ in sich.

Den Beweis dieses Satzes findet man in [2, Chapter I1.2, Theorem 2.3].
Dilatationen kann man vermittels ihrer Fixpunkte klassifizieren:

Satz 4.2 Hat eine Dilatation zwei (voneinander verschiedene) Fixpunkte,
dann ist sie die identische Abbildung.

Hat eine Dilatation keine Fixpunkte, dann ist sie eine Translation T'(zg) x
= = + x¢ mit dem Verschiebungsvektor xy.

Hat eine Dilatation genau einen Fixpunkt zp, dann hat sie die Form

D(z0,\) x =20+ A+ (x — 20).

Wir nennen sie dann eine eigentliche Dilatation mit Zentrum zy und Faktor

A
Zum Beweis vgl. [2, Chapter 11.2].

Es sei D(zp,\) eine eigentliche Dilatation. D heifit gleichsinning, wenn
A > 0 ist. Fiir A = 0 hat man die konstante Abbildung x — z, fiir A = 1 die
identische Abbildung, fiir A = —1 die Spiegelung am Nullpunkt. 0 < A < 1
bedeutet eine Kontraktion, A > 1 eine Ezpansion. Fiir jede Norm gilt

D20, \)w1 — D(20, M) 22|l = |A] - |21 — 22| 5.

Satz 4.3 Die Dilatationen bilden eine Gruppe und die Translationen bilden
eine invariante Untergruppe dieser Gruppe.

Den Beweis dieses Satzes findet man in [2, Chapter I1.2, Theorem 2.6].



Satz 4.4 1. Es seien D(z1, A1) und D(z3, A2) zwei eigentliche Dilatationen.
Dann ist fiir A; - Ay # 1 die Verkniipfung der beiden Abbildungen wieder eine
eigentliche Dilatation mit

(1—>\1)'21—|—>\1'(1—)\2)'22
1—A1- X

Fiir A\; - A = 1 ist das Produkt der beiden Dilatationen eine Translation:

D(Zl, )\1) o) D(ZQ, )\2) = T((l — )\1) : (2'1 — Zg))

D(Zl, )\1) e} D(227)\2> = D( ,/\1 . /\2)

2. Es sei H(z*,a) = {z|(z*,x) = a} eine Hyperebene im R?. Dann ist

D(zo, \)H(z",a) = H(z", A-a+ (1 = X) - (x7, z0)).

4.2 Dilatationen und Normkugeln

Dilatationen sind das geeignete Werkzeug zur Untersuchung von Minkowski-
Réumen, da sie Normkugeln wieder in Normkugeln iiberfithren und ande-
rerseits zu je zwei Normkugeln (von positivem Radius) stets genau zwei Di-
latationen existieren, die die eine auf die andere iiberfithren (Satz 4.4)..Be-
schriankt man sich auf gleichsinnige Dilatationen, dann gibt es

Zuerst formulieren wir einen allgemeinen Satz iiber kovnexe Mengen.

Satz 4.5 Essei S sei eine konvexe Menge, z ein fest gewéhlter Punkt und A
eine Zahl sowie Sy(z9) = D(zp,A)S. Dann ist Sy(zo) konvex. Weiterhin gilt:
1. Fiir A > 0 ist

20 €S < S C Sy\(2) oder Sy(z) C S,
und zwar
S C Sa(z0) & A > 1,
Sx(z0) CS <0< A< 1.
2. Fir A < 0 ist
SﬂS)\(Zo)#@@ZO e S.

Beweis: Es sei x € S. Eine Gerade durch z und zy wird durch die
Dilatation in sich abgebildet. Gilt die Aussage des Satzes also im R', dann
gilt sie auch allgemein. Im R! ist die Aussage jedoch trivial.



Satz 4.6 Das Bild einer Kugel unter einer Dilatation ist wieder eine Kugel,
es gilt ndmlich: Die Kugel B,(xo) wird durch D(zy, A) auf die Kugel Bj.,(\-
xo + (1 — A) - z9) abgebildet. Es seien umgekehrt zwei Kugeln B, (1) und
B,,(x2) gegeben mit p; # p,. Dann ist

+ _
D( P12 PzﬂUl’i@

Ep1 — p2 P1

Fiir p; = py =: p entartet die Dilatation zu einer Translation:

)Bou (1) = By, (12).

T(xy — 21)By(71) = By(x2).

Das Zentrum der (eigentlichen) Dilatation, die zwei Kugeln von verschie-
denem Radius ineinander iiberfiihrt, liegt auf einer Geraden durch die Mit-
telpunkte der beiden Kugeln.

Fiir A > 0 gilt

L. By, (z1) C By, (22) < p1 < p2 und 2 € By, (1) sowie z1 = Lty + (1 -
)20 € conv(zs, 2).

2. Es sei By, (z1) C B,,(x3), jedoch B, (1) # B,,(z2). Dann gilt bd B, (z1)N
bd Bp2<LU2) §£ ) < 20 € bd Bpl(azl) N bd BpQ(JJQ).

3. Es sei B streng konvex, B, (z1) C B,,(x3), jedoch B, (z1) # B,,(x2).
Dann ist bd B, (1) Nbd B,,(z2) hochstens einpunktig.

4. Es sei B glatt, B, (z1) C B,,(22), jedoch B, (x1) # B,,(x2). Dann ist
bd B, (1) Nbd B,,(x2) konvex.

Beweis: 1. Klar mit Satz 3.5 und nach Definition der vermittelnden Di-
latation.

2. Wir betrachten eine Gerade durch zy und einen gemeinsamen Rand-
punkt. Wegen 1. ist zy € B,, (z1). Ist 2y kein gemeinsamer Randpunkt, dann
liegt also zp im Inneren von B, (z1). Wegen B, (x1) # B,,(x2) muf p; > po
sein, also A > 1, somit wiirde der gemeinsame Randpunkt von B, (z;) und
B,,(x2) durch die vermittelnde Dilatation auf einen Innenpunkt von B, (x2)
abgebildet, ein Widerspruch.

Die andere Richtung der Aussage ist klar.

3. Unter 2. hatten wir gezeigt, dal zy ein gemeinsamer Randpunkt sein
mufl. Gédbe es noch einen weiteren, von zy verschiedenen, gemeinsamen Rand-
punkt, dann wére dieser Bildpunkt eines Punktes auf der Verbindungsstrecke
mit zy5. Da B streng konvex ist, wire dieser letztere Punkt Innenpunkt von
B, (x1), ein Widerspruch.
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4. Eine Gerade durch zy und einen Punkt aus bd B, (1) Nbd B,,(z2)
schneidet B,, (z1) N B,,(z2) in einer Strecke. Tréfe die Gerade das Innere von
B, (z1), dann wiirde das Urbild des Schnittes des Randes von B,,(x3) mit
der Geraden im Inneren von B, (1) liegen, was nicht mdglich ist. Es folgt,
daBl B,, (z1) N B,,(x2) bezliglich z; sternférmig ist.

Seien x1, x5 € bd B,,(z1) Nbd B,,(z2), dann gehtren die beiden Verbin-
dungsstrecken mit zy zu bd B,, (z1) N'bd B,,(xs). Die Verbindungsstrecken
liegen je in einer Stiitzhyperebene durch 2y an B, (x1). Da B als glatt vor-
ausgesetzt worden war, gibt es nur eine solche Stiitzhyperebene. Die Verbin-
dungsstrecke von z; und x, liegt in B, (x1) N B,,(z2) und in der Stiitzhyper-
ebene, also in bd B, (z1) Nbd B,,(z2).

4.3 Anwendungen

Als Anwendung der beiden Sétze beweisen wir noch einige Lemmas:

Lemma 4.1 B sei glatt. Es sei B,(x) eine Kugel, H sei Tangentialhyper-
ebene an B,(z) im Punkte z. Weiterhin sei y ein Punkt, der auf der gleichen
Seite der Tangentialhyperebene liegt, wie B,(x), jedoch nicht auf H. Dann
gibt es ein A > 0, so daB y € D(z, \)B,(z).

Beweis: Die Verbindungsstrecke von z und y trifft das Innere von B,(z),
sonst wire die Hyperebene, die B,(z) von der Verbindungsstrecke trennt,
eine Stiitzhypererebene an B,(x), die von H verschieden ist.

Lemma 4.2 Es sei B,(z) eine Kugel, H sei Stiitzhyperebene an B,(x), z €
H U B,(x). Dann ist H Stiitzhyperebene an D(z, \)B,(z) fiir alle reellen .

Lemma 4.3 Sei y € II(z). Dann ist PZ(y) C P&(x).

Beweis: Wegen y € I1(x) gibt es ein z € P#(x), so da y auf der Verbin-
dungsstrecke von x und z liegt. Die Dilatation mit Zentrum z und geeignetem
Faktor bildet y auf x ab und damit ist die Stiitzkugel mit Mittelpunkt y in
der mit Mittelpunkt = enthalten. Daraus folgt die Behauptung.

Folgerung: Ist P¥(x) einpunktig, dann gilt

y € () = P5(y) = Pg'(x).
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Lemma 4.4 Seien z1,7, € R? mit I(z;) N (zz) # . Dann ist auch
Pg(x1) N Pg (x2) # 0.

Beweis: Es sei y € I1(x;) NTI(x3). Dann ist P8 (y) C P¥(x;) fiir i = 1,2
wegen Lemma 3.3, also

0 # P3(y) € Pg (1) N Py (x2).

5 Fixpunktsitze

Fiir den Beweis der Motzkin’schen Sétze in Minkowski-Réumen der Dimen-
sion grofler als 2 bendtigt man sogenannte topologsiche Fixpunktsétze. Es
ist kein élementarer” Beweis - das heifit ein Beweis ohne Verwendung dieser
Fixpunktsétze - bekannt. Dies scheint ein Indiz dafiir zu sein, dafl die Satze
von Motzkin - zumindest deren zweiter (s.u. Kapitel 6) - vom topologischen
Gesichtspunkt aus nicht trival sind.

Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen ist der Brouwer’sche Fixpunkt-
satz [40, Theorem 3.9.5, Seite 127]:

Satz 5.1 K sei eine kompakte und konvexe Menge im R¢. Dann besitzt jede
stetige Abbildung f : K — K mindestens einen Fixpunkt x* € K, das heifit,
es ist f(z*) = x*.

In Minkowski-Rdumen mit nicht streng konvexer Normkugel kann es vor-
kommen, dafl die Projektion eines Punktes auf eine Menge nicht mehr ein-
punktig ist. Fiir diesen Fall benotigen wir einige Begriffe.

Definition 5.1 (vgl. [40, Seite 129] oder [21, Seite 609, Nr. 231]) Es seien
E und F zwei topologische Réume, A(F') sei die Menge aller nichtleeren
abgeschlossenen Teilmengen von F. Die (mengenwertige) Abbildung f : F —
A(F') heiBt oberhalbstetig, wenn gilt:

Fiir alle g € E und alle offenen Mengen U C F mit f(xg) C U gibt es
eine Umgebung V' von g, so da} f(x) C U, falls x € V.

Folgerungen:
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o Jede stetige Funktion ist oberhalbstetig.
e Jede einwertige oberhalbstetige Funktion ist stetig.

e Die Verkniipfung (Hintereinanderausfithrung) oberhalbstetiger Funk-
tionen ist eine oberhalbstetige Funktion.

e Ist der Raum F' regulir (das heifit, fiir jede abgeschlossene Teilmenge
A C F und fir x € F\ A gibt es offene Mengen G und H aus F
mit A C G, € Hund GN H = ()), dann gilt: f oberhalbstetig
= x; — o, Y — Yo,Yi € f(x;) = yo € f(xo) (zum Beweis vgl. [40,
Seite 129]).

Kakutani bewies die folgende Verallgemeinerung des Brouwer’schen Fix-
punktsatzes ([40, Theorem 3.9.9, Seite 129], [21, Nr. 231, 232, Seiten 609-614,

)):

Satz 5.2 K sei eine kompakte und konvexe Menge im RY, K(K) sei die
Menge aller nichtleeren abgeschlossenen konvexen Teilmengen von K.

Dann gibt es fiir die oberhalbstetige Abbildung f : K —/C(K) einen
Fixpunkt ¢y € K mit zg € f(xo).

Satz 5.3 Es sei B kompakt, konvex, ©4 € int B, B symmetrisch. Die Menge
S sei abgeschlossen.
Dann ist die Abbildung * — PZ(z) oberhalbstetig.

Beweis: U sei eine offene Menge, die P#(z) enthélt, r = ||z—P#(z)|| 5. Dann
gibt eseine > 0, so dafl B,;.(z)NS C U. Wihle ein y mit ||z—y||p < 5. Dann
ist Byies2(y) € Brie(x) = Brieya(y)NS C U. Nunist ||y — P& (z)||p < r+5,
also [y — PE(y)llp <7+ % = PE(y) C Brrep(y) NS C U.

Es gilt weiterhin

Satz 5.4 Es seien £ und F topologische Rdume, f : E — A(F) eine men-
genwertige Abbildung. Fiir U C F definieren wir f~1(U) = {z € E|f(z) C
U}.

f oberhalbstetig < f~(U) ist offen fiir alle offenen U C F.
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Beweis: (Standardbeweis; vgl. etwa [1, § 12]) 1. f sei oberhalbstetig, U
eine offene Teilmenge von F. Es sei z € f~'(U). Dann gibt es wegen der
Oberhalbstetigkeit von f eine offene Menge V' C E, die x enthélt und fiir
die f(V) C U ist. Das heifit aber, da V C f~(U) ist, also ist # Innenpunkt
von f~1(U), d.h. f~1(U) ist offen.

2. Sei x € E,U C F eine offene Menge, die f(x) enthilt. Dann ist V =
f7Y(U) eine offene Menge, die x enthilt und fiir die gilt f(V) C U. Somit ist
f oberhalbstetig.

Lemma 5.1 X sei zusammenhédngend und f : X — Y oberhalbstetig. Wei-
terhin sei f(x) zusammenhéngend fiir jedes z € X. Dann ist auch f(X)
zusammenhingend.

Beweis: Wir nehmen an, f(X) sei nicht zusammenhéngend, das heifit,
es gebe eine Zerlegung f(X) = X7 U X, mit X; N Xy = ) und X7, X, offen.
Die Urbilder von X; und X, sind offene Mengen (Satz 1.2) mit f~(X;) U
fYX,) = X. Da X als zusammenhiingend vorausgesetzt wurde, muf3 es
ein x € X geben mit x € f71(X;) U f71(Xy), also f(z) N X; # () und
f(z) N Xy # (. Die letztgenannten beiden Mengen sind als Schnitte der
offenen Mengen X; und X, relativ offen im Widerspruch zu der Annahme,
daB f(x) zusammenhéingend sein soll.

6 Die Siatze von Motzkin

In seiner Arbeit [33] bewies Motzkin zwei Sétze, allerdings nur fiir den zwei-
dimensionalen Fall. Diese sollen hier in unserer Terminologie und etwas all-
gemeiner formuliert werden. Dazu definieren wir: 3”(S) ist die Menge aller
Punkte z € R?, deren Projektion PZ(x) auf S nicht konvex ist.

Satz 6.1 Es sei B glatt. Die abgeschlossene Menge S im R? ist genau dann
konvex, wenn ¥"(S) = () ist.

Anmerkung: Ist zudem B streng konvex, dann ist offenbar S genau
dann konvex, wenn 3'(S) = () ist. In dieser Form wird der Satz iiblicherweise
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zitiert [38, Chapter XI.C.2|, [46, Chapter VII.C, Theorem 7.8], [24]. ¥/(S) = 0
bedeutet, dal S eine Tschebyschew-Menge ist.

Beweis: 1. Es sei z € ¥/(S). Dann gibt es y;,y, € P#(z) und ein A mit
0<A<1,s0daBy=Ay; + (1 — Nys ¢ PZ(z) ist. Da y in der Stiitzkugel
an S mit Mittelpunkt X liegt, kann S nicht konvex sein.

2. Der Beweis der Umkehrung ist Gegenstand der nachfolgenden Ab-
schnitte. Vgl. dazu [46, Chapter VIL.C, insbesondere Theorem 7.8] oder [24]

Der zweite Satz von Motzkin ist weitaus schwieriger zu beweisen.

Satz 6.2 Ist B glatt, dann ist cl X(S) = cl ¥"(9) fir jede abgeschlossene
Menge S.
Ist zudem B streng konvex, dann ist cl 3(S5) = cl ¥'(.9).

Beweis: 1. Klar ist, dal X"(S) C X(S5). B sei streng konvex. Dann gilt
sicher 3'(S) C X(S5). Hierzu ist zu zeigen, dafl jede Stiitzkugel B,(z), die S
in wenigstens zwei verschiedenen Punkten g, yo beriihrt, maximal ist. Gébe
es eine Stiitzkugel By(z'), die B,(x) enthélt mit p’ > p, dann wiirde diese S
ebenfalls in den beiden Punkten y; und ¥, beriihren. Fiir streng konvexes B
ist dies aber wegen Satz 3.6, Aussage 3 nicht moglich.

2. Fiir den nichttrivialen Teil der Aussage bendtigt man tiefer liegende
Sitze. Diesem Teil sind die Uberlegungen der folgenden Kapitel gewidmet.

Hat man Satz 6.2 bewiesen, dann kann man Satz 6.1 auch so formulieren:

Satz 6.3 Es sei B glatt.
Die abgeschlossene Menge S ist genau dann konvex, wenn %(S) = () ist.

Anmerkung: Motzkin bewies diesen Satz in seiner Arbeit in dieser Form
33, Théoreme IJ.

Man sieht leicht ein, daf§ fiir streng konvexes B die Menge S genau dann
Sonne ist, wenn 3(S) = 0 ist. Ist umgekehrt X(S) = ), dann gibt es keine
maximalen Stiitzkugeln. Wenn eine Stiitzkugel in einer anderen enthalten
ist, dann liegen wegen Satz 3.6 ihre Mittelpunkte auf einer Geraden, die das
Zentrum der vermittelnden Dilatation enthélt (Teil 1 von Satz 3.6). Letz-
teres liegt im gemeinsamen Rand der beiden Stiitzkugeln (Teil 2), fallt also
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wegen der vorausgesetzen strengen Konvexitdt von B mit dem Stiitzpunkt
zusammen (Teil 3). Damit ist S Sonne.

Ziel unserer Untersuchungen ist es, die Sétze von Motzkin zunéchst allge-
mein zu formulieren und zu beweisen. Im Hinblick auf die Anwendungen ist
insbesondere eine Formulierung fiir polyedrische Normen (speziell die 1- und
oo-Norm) notwendig, da diese fiir diskretisierte Mengen mafigeblich sind.
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7 Anhang 1: Der Beweis von Motzkin*

§1. - 1. Gegeben sei eine abgeschlossene Punktmenge E in der Euklidischen
Ebene. Es sei Py ein beliebiger Punkt auflerhalb von E, Ky = K(F,) der
kleinste Kreis mit Mittelpunkt P, der E in einem oder mehreren Punkten
Qo = Q(Py) trifft. M. Vergneres in seiner Note Uber die Eindeutigkeit des
Minimums des Abstandes eines Punktes von einer Menge! nennt die Punkte
Qo Projektionen von Py auf E, das Segment FPyQ)y eine Projizierende von Py
beziiglich £ und den Punkt Py selbst gewdhnlich beziiglich E, wenn er eine
eindeutige Projektion auf E hat, andernfalls auflergewdhnlich beziiglich E.
Wir nennen K, Stitzkreis an E; in Abhédngigkeit von der Anzahl der Q) auf
der Peripherie von K kann man unterscheiden zwischen einfachen, doppelten
usw. Stiitzkreisen.

2.
Satz I. - Wenn jeder Punkt der Ebene auflerhalb der abgeschlossenen
Menge F eine einzige Projektion hat, dann ist £ konvex.

5.
Definition. - Ein gewohnlicher Punkt Py mit Projektion @y ist einfach
gewohnlich, wenn unter allen Punkten des Halbstrahls Py(Qy der Punkt (0 nur

Projektion der Punkte zwischen @)y (ausschliefilich) und Py (einschliefllich)
ist; im anderen Falle ist Py total gewdhnlich.

6. Die einfach gewo6hnlichen Punkte P; einer Menge F und ebenso die
auBergewohnlichen Punkte P. bilden (wenn sie existieren) eine Randmenge
(das heiBt, ohne Innenpunkte). Tatséchlich, in der Ndihe (in einer Umge-
bung) jedes Punktes auflerhalb E gibt es total gewohnliche Punkte P;, zum

*Th. Motzkin. Sur quelques propriétés caractéristiques des ensembles convexes.
Atti della Reale Accademia Nazionale dei Lincei, Serie sesta, Rendiconti, Classe di Scienze
fisiche, matematiche e naturali, 21:562 — 567, 1935.
Auszugsweise Ubersetzung durch Ulrich Eckhardt

"Diese 'Rendiconti’, Vol. XVIII, pp. 542-546
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Beispiel auf den Projizierenden. Detailliert werden die gegenseitigen Bezie-
hungen zwischen den drei Punktmengen, die von den P., P,, P, gebildet
werden, im folgenden Satz behandelt.

Satz II. - A) In der Néhe eine P, gibt es immer Punkte P, und - aufler
im trivialen Falle (siche weiter unten in n. 8) - Punkte P.; Die Punkte P;
sind “fakultativ’, das heifit, sie konnen vorhanden sein oder auch nicht. B) In
der Nihe eines P; gibt es immer Punkte P, und FP,, fakultativ Punkte P;. C)
In der Néhe eines P,* gibt es immer Punkte P, fakultativ Punkte P, oder P,
und P,.

§3. - 7. Wir beweisen zuerst die Aussage B). Die Existenz von Punkten
P, in der Néhe eines Punktes P; soll gezeigt werden. Wenn man einen Punkt
Py = P, hat ohne P,-Nachbarn, dann soll C. ein Kreis um F, sein, der
auBerhalb E liegt und so klein ist, daf 1° Jeder Punkt P, von C. (den Rand
eingeschlossen) eine eindeutige Projektion Q. = Q(P.) auf E hat und 2° Die

Abweichung des Halbstrahls Q. P, kleiner als ¢ < % ist (Die Abweichung eines

Halbstrahls ist der Absolutbetrag seines Winkels mit dem Halbstrahl PyQo).
Ein solcher Kreis existiert nach den Bemerkungen am Ende der n. 3.

Wir betrachten jetzt den Durchmesser d von C., der zu Fy()y senkrecht
steht und den Halbkreisbogen s, der durch d abgeschnitten wird und von

Qo am weitesten entfernt ist. Es seien S; und S, Punkte auf s, fiir die FyS;
und FPyS, die gleiche Abweichung € besitzen, und es seien Dy und Dy Punkte

auf d, die von P, verschieden sind, so daf§ D157 und D,S, die Abweichung
¢ haben. Dann trifft die Projizierende S;Q(S;) den Durchmesser d in einem
Punkt P(S;) zwischen Py und D;. Auf die gleiche Weise definieren wir P(.S2)
zwischen Py und Dj und allgemein P(.S) zwischen Dy und Dj fiir jedes S auf

dem Bogen 515;.

Der Punkt P(S) hingt eindeutig und stetig von S ab, da die Projizieren-
den SQ(S) sich nicht schneiden, sogar eineindeutig. Man sieht auf die gleiche
Weise, dafi P(S) das Segement P(S1)P(S5) auf monotone Weise iiberstreicht,

wenn S im gleichen Sinne den Bogen 5,95 iiberstreicht. Folglich ist Py auf

—~

der Projizierenden SyQ(Sp) eines gewissen Punktes Sy auf dem Bogen 515,
gelegen und ist demnach (entgegen Voraussetzung) ein P,.

*und erst recht in der Néhe eines Randpunktes von FE.

18



8 Anhang 2: Der Beweis von Jessen®

1. Unter einer konvexen Punktmenge im n-dimensionalen eukidischen Raum
versteht man bekanntlich eine Punktmenge, welche fiir je zwei ihrer Punkte
auch deren Verbindungsstrecke enthélt. Eine abgeschlossene konvexe Punkt-
menge K hat, wie man leicht sieht, die Eigenschaft, daf§ fiir jeden Punkt P
auBerhalb der Menge ein eindeutig bestimmter néchster Punkt P, der Men-
ge gefunden werden kann, das heifit, der Punkt P, aus K, fiir welchen der
Abstand PP, minimal ist. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir abge-
schlossene konvexe Punktmengen, es gilt der folgende Satz:

Eine Punktmenge K im n-dimensionalen Raum hat genau dann
die Figenschaft, daf$ fir jeden Punkt P auflerhalb K ein ein-
deutig bestimmter ndchster Punkt P, existiert, wenn die Menge
abgeschlossen und konvez ist.

Beweise fiir diesen Satz wurden von L. N. H. Bunt [9, Satz 51], und N.
Kritikos [27] gegeben, im Fall n = 2 von T. Motzkin [33], S. Bundgaard und
S. Duerlund [8, Abschnitt 1] sowie L. Beretta und A. Maxia [4, Seite 5 - 7].
Es soll hier der Beweis von Kritikos, leicht verdndert, gebracht werden. Der
Einfachheit halber beweisen wir den Fall n = 3.

Daf§ die Bedingung hinreichend ist, ist, wie bereits erwihnt, leicht zu
beweisen. Es ist nun zu zeigen, dafl sie auch notwendig ist. Sei also K eine
Punktmenge im Raum, die die Eigenschaft hat, dafl sie fiir jeden Punkt P
auBerhalb K einen eindeutig bestimmten néchsten Punkt enthélt; wir wollen
nun beweisen, dal K abgeschlossen und konvex ist.

Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Zuerst nehmen wir an, dafl K nicht
abgeschlossen sei. Das heift, es gibt einen Verdichtungspunkt P von K, der
nicht zu K gehort. Fiir diesen Punkt P gibt es in K keinen néchsten Punkt,
im Widerspruch zur Annahme.

Wir nehmen weiterhin an, K sei nicht konvex. Dann gibt es zwei Punkte
A und B in K, fiir welche nicht alle Punkte auf der Verbindungsstrecke AB
zu K gehoren. Es sei () ein Punkt von AB, der nicht in K liegt. Da K

*Bgrge Jessen. To Szetninger om konvekse Punktmaengder. Matematisk Tidsskrift B,
66 — 70, 1940.
Ubersetzung des ersten Teils durch Ulrich Eckhardt
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bereits als abgeschlossen bekannt ist, konnen wir eine abgeschlossene Kugel
S mit Mittelpunkt () wéhlen, die ganz auflerhalb von K liegt. Fiir einen
willkiirlichen Punkt P aulerhalb K bezeichnen wir mit Sp die abgeschlossene
Kugel mit Mittelpunkt P und Radius PP,. Wir betrachten die Menge M aller
Punkte P, fiir welche Sp die Kugel S enthélt. Da der Abstand P P,, wie man
leicht sieht, stetig von P abhéngt, ist die Menge M abgeschlossen, und da die
Punkte A und B stets aulerhalb von Sp liegen, ist es klar, dal M beschrinkt
ist. Es gibt also einen Punkt P in M, fiir welchen PP, am gréfiten ist. Fiir
diesen Punkt P legen wir nun durch den Rand von Sp einen Kleinkreis mit
Mittelpunkt P, und so kleinem sphérischen Radius (< 7), daB die Kugel
S in die P, entgegengesetzte Seite beziiglich der Kleinkreisebene fillt. Der
abgeschlossene Teil von Sp, welcher auf der P, entgegengesetzten Seite der
Kleinkreisebene liegt oder in der Kleinkreisebene selbst, enthélt keine Punkte
aus K und hat sogar einen positiven Abstand von K. Fiir einen Punkt R
auf der Verldngerung von P,P iiber P hinaus und hinreichend nahe an P
wird die Kugel mit Mittelpunkt R, die durch den Kleinkreis bestimmt ist,
auch keine Punkte aus K enthalten, sie enthélt jedoch S. Diese Kugel ist
enthalten in der zu R gehorenden Kugel Sg, und da deren Radius offenbar
grofler ist als PP,, sehen wir, dafl RR, > PP,. Da andererseits Si die Kugel
S enthélt, ist R ein Punkt der Menge M. Dies ist ein Widerspruch dazu, dafl
P derjenige Punkt im M war, fiir welchen der Abstand PP, maximal ist.
Damit ist der Satz bewiesen.
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