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Vorwort 2010

Die vorliegende Form des Berichts stammt aus dem Jahre 2010. Es sind gegeniiber dem Text
von 1972 einige wenige Dinge korrigiert und einige aktualisiert worden. Einige dieser Aktualisie-
rungen sind als Fufnoten beigefiigt. Diese Fufinoten betreffen neuere Literatur und Beziige zu
Algorithmen fiir Neuronale Netzwerke, insbesondere den Greedy-Algorithmus |20, Chapter 25].
Das hier vorgestellte Verfahren aus dem Jahre 1972 ist dieser Greedy-Algorithmus. Man findet
hier insbesondere eine eingehende Konvergenzuntersuchung, deren Resultate {iber das in dem
zitierten Buch Bewiesene hinausgehen.
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Kapitel 1

Einleitung

Viele Probleme der numerischen Mathematik lassen sich zuriickfiihren auf die Aufgabe, eine

Losung x4, ..., x4 eines linearen Ungleichungssystems
d
Zaijijbi izl,...,n (U)
Jj=1

zu finden. Insbesondere 1dfst sich eine lineare Optimierungsaufgabe (LO) mit Hilfe des Duali-
téatssatzes der linearen Optimierung (vgl. [23], §5.1] oder [I09, Kap. I1.3]) auf eine Aufgabe der
Form zuriickfithren. Umgekehrt kann man ein lineares Ungleichungssystem auch als lineare
Optimierungsaufgabe betrachten [23], §3.4].

Ein Zweipersonen-Nullsummenspiel (Sp) 1aft sich als lineare Optimierungsaufgabe — und
damit als lineares Ungleichungssytem — formulieren. Im wesentlichen gilt auch die Umkehrung
(zur Definition eines Zweipersonen-Nullsummenspiels und wegen einer préizisen Formulierung der
Aquivalenz zu einem linearen Optimierungsproblem vgl. [109, Kap. IV.2]).

Ein lineares Gleichungssystem (LG) kann als lineares Ungleichungssystem geschrieben werden,
wenn man von der Tatsache Gebrauch macht, daf eine Gleichung x = y dquivalent ist zu den
beiden Ungleichungen > y und y > «.

Ein besonders interessantes Problem ist das lineare Komplementérproblem (LC) (vgl. [70] oder
[33]). Es laft sich zeigen, daf man ein lineares Optimierungsproblem als ein spezielles lineares
Komplementéarproblem auffassen kann [70].

Driicken wir die Aussage ,,Die Aufgabe (A) ist auf die Aufgabe (B) zuriickfithrbar durch
(B) — (A) aus, dann 14t sich das folgende Schema aufstellen:

(LG) +— (U) +— (LO) <+— (Sp) +«— (LO)

Zur Losung der Aufgabe (LO) (und damit auch der Aufgaben (U) und (Sp)) verwendet man
vorzugsweise Eliminationsverfahren, insbesondere die Simplexmethode [23] 106, 109]. Ahnliche
Verfahren existieren auch zur Losung von (LC) [70]. Derartige Methoden haben jedoch einige
Nachteile. Insbesondere sind Eliminationsverfahren numerisch instabil und es ist oft sehr schwer,
die Rundungsfehler unter Kontrolle zu bringen. Zudem wird durch die Pivotisierung eine etwa



vorhandene numerisch vorteilhafte spezielle Struktur des Problems zerstért. Weiterhin gibt es
bei den Eliminationsverfahren zur Losung linearer Ungleichungssysteme keine akzeptablen Ab-
schétzungen fiir die Anzahl der zur Losung erforderlichen Pivotschritte beziehungsweise die Giite
der jeweiligen Zwischenlosungen. Klee und Minty [66] haben sogar gezeigt, daf schon bei sehr
einfachen Problemen der Rechenaufwand bei der Simplexmethode aufierordentlich groft werden
kann. Schlieflich ist es kaum moglich, schon bekannte gute Ndherungslésungen numerisch zu
nutzen.

Es ist bekannt, daf man sich bei der Losung der Aufgabe (LG) mit Erfolg iterativer Verfahren
bedient. Es liegt also nahe, sich zu fragen, inwieweit iterative Verfahren auch fiir die Probleme
, (LO), (Sp) bezichungsweise (LC) verwendet werden kénnen. Deshalb soll jetzt ein Uberblick
iiber bereits vorhandene derartige Methoden und deren Anwendung gegeben werden. Besonders
interessant sind dabei Methoden, die die Losung eines linearen Ungleichungssystems mit unendlich
vielen Ungleichungen ermoglichen. Bei solchen Problemen sind natiirlich iterative Verfahren sehr
vorteilhaft, weil dann Eliminationsverfahren sicher nicht mehr anwendbar sind.

In der Zeit um 1950 standen — unter dem Einfluff John von Neumanns — die Zweipersonen-
Nullsummenspiele im Vordergrund des Interesses. Brown und von Neumann [I3] gaben ein System
linearer Differentialgleichungen an, dessen Loésung fiir grofse Argumentwerte ¢ die Losung eines
Spiels approximiert. Die Giite der Approximation ist dabei von der Ordnung O(1/t). Davon
ausgehend entwickelte Brown [14] die Methode des , fictitious play®, eine iterative Methode zur
Bestimmung des Spielwerts. Julia Robinson [95] bewies die Konvergenz des Verfahrens (vgl. auch
[109, Kap. IV.3]). Shapiro [99] gab als Konvergenzordnung O (1//r) and (k ganzzahlig, positiv,
fest, r Tterationsindex). Unlingst ermittelte Catkovskii [16] fiir zwei verschiedene Versionen der
Brownschen Methode Konvergenzordnungen von O(1/r) beziehungsweise O(a”) (0 < a < 1).

Andere Verfahren stammen von v. Neumann [84], Braithwaite [8] und Danskin [29]. Die
Methode von Braithwaite liefert fiir eine gewissen Klasse von Spielen bereits nach endlich vielen
Iterationsschritten eine Losung und die von Danskin ist auch auf stetige Spiele anwendbar, was
dem Fall unendlich vieler linearer Ungleichungen entspricht.

Nachteilig bei allen diesen Methoden ist die schlechte Konvergenz. Als ein Vorteil ist allerdings
anzusehen, dafs solche Verfahren leicht auf komplizierte Spiele verallgemeinert werden kénnen (vgl.
auch Shapley [100]). So l6sten Matrose und Mukundan [74] ein sogenanntes rekursives Spiel mit
der Methode von Brown.

Eine grofe Klasse von Verfahren zur iterativen Losung linearer Ungleichungssysteme geht auf
eine einfache Idee von Fejér aus dem Jahre 1922 zuriick [46]: Die Menge P C R? aller Losungen
von ist eine konvexe Menge. Es sei 79 € R? keine Losung. Dann gibt es (vgl. etwa [23]
Anhang]) eine Hyperebene, die P von xq trennt. Sei yo die Projektion von xg auf diese Hyperebene.
Samtliche Punkte y = xg 4+t - (yo — o), 0 < t < 2, haben zu jedem Punkt aus P einen geringeren
Abstand als 2o selbst (Abbildung [L.1)).

Basierend auf dieser Idee formulierten Agmon [2] und Motzkin und Schoenberg [83] ein
Verfahren, das eine Folge von Punkten liefert, die linear gegen eine Lisung von konvergiert,
falls eine solche Losung existiert. Lineare Konvergenz einer Folge ist dabei folgendermafen definiert:

Definition 1.1 Die Folge {a,}>2, eines normierten Vektorraumes mit Norm || - || heifft linear
konvergent gegen ein Element a, wenn es eine Zahl o gibt mit 0 < a < 1, so dafS

lari1 — ar||

<« fir alle r.
lar — all



Abbildung 1.1: Die Idee von Fejér.

Ist die Aufgabe jedoch nicht 16sbar, dann kann man wenig iiber das Verhalten des
Agmonschen Verfahrens aussagen (vgl. hierzu auch Abschnitt . Das ist ein schwerwiegender
Nachteil der Methode. Denselben Nachteil besitzen auch andere solche Methoden, die man als
Fejérsche Methoden oder Projektionsmethoden bezeichnet. Andererseits lassen sie sich ohne grofie
Schwierigkeiten verallgemeinern auf endlich oder unendlich viele Ungleichungen in Hilbertrdumen,
wobei dann allerdings nicht mehr lineare Konvergenz gezeigt werden kann. Man kennt inzwischen
eine ganze Reihe von Varianten der Fejérschen Idee [39, 40l 4T, 59, [60l 76} [79, [87) 89, 93ﬂ
Man kann mit solchen Methoden auch die etwas allgemeinere Aufgabe 16sen, ein Element des
Durchschnitts konvexer Mengen zu finden [I0, 12, 5I]. Naheliegend ist die Anwendung auf
(lineare oder konvexe) Optimierungsaufgaben [12| 15l 4], 42, [43]. Vaisbord [I07] beschreibt
die Losung eines Kontrollproblems mit einer Projektionsmethode. Verfahren derselben Bauart
verwendet man auch zur Minimierung konvexer Funktionale [90, 08| [72] oder zur gendherten
Losung linearer Gleichungssysteme [48], [44, Kap. IIT]. In diesem Kontext bezeichnet man sie auch
als Relazationsverfahren.

Bei den Verfahren vom Fejérschen Typ zur Losung linearer Ungleichungssysteme erhélt man
im Falle endlich vieler Ungleichungen lineare Konvergenz. Ein gewisser Nachteil ist, daff man die
Konstante « in Definition nicht einfach charakterisieren kann [6I]. Fiir unendlich viele lineare
Ungleichungen hat man keine Aussagen iiber die Konvergenzgiite.

Ein besonders interessantes Anwendungsgebiet linearer Ungleichungssysteme ist die Zeichen-
erkennung (pattern recognition) [5] [85 [97]. Eine fundamentale Aufgabe dieser Theorie 14t sich
etwa wie folgt formulieren: Gegeben seien zwei (endliche) Punktmengen A und B im R?. Gesucht

n einem 1974 erschienenen Buch von Belenkij et al. [6] wurden Iterationsverfahren zur Losung von Aufgaben
der Spieltheorie und der Optimierung sowohl theoretisch als auch algorithmisch dargestellt.



ist ein Vektor a € R?, so daff

(a,z) >0 fiir x € A,
(a,z) <0 fiirc € B

((-,-) ist dabei das Skalarprodukt im R?). Das heifit, a trennt A und B. Als Beispiel betrachten
wir die Wettervorhersage. Es sei z; € R? ein Vektor von d Mefwerten am Tage t, etwa Luftdruck,
Temperatur, Luftfeuchtigkeit usw. Wir definieren z, € A, wenn es am Tage t + 1 regnet und
x¢ € B, wenn es am Tage ¢ + 1 nicht regnet. Haben wir die Mefreihe fiir einen léangeren Zeitraum
durchgefiihrt und gibt es einen solchen Vektor a, dann kénnen wir mit ziemlicher Sicherheit an
einem Tage t das Wetter am Tage ¢t 4+ 1 prophezeien, indem wir priifen, ob (a, z;) positiv oder
negativ ausfillt ]

Bei dieser Aufgabenstellung haben sich iterative Verfahren gut bewé&hrt. Von Vorteil ist
hier, dafs man Fehlklassifikationen (im Beispiel: falsche Wettervorhersagen) dazu benutzen kann,
die bereits berechnete Hyperebene durch einige Iterationsschritte zu verbessern. Man hat also
ein ,lernendes System‘. Sind die beiden Mengen nicht trennbar, dann fiihren Verfahren vom
Fejérschen Typ zu Schwierigkeiten (vgl. jedoch [59]). Das ist der Hauptgrund dafiir, daft man
bei der praktischen Berechnung der Hyperebenen haufig auf die aufwendigere Simplexmethode
zuriickgreift. Trotzdem wurden fiir diesen Problemkreis eine Fiille von iterativen Verfahren
vorgeschlagen [3] [7), 9] 32, [49] (0, 58, (9], 64, [76], 86, 110]. Ein verwandtes Anwendungsgebiet ist
die Darstellung von logischen Funktionen durch Schwellwertfunktionen [37] sowie die Taxonomie
in den Biowissenschaften [102].

Viele spezielle Aufgabenstellungen, die auf Optimierungsprobleme fithren, sind durch iterative
Verfahren gelost worden. Hier sind insbesondere Transportprobleme zu nennen, die sich von dem
klassischen Transportproblem [23] §4.8] durch zusétzliche Komplikationen (Nichtlinearitéten usw.)
unterscheiden [T, 3T} [OT].

Zur Losung des diskreten linearen Tschebyscheff-Approximationsproblems gab Krabs [68] ein
Iterationsverfahren an, das sich in der Praxis gut bewéhrt hat. Das diskrete lineare Tschebyscheff-
Approximationsproblem kann als lineares Optimierungsproblem formuliert werden [23, §16]. Ein
lineares Optimierungsproblem kann man lésen, indem man gleichzeitig ein Eliminationsverfahren
und ein Iterationsverfahren anwendet, wobei sich beide Verfahren gegenseitig steuern [35].

Habetler und Price [53] kiindigten ein Iterationsverfahren zur Losung des linearen Kom-
plementérproblems an. Torsti und Aurela [I05] filhrten ein Problem aus der Physik auf ein
Komplementérproblem zuriick und 16sten dies iterativ. Eine besonders interessante Aufgabenstel-
lung wird von Fridman und Chernina [47] mitgeteilt. Es handelt sich darum, die Kréafteverteilung
an zwei elastischen Koérpern, die sich in Kontakt befinden, zu berechnerﬂ Dieses physikalische
Modell liefert eine sehr schone anschauliche Interpretation des linearen Komplementérproblems.
Auch dieses Problem wurde iterativ behandelt. Ein besonders iiberzeugendes Beispiel fiir die
iterative Losung eines Komplementirproblems stammt von Cryer [26, [27] 28]. Es handelt sich
um ein Problem, das bei der Diskretisierung einer freien Randwertaufgabe fiir Zapfenlager ent-
steht. Die Koeffizientenmatrix ist dabei sehr grofs (etwa 10 000 Zeilen und Spalten), so dafs die
Anwendung eines Eliminationsverfahrens nicht empfehlenswert ist. Auferdem hat die Matrix als
Diskretisierungsmatrix eine besondere Struktur, die bei der Pivotisierung verloren gehen wiirde.

2Man bezeichnet die Realisierung einer solchen Maschine, die imstande ist, zu ,,lernen® auch als ein Perzeptron.
Derartige Maschinen wurden als Modelle fiir neuronale Vorgénge angesehen [7, [86, [97]. In neuerer Zeit erlebten sie
als sogenannte neuronale Netzwerke [85] oder Support Vector Machines [24] eine Renaissance.

3Dieses sogenannte Kontaktproblem geht auf Heinrich Hertz zuriick [57].



Cryer loste dieses Problem durch eine spezielle Variante des successive overrelazation-Verfahrens.
Die mitgeteilten numerischen Ergebnisse sind durchaus iiberzeugend,

Leider liegen bislang nur wenige numerische Vergleiche iterativer Methoden mit der Simplexme-
thode vor. Hershkovitz [56] verglich die Methode von Brown [14] mit der von v. Neumann [84]. Es
stellte sich durchweg eine schlechtere Konvergenz des v. Nemannschen Verfahrens heraus. Hoffman
et al. [61] verglichen die Methoden von Brown [I4] und von Agmon [2] mit der Simplexmethode.
Die gewonnenen Ergebnisse kann man heute nur mit grofer Vorsicht verwerten, denn sowohl
die behandelten Probleme als auch die verwendete Rechenanlage kann man jetzt kaum noch
als typisch bezeichnen. Fedorenko [45] gibt Vergleichszsahlen fir die Simplexmethode und eine
iterative Methode an. Mays [(5] untersuchte verschiedene iterative Verfahren und Smith [I0T]
verglich ein iteratives Verfahren mit der Simplexmethode. Tanabe [I04] gibt numerische Erfahrun-
gen mit einer Projektionsmethode zur Losung linearer Gleichungssysteme an. Generell kann man
sagen, dafs sich iterative Verfahren mit Vorteil verwenden lassen, wenn die Koeffizientenmatrix des
Ungleichungssystems besonders grof ist, wenn man den Einfluft von Rundungsfehlern in Grenzen
halten will oder wenn die Koeffizientenmatrix eine numerisch besonders giinstige Struktur hat,
die durch ein Eliminationsverfahren zerstért werden wiirde.

In der vorliegenden Arbeit soll ein Verfahren vorgestellt werden, das die Vorziige der genannten
Verfahren in sich vereinigt, jedoch viele ihrer Nachteile nicht besitzt. So liefert es in jedem Falle
eine sinnvolle Aussage, auch wenn die Aufgabe keine Losung besitzt. Weiterhin 146t es sich im
Falle unendlich vieler linearer Ungleichungen in einem Hilbertraum formulieren. Die Konvergenz
kann in grofser Allgemeinheit abgeschétzt werden, in vielen Féllen 14t es sich sogar zeigen, dafs
die Losung bereits nach endlich vielen Schritten gefunden wird. Die Konvergenz ist bestenfalls

1
linear, im ungiinstigsten Falle von der Ordnung O (\[)
r
Die Methode hat eine gewisse Verwandtschaft mit einem kiirzlich von Mitchell, Dem’janov und
Malozemov [81] [82] fiir eine spezielle Aufgabenstellung vorgeschlagenen Verfahrens und beruht
nicht auf der Fejérschen Idee.



Kapitel 2

Konvexe Mengen

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Eigenschaften konvexer Mengen fiir den spéteren
Gebrauch zusammengestellt werden.

Es sei £ ein reeller linearer Raum mit Nullelement O¢.

Definition 2.1 Die Menge K C & heifst konvex, wenn gilt:
reKyeK,0<p<1l = p-a+(1—-p)-yeK.

Eine gewisse Bedeutung haben spezielle konvexe Mengen:

Definition 2.2 Die Menge C C £ heifst konvexer Kegel, (mit Scheitel O¢ ), wenn gilt:
re€CiyeCp>0 = p-xeCundx+yecC.

Offenbar ist ein konvexer Kegel auch eine konvexe Menge.

Es sei jetzt M irgendeine Teilmenge von £.

Definition 2.3 Die konvexe Hiille von M ist definiert als

k k

conv M =<zef x:ijaj,pszij:LajeM ,
j=1 j=1

wobei k eine endliche Zahl ist.

Man nennt M auch ein Erzeugendensystem fiir K, wenn K = conv M.
Es ist klar, daft conv M eine konvexe Menge ist.

Definition 2.4 Der von M erzeugte konvexe Kegel ist definiert als

k
cone M =qzxzef m:ijaj,pj>O,aj€M ,

Jj=1

Auch hier sei die Summe als endliche Summe verstanden.



cone M ist natiirlich ein konvexer Kegel im Sinne der Definition 2.2}

Wichtig ist der folgende Satz, der besagt, dafs man eine gewisse Trennungseigenschaft nur auf
einem Erzeugendensystem nachzuweisen braucht, damit sie fiir die ganze konvexe Menge gilt:

Satz 2.1 Es sei & ein unitarer Raum mit Skalarprodukt (-,-), K C & eine konvexe Meenge, M
ein Erzeugendensystem von K, b € £ fest. Es sei weiterhin T € £ ein festes Element und ~ eine
Zahl.

Die Ungleichung
@,y —b) =~ (2.1)

gilt genau dann fir alle y € cl K, wenn sie fir alle y € M gilt.
(cl K = abgeschlossene Hiille von K ).

Beweis 1. Die Ungleichung gelte fiir alle y € ¢l K. Wegen M C K C cl K gilt sie dann auch fiir
alley € M.

2. Die Ungleichung (2.1)) gelte fiir alle Elemente aus M. Seiy € K, alsoy =Y p; - y; , p; > 0,
> pj=1,y; € M. Dann ist

@,y —b) = <§,ij "y *b> =Y pi @y —b =D piv=7,
also gilt (2.1)) fiir alle y € K, damit natiirlich auch fiir alle y € cl K. O

Es sei jetzt £ mit einer Topologie versehen, M irgendeine Teilmenge von £. Wir bezeichnen
mit

cl M die abgeschlossene Hiille von M,
int M das (topologische) Innere von M,
bd M den Rand von M.

Fiir eine konvexe Menge K C & sei L C FE die kleinste lineare Mannigfaltigkeitﬂ die K enthalt.
Dann nennen wir

relint K das (relative) Innere von K beziiglich der in L induzierten Relativtopologie,
relbd K = K —relint K den relativen Rand von K.

Wir werden spéter noch zwei wichtige Aussagen benétigen, die im R¢, dem d-dimensionalen
euklidischen Vektorraum gelten. Die Beweise sind etwas lang, so dafs auf die einschlégige Literatur
verwiesen wird:

Satz 2.2 (Satz von Carathéodory) | Sei M C R%, z € conv M.
Dann gibt es eine Darstellung von x in der Form

d+1
= pyip; =0, p;j=1y; €M,

Jj=1

das heif$t, x ist als Konvexkombination von héchstens d + 1 Elementen aus M darstellbar.

LEine lineare Mannigfaltigkeit ist eine Menge der Form z¢ 4+ V, wo xq ein festes Element von & ist und V ein
linearer Teilraum von £.
2Constantin Carathéodory (1873 —1930), [I7].



Beweis Siehe [103] Chap. 2.2]. O

Wir definieren:

Definition 2.5 Die Vektoren ai,...,a; € R? heiflen affin abhingig, wenn es Zahlen py, ..., pg
gibt, so daf8 Y " p; =1 und 25:1 pja; = Oq.

Die konveze Hiille von d+1 affin unabhingigen Vektoren des R? bezeichnet man als (nichtentartetes)
Simplex.

Es gilt der

Satz 2.3 Es sei A C R? eine endliche Menge, die d + 1 affin unabhéingige Vektoren enthalte.
Dann gilt:

y € int conv A genau dann, wenn x als Konvexkombination aller Elemente aus A mit positiven
Koeffizienten darstellbar ist.

Beweis Siehe [96] Part I, Sec. 6, Theorem 6.9]. O

Korollar 2.1 FEin nichtentartetes Simplex hat innere Punkte.



Kapitel 3

Ein Verfahren im Hilbertaum

Es sei ‘H ein Hilbertraum, K C H eine konvexe Menge, M ein Erzeugendensystem von K und
b € H ein festes Element.

Zentrale Bedeutung in der Theorie konvexer Mengen hat der sogenannte (strikte) Trennungssatz.
Wir wollen ihn fiir die vorliegende Situation formulieren, fiir weitergehende Einzelheiten sei auf
die Arbeit von Hurwicz [63, Theorem II.2] oder auf das Buch von Valentine [I08, Kapitel II]
verwiesen:

Satz 3.1 (Trennungssatz) Ist b ¢ cl K, dann gibt es ein Element T € H, so dafl

0= Ielng (Z,z—b) >0, (3.1)

wobei (-,-) das Skalarprodukt in H bezeichnet.

Wegen Satz [2.1]ist die Aussage (3.1]) dquivalent zu
(Z,x—b)y >d>0 fiir alle z € M.

Geometrisch bedeutet Satz[3.1} daf im Falle b ¢ cl K die Hyperebene {z € H | (Z,z) > é+ (Z,b)}
das Element b strikt von cl K trennt:

(Z,x) >0+ (Z,b) > (T,b) fiir alle z € cl K.

In diesem Abschnitt soll ein Verfahren vorgestellt werden, das es erlaubt, konstruktiv zu
entscheiden, ob b € cl conv K beziehungsweise ob es eine solche trennende Hyperebene gibt. Dazu
muf allerdings vorausgesetzt werden, daf die erzeugende Menge M beschriankt ist. Am Ende des
Paragraphen wird dann untersucht werden, inwieweit man sich von dieser Voraussetzung 16sen
kann.

Wir betrachten demgeméf die folgende Aufgabenstellung:

Gesucht ist eine Folge {z,} mit z, € K fiir alle r und lim z, =b. (A)

T—00



Die folgende Aufgabe nennen wir die zu duale Aufgabe:

Gesucht ist ein 7 € H so daff (Z,y —b) >0 fiir alle y € M. (D)

Ist (D) l6sbar, braucht (3.1 nicht 16sbar zu sein. Wir kommen auf die Losbarkeit von (3.1)
noch zuriick (starke Losbarkeit von @7 Definition .

Zur Abkiirzung setzen wir fiir x,y € H:
O(z,y) = (x—by—b)
und
¢(a) = [|lz — b||>.
Weiterhin sei vorausgesetzt:

Es gebe eine Zahl m, so daf gilt ¢(x) < M fiir alle x € M. (V)

Fiir jedes « € H sei eine noch zu spezifizierende Auswahlmenge A(z) gegeben. Damit definieren
wir das Verfahren:

0.Seiz; € K, r:=1.

1.1. A(x,) = 0. Wir brechen ab. (VF)

1.2. Andernfalls sei y, € A(z,) gewahlt.

2. Setze
_ ¢(x7‘) - (I)(xrvyr)
B = ) + o) = 2 (s gr) 32
und
Tpy1 = fr - Tp + (1= p17) - Yoo (3.3)

3.r:=7r+1, gehe zu 1.

Der zweite Schritt von (VE]) hat einen einfachen geometrischen Hintergrund (Abbildung [3.1)).
(3.3]) besagt, dak x,.11 auf der Geraden durch z, und y, liegt. Dabei fordert man zweckméBigerweise,
dak x, # y, ist. Die einfachste Moglichkeit, dies sicherzustellen, ist die Forderung

x ¢ A(x) fiir alle z € H. (3.4)

Wa&hlt man p,. nach , dann ist 1 gerade derjenige Punkt auf der Geraden durch z,
und y,., fiir den ¢(x) minimal ist. Stellt man noch sicher, dal 0 < p, <1 ist, dann liegt 11 auf
der Verbindungsstrecke von x, und y,. Ist z, € K, dann impliziert dies wegen y,. € M, daft auch
ZTy41 € K ist. Wegen ist 0 < p, <1 gleichwertig zu

¢(xr) 2 @(zr,y,) und  G(y,) = (2, yr).

10



Abbildung 3.1: Illustration des Verfahrens (VEF]).

Die Falle p, = 0 (das heift z,11 = y, und ¢(y,) = ®(2,y,)) und g = 1 (,41 = 2, und
¢(x,) = ®(x,,y,)) sind uninteressant. Es ist daher sinnvoll, zu fordern

o(y) > @(z,y)

6(z) > Bz, 1) fir alle x € H und alle y € A(z). (3.5)

Zunéchst betrachten wir die Auswahlmenge
Ao(z) ={y € M | (z,y) < 0}. (3.6)

Hier sind (3.4)) und (3.5) erfiillt, falls  # b und y # b. Es gilt der Konvergenzsatz:

Satz 3.2 Es gelte (@ und es werde jeweils y, € Ag(x,) ausgewdhlt. Dann kénnen folgende Fille
eintreten:

1. Fiir einr ist x, = b oder y, = b, also (trivial) gelést.
2. Fir ein v ist Ao(z,) =0, also (D)) gelést.

3. Fir alle v ist Ao(x,) # 0, x # b, yr # b. Dann gilt
m
o(z) = ||z, — b|]* < - (3.7)

also limz, = b.

11



Beweis Zunichst folgt aus y,. € Ag(z,) und z, # b, y, # b, dal 0 < p, < 1 ist, also z,41 € K,
falls z,. € K.

Zu zeigen ist noch, daf (3.7) erfiillt ist, wenn die Fille 1. und 2. nicht eintreten. Aus (3.2) und
(3.3]) errechnet man

(xr) - P(yr) — ‘I)(.Z‘T,yT)Q < P(zr) - ¢(yr)
() + d(yr) — 2 S(xr,yr) — Slzr) + ¢(yr)

Weil die Funktion F'(z) = % fiir y > 0 monoton wichst, kann man ¢(x,) in Zihler und Nenner
durch die in definierte Zahl m nach oben abschitzen:

¢(mr+1) = (38)

m

(b(errl) < ¢($r) . m

Durch Induktion beweist man daraus (3.7)). O

Es sei darauf hingewiesen, daft Satz ein spezieller Trennungssatz ist. Man kann tatséchlich
Satz (3.1 aus Satz|3.2| herleiten. Hier soll jedoch das Verfahren (VF|) zur Losung des Aufgabenpaares
, (D) behandelt werden, ohne weiter auf diesen Punkt einzugehen.

Wir nehmen jetzt an, daff nicht 16sbar ist, das heift, b ¢ cl K. Dann gibt es eine Zahl
v >0, so daf ¢(x) > v fiir alle z € K. Andernfalls ndmlich gébe es eine Folge {z,} mit z, € K
fiir alle » und ¢(z,) — 0. Das hiefe aber lim z, = b, im Widerspruch zu b ¢ cl K.

Fiir ein festes § mit 0 < § < % definieren wir jetzt die Auswahlmenge

As(z) ={y e M | ®(z,y) <6 ¢(x) und ®(z,y) < ¢(y)}. (3.9)
Auch hier sind die Bedingungen ((3.4) und (3.5]) erfiillt.

Es gilt der

Satz 3.3 Es gelte (@, sei nicht losbar. Sei v wie oben gewdhit und y, € As(z,), 0 < < %
Das Verfahren bricht dann nach spdtestens

logy — log (1)

3.10
logm —log(m +~v-(1—2-9)) (3.10)

Schritten mit einer Losung T = x, — b von @) ab, so daf gilt
O(zp,y) >d-v>0 firalleye M. (3.11)

Beweis Aus y, € As(x,) folgt wieder 0 < p, < 1, also @, € K fiir alle r bis zum Abbruch.
Mit (B-8) wird

P(xr1) < P(yr) < m
o(xr) — dyr) +(zr) (1 =2-6) ~ m+vy-(1-2-9)

es liegt also bis zum Abbruch lineare Konvergenz vor.

Aus (3.12) folgt (3.10) wegen ¢(z,) > ~ fir alle r, und (3.11)) ergibt sich aus der Abbruchbe-
dingung Aj(x,.) = 0. O

<1, (3.12)
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Die Bedeutung des Satzes liegt darin, daf man — falls nicht l6sbar ist — stets eine
Losung o von @ ermitteln kann, so daf§

(Z,y—by>d6-~v>0 firalleye M.
Dabei hat T eine Darstellung 2 =x — b, z € K.

Wir definieren:

Definition 3.1 Z heifit starke Losung von (@, wenn es eine Zahl § > 0 ¢ibt, so dafl
(Z,y—0b) >0 firalley € M.

Es gilt der
Satz 3.4 Ist @) stark lésbar, dann ist nicht losbar.
Beweis Esseix, € K fiirr=1,..., limz, = b und Z eine starke Lésung von (]ED Dann gibt es
ein ¢ > 0 mit

6 < (Z,xr —b) < [IZ]] - lz — b| — 0,

ein Widerspruch. O

Satz [3.1] ist die Umkehrung von Satz

Fiir praktische Zwecke hat die Aufgabe @ eine gewisse Bedeutung. Wir wollen jetzt untersu-
chen, wie man (]E) mit (VF) l6sen kann, wenn nicht erfiillt ist. Eine gewisse Rolle spielt dabei
die Forderung

becl M,

die besagt, daf nicht bereits auf M 15sbar ist. Bei einigen Beweisen miissen wir voraussetzen,
daf diese Forderung erfiillt ist, um gewisse Ausartungsfille auszuschlieffen.

Es sei
P={zeH| (x—by—>0)>0 firalleye M}.
Dann gilt der

Satz 3.5 FEs sei b ¢ cl M und P enthalte einen inneren Punkt. Dann ist (@ stark losbar.

Beweis Ist b ¢ cl M, dann gibt es ein v > 0, so dak ¢(x) > ~ fir alle € M.

Sei 2" innerer Punkt von P. Dann gibt es ein ¢ > 0, so daR 20 +¢-2 € P fiir alle z mit ||2|| = 1,
das heifst

0<{(+e-x—by—by=(:"-by—>b)+e-(x,y—b)

-b
fiir alle y € M. Fiir festes y € M wihlen wir x = _||y7b||’ dann wird
=

(2 =by—b)y>e-ly—b|=e-v>0,
unabhéngig von y. O
Gilt , dann ist Satz umkehrbar:
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Satz 3.6 Es sei (@ erfullt. Dann gilt:
int P#£Q undb¢ M <= (D) ist stark 5sbar.

Beweis Wegen Satz ist nur noch die Richtung ,,<—=" zu zeigen. Sei also @ stark 16sbar.
Zunéchst ist wegen Satz nicht 16sbar, also b ¢ cl M.

Sei T starke Losung von @, das heilt (z,y — b) > § > 0 fiir alle y € M. Dann ist fiir irgendein
x mit ||z|| =1 und eine Zahl p > 0:
@tp-zy=—b = @y=b)+p-(2,y—0=>0—pu-|zl-|ly—0l >
)

o
> d—pup-m>—=-==->0
Mm-m 9 2>,

falls,ugi. O
2-m

Satz [3.5] ist sicher nicht allgemein umkehrbar:

Beispiel 3.1 EsseiM:K:{meRz‘x: ( 717 >,77€R},b=@2.
DannistP{xeRz‘x(g>,§>0}, also int P = ).

g £ 1
Jedoch ist fiir x = 0 ePundy= . e M:

(z,y) =& >0,
unabhdngig von y, also (@ stark losbar, und es ist schliefllich b ¢ cl K.

Wir definieren jetzt, falls b ¢ M

_p
HM:{yeH]y:”ib”er,meM}, (3.13)

die Projektion von M auf eine Sphére vom Radius 1 mit dem Mittelpunkt b.

Unter Umsténden kann man die Lésbarkeit von (]ED beziiglich M auf die Losbarkeit beziiglich
MM zuriickfithren. ITM ist beschrinkt, so dafs hier keine Schwierigkeiten auftreten.

Es gilt zunédchst der einfache

Satz 3.7 Es seib¢ M und
P ={zeH| {(x—by—>b) >0 firaleyeclM}.
Dann ist P = P.

Beweis z € P <= (x —b,y—b) >0 fiir alle y € M.

E=bY=b) gy alle y € M
ly — bl ,
— <x—b,”yb”+b—b>>0fﬁraﬂeyeM
o
< (x—b,z—b) >0 fur alle y € IIM. O
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Satz 3.8 Sei b ¢ cl M. Dann gilt:
(@ stark losbar tber IIM — (@ stark losbar tber M und nicht losbar.

Beweis Wegen b ¢ cl M gibt es ein v > 0 mit ¢(z) > y fir alle z € M. Weil (]E[) stark 16sbar ist
iiber IIM, gibt es ein § > 0 und ein Z € M, so dal

</.'17\,y — b>
ly — 0]

= (Z,y—b)y>0-v>0 firalleye M
— @ stark 1osbar iiber M.

Mit Satz gilt: nicht losbar. O

Ist b ¢ cl M und ist Z eine starke Lsung von @ beziiglich IIM, dann ist natiirlich Z auch
eine starke Lésung von (]ED beziiglich M. Es gilt sogar

>¢6 fluralleye M,

Satz 3.9 Sei b ¢ <l M und int P # 0. Dann ist (D) stark l6sbar durch ein T mit T = x — b,
z e K.
x kann durch ermittelt werden.

Beweis Wie wir im Anschluf an Satz gesehen haben, ist die Aussage des Satzes wahr, wenn
gilt.

Sei nicht erfiillt. Mit Satz und Satz folgt, dafs @ stark 16sbar ist beziiglich ITM.
Die durch (VE) ermittelte Losung von (D)) hat die Form § =y — b, wo y € conv IIM, also

pj pj
p— —_— s — b. ——— . . b
DS e RO DY e R
wo x; € M, p; >0 und > p; = 1. Wir setzen
pj
p: —_—
2 | — bl

und

gi=t. P
T bl

dannist ¢; >0und ) gj =1lund z =) ¢;-z; € K, also
1

- 1
rT=—-"- _
p p

(y—b)=x-b, z€K.

<)

O

Es soll jetzt and einem Beispiel gezeigt werden, daft die Konvergenzabschatzung (3.7) streng
ist:

Beispiel 3.2 Es sei {ex}32, ein Orthonormalsystem in H. Wir setzen M = {e} und b = Oy.

Dann wird in (m) m=1. Mit x1 = e1 wird ®(z1,¢;) =0 fiir j > 1. Waihlen wir y1 = eq, wird
To = % - (e1 + e2) und allgemein, wie man durch Induktion nachweist, mit y, = €,41:

T
1
x’l‘zilg e
r 4 7
j=1
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also
1

Scharfere Konvergenzasussagen erhélt man, wenn man die Lage von b beziiglich M geeignet
charakterisiert. Vorher soll jedoch an einigen Beispielen gezeigt werden, wie die Methode anwendbar
ist. In den meisten Anwendungen ist K als lineares Bild einer konvexen Menge gegeben. Man
versucht also, Ndherungslosungen einer linearen Operatorgleichung

Au = b, u aus einer konvexen Menge

zu finden. Ist diese konvexe Menge zu einfach gebaut, etwa eine lineare Mannigfaltigkeit, dann
gibt es bessere Verfahren als (VF)). Allerdings sei angemerkt, daf (VF]) ein besonders einfaches
Verfahren ist und dafs es in vielen Fallen eine aufierordentlich grofie numerische Stabilitét besitzt.
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Kapitel 4

Lineare Integralgleichungen mit
positivem Kern

Es sei I das Intervall [0,1], H = L*(I), A : H — H ein linearer Integraloperator mit Kern
K(s,t) € L*(I x I), so daf

K(s,t) > 0 fast iiberall in I x I. (4.1)

Gesucht ist eine Losung u, A von
1
Bku:zAu—/\-uz/ K(s,t)-u(t) dt — X\ u(s) = Oy (4.2)
0

mit u > 0 fast iiberall in I und fol u(t) dt = 1.

Die folgende Aussage ist aus der Perron-Frobenius-Theorie fiir positive Operatoren bekannt:

Satz 4.1 Es gelte . Dann ist eindeutig (0sbar durch ein u* € H und ein \*.
Zusdtzlich gilt \* > 0.

Beweis Vgl. [25]. O
Wir beweisen einige Hilfssétze:

Hilfssatz 4.1 Es sei A > 0, 0 < K(s,t) < k fast iberall in I x I, u(t) € H mit u(t) > 0 fast
dberall in I und fol u(t) dt = 1. Dann gilt

1. u*(t) < k/X\* fast dberall in I,

C+2-X-k

2. |IByul? < C = Jlul® < =

Beweis Es ist By«u* = O, also

By-u* < k—\*-u”* fast iiberall in I,

17



daraus folgt die Behauptung 1.

Aus C > ||Byul|? = [Au — X - u)? = [[Aul|2 + A2 - Jlul> = 2- X (u, Au) > A% |ju]]? =2 Xk
folgt die Behauptung 2. O

Wir definieren:

1
C’{uE’H’u(t)zo f.ii.in[,/ u(t)dtl}
0
und fiir eine feste Zahl m:
Copo=Cn{ueH|ult)<m f i inl}.

Hilfssatz 4.2 Sei 0 < A # A\*. Dann gibt es eine positive Zahl v, so daff | Baul|| > ~ fir alle
ueC.

Beweis Andernfalls géibe es eine Folge {u,} mit ||Byu,| — 0. Nach Hilfssatz [4.1]ist dann die
Folge {||u.||} von oben beschrankt, etwa durch m. Damit gibt es [I, §24] einen schwachen Limes
u einer Teilfolge {u,, }. Nach dem Satz von Banach und Saks [94, §38] ist u € cl conv ({u,, }).
Weil C,,, abgeschlossen und konvex ist, liegt u in C,,.

Behauptung: ||Byu|| = 0, das heifft, v = v* und A = A*, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Um dieses zu beweisen, setzen wir v = By Byu, wo B} der zu By adjungierte Operator ist.
Wegen der schwachen Konvergenz der u,, gegen u gilt

lim (v, ur, ) = (v,u) = (ByBu,u) = || Byul|?
und
[{v; ury )| = [(Bau, Bxupy)| < [|Baul - [ Byur, || — 0,
also || Byul| = 0. O
Der folgende Satz motiviert die Anwendung von :

Satz 4.2 Es sei m > u* fast dberall in I.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. 0 < A # N\,

2. Es gibt ein u € Cyy, so dafi (Byu, Byv) > 0 fir alle v € Cyp,

3. Es gibt ein u € Cy, und eine positive Zahl 8, so daff (Bau, Byv) > ¢ fiir alle v € Cp,.
Beweis Klar ist die Implikationskette 3 = 2 = 1. Wir zeigen jetzt 1 = 3. Dazu haben wir

nur zu zeigen, daf die durch M = B)C,, und b = Oy definierte Aufgabe nicht 16sbar ist. Die
Aussage 3 folgt dann aus Satz

Hilfssatz besagt aber gerade, daf§ @ nicht 16sbar ist, wenn A # A\*. O

Satz [£:2] gibt uns eine Moglichkeit, A* abzuschétzen. Es sei m > u* fast iberall in I, ug € Cy,
und Ry irgendeine Menge positiver Zahlen, die A\* enthalt. Schlieflich sei \g € Ry irgendein
Startwert. Auf das durch M = Bj,C,,, und b = Oy definierte Aufgabenpaar , @ wenden wir
an. Folgende Félle konnen eintreten:
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1. Ist zufallig A\g = A*, dann liefert (VE)) eine Folge {u,}, u, € Cpy, Bayur —> Oy. Wie wir
beim Beweis von Hilfssatz gesehen haben, hat jede schwach konvergente Teilfolge von
{u,} u als Grenzwert.

2. Andernfalls liefert (VF]) nach endlich vielen Schritten ein w € C,,, so daf (B, u, By,v) > 0
fiir alle v € C,,,. Mit Satz und Hilfssatz folgt, dafs nicht 16sbar ist. Iterieren wir
geméal Satz weiter, dann finden wir nach endlich vielen Schritten ein u € C,, und ein
7> 0, so daf

(Bx,u, By,v) > 7 fir alle v € Cp,. (4.3)
Setzen wir fiir irgendein u € ‘H
Ay =C{ e R| (Byu,Byv) >0 fiirallev e C,,} (4.4)

C bezeichnet das mengentheoretische Komplement), dann ist A* € Ag, Ao ¢ Ag, folglich ist
A* € Ry N Ag, und diese Menge ist echt in Ry enthalten.

Diese Vorgehensweise hat einige Nachteile. Zunschst ist es keineswegs einfach, Ay zu bestimmen.
Wir werden deshalb in Abschnitt untersuchen7 ob man einfache Obermengen von A,, bestimmen
kann.

Weiterhin kann die Anzahl der Iterationsschritte, die bis zum Abbruch erforderlich sind, sehr
grok werden, insbesondere wenn Ay in der Ndhe von A* liegt. Mann kan nun versuchen, die
Tatsache auszunutzen, dafs bei jedem Schritt der Verfahrens || Bx,ur|| kleiner wird. Schliefit
man \* vermittels eines einfachen Einschliefsungssatzes unter Benutzung von u, und Aw,. ein —
diese beiden Funktionen stehen bei jedem Iterationsschritt ohnehin zur Verfiigung — dann kann
man erwarten, dafs die aus u,;1 und Au,; gewonnene Einschliefung besser ist. Die Abschitzung
von \* vermittels A, (oder einer Obermenge von A,,) bleibt dann als ,,ultima ratio“. Zwei Beispiele
in Abschnitt werden zeigen, daft diese Vorgehensweise vorteilhaft ist.

Es sei angemerkt, daf keine Konvergenzaussagen gegeben werden. Es wird lediglich gezeigt,
dafs man, ausgehend von einer Menge Ry, die A* enthilt, stets eine echte Teilmenge von Ry finden
kann, die ebenfalls A\g enthélt.

4.1 Ein Einschlielsungssatz
Der folgende Einschlieffungssatz geht auf Collatz [21I] zuriick:

Satz 4.3 Es setu € H.

* *
a = ess. inf , [ = ess. sup
tel U tel U
Setzen wir
Au = [Oz, /B] 5

dann ist \* € A,,.
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Beweis Sei etwa —00 < A < «. Dann ist Au < A*u fiir fast alle ¢t € I. Daraus folgt Biu > 0 fiir
fast alle ¢t € I, also (Bju,v) > 0 fiir alle v € C, das heit, (u, Byv) > 0 fiir alle v € C, folglich
A # A*. Ebenso argumentiert man fir A > 3. O

Die Menge A, ist ein (moglicherweise unendliches) Intervall. Sie hat eine interessante Eigen-
schaft:

Satz 4.4 Es sei fir einu € C

Dann ist Ay, € Ay, und || By, u|| = miny || Byul|.

Beweis Wire A\, ¢ A, also etwa A\, < A*u/u fiir fast alle t € I, dann wére B3, u >0 fiir fast
alle t € I. Wegen u € C folgt <B§uu, u) = (u, Bx,u) > 0, jedoch ist

(u, Au)

(u, By, u) = {u, Auy — )

’ <u’u> =0,

ein Widerspruch.

Analog verfahrt man fiir A\, > A*u/u fir fast alle ¢ € I. Die letzte Aussage des Satzes folgt
durch Differenzieren von || Byu||> nach A und Nullsetzen der ersten Ableitung. O

Wir betrachten zwei Beispiele fiir die Awendung der Sétze [£.3] und [£.4}

Beispiel 4.1

[ s-(1—-t) fur0<s<t<lI,
K(s’t)_{ t(l—s) fir0<t<s<l

, 1
|23, Beispiel 6]. Hier ist \* = — = 0.101 321.
™
Wihlen wir die Ansatzfunktion uw =1, so wird die Einschliefung nach Satz[{.3:

0< A <

ool =

1 1
Es ist A\, = Tz und || Bx,ul|* = 720 = 0.001 389.

Mit der Ansatzfunktion w=6-t- (1 —t) erhalten wir

1 )
. < — <\ <—=0.
008337127)\ S8 0.1042
17 , ,
und Ay, = T68 = 0.101 190 sowie || By, u||* = 0.000 014.

Beispiel 4.2 K(s,t) = s+t, s,t € I [25, Beispiel 15]. Es ist \* = 1.077 35.

Wir geben die Einschlieffung von \* fir einige Ansatzfunktionen in einer Tabelle:
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ut) | a8 A 1By, ul®

1 0.5 1.5 1 0.083 333

t 0.833 00 1 0.027 778
1+t 0.833 1.167 1.071 428 0.015 873
14+¢t+¢210972 1.176 1.073 574 0.015 620
et 1.0 1.132 1.075 766 0.005 507

4.2 Bestimmung einer Obermenge von A,

Es sei u € H, A € Rund 7 > 0 gegeben, so daf§ (Byu, Byv) > 7 fiir alle v € C,, ist, das heifit, es
liege die Situation (4.3)) vor.

Satz 4.5 FEs sei

IA

min (Byu,v),

max .
végm A,

«

B

v

Weiterhin sei die Menge J gemdfs

T T .

(oo,)\+T> fiir a > 0,8 >0,

J= 2-p
T ..
(,\+—,+oo) fir 8<0,a <0,
2.«
(=00, +00) fira=p=0

definiert und AP =CJ.

Dann ist \* € A, C Aﬁ’B.
Beweis Fir v e C,, ist

(Baput, Bayuv) = (Bau, Byv) =2 - (Byu,v) 4 pi2 - (u,v) >

> 7—=2-p-(Byu,v) >7—2-pu-5>0,

falls (Byu,v) > 0 und p < ﬁ

Analog beweist man die anderen Félle. O

Die folgenden beiden Sétze zeigen, wie man auf einfache Weise Schranken « und g finden
kann:
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Satz 4.6 Die Zahlen
a=—m-||Byul und B =+m-|Bul

geniigen den Bedingungen .

Beweis Es ist wegen v € C,,

[(Baw, v)| < [|Bxul - [lv]| < m - [[Byull.

Satz 4.7 Setzt man

N(u)={tel| (Byu)(t) <0}
und

P(u)={teI| (Byu)(t) >0},

dann gentigen die Zahlen

a=m- Byu dt und 5:m-/ Byu dt
N (u) P(u)

den Bedingungen .

Beweis Seiv € Cp, f(t) = (Byu) (t). Dann ist

1
mwz/f@mmﬁz fmﬁ+/ Foodt<m- [ ) at.
0 P(u) N(u)

P(u)

Analog zeigt man die Abschétzung fiir «.

Beispiel 4.3 Wir betrachten den Kern des Beispiels|{.Z: K(s,t) =s+t, s,t € 1.

Wihlen wir w =1 in I, dann wird Byxu =t + % — A und

1 1
<Bw,Bw>:l—)\+>\2+/ t-o(t) dt—/\-/ t-o(t) dt21—2~/\+/\2.
12 0 0 12

Fiir A\ =0 kann man somit 7 = 1—72 wdahlen. Aus Satz erhdlt man

m
——2>-0280-m = a,

Vi2 —
0.289 - m 5.

Eine untere Schranke fiir X* ergibt sich aus 8 zu
1
1.010 - — < \™.
m

Man bendtigt also eine Abschditzung fiir m.
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Ahnlich geht es mit Satz . Es ist hier P(u) = I und N(u) =0, folglich

1 1
1
Bzm-/Boudt:m~/ (t—i—) dt =m,
0 0 2

1 1
0.291 - — < \*.
m < 24

-m

daraus wird

Diese Abschitzung ist wesentlich schlechter als die nach Satz[{.6

Bei dem vorliegenden Beispiel kann man A, errechnen, es ist (fiir m = o)

A, = [0.683,2.317].

4.3 Beispiele

An zwei Beispielen soll die Wirksamkeit der beschriebenen Methode demonstriert werden. Es
empfiehlt sich, nach Moglichkeit die einfachere Einschlieflung nach Satz zu verwenden. Damit
bietet sich die folgende Vorgehensweise an: Sei ug € C), gewdhlt, Ry eine Menge von positiven
Zahlen, die \* enthilt, etwa Ry = A,, gemaf Satz [£.3] Weiterhin sei Ay € Ry gewéhlt, etwa
Ao = Ay, gemif Satz Gibt es ein v € Oy, so dak (By,ug, Bx,v) = <B:"\OB)\Ou0,v> <0, dann
ist Ao € A, wir kénnen also einen Iterationsschritt mit ausfithren und erhalten u;. Gibt es
kein solches v, dann ist A9 ¢ A,,. In diesem Falle iterieren wir gemiR Satz und erhalten nach
endlich vielen Schritten ein (") =: uy, so daR gilt. Mit Satz (und Sa beziehungsweise
Satz berechnen wir ein Intervall AS:#, so dak Ao ¢ A%;P. Wir setzen dann Ry = Ry N A%P.
Mit u; und Ay € Ry (beziehungsweise R()) konnen wir den beschriebenen Vorgang wiederholen.

Beispiel 4.4 Wir untersuchen hier wieder den Kern des Beispiels : K(s,t)=s+t, s,t €l
Mit ug = 1 wird nach Satz[[.3:

L8
2= -2
, 1
Ao = Ay =1 und || Byyuol|” = T
Wiihlen wir vg = 2 -t und iterieren einmal mit , wird
7 n 12 y
T3 13
mat
1
2
[ Bxour]l” = 156

Mit uy erhalten wir die Einschliefung nach Satz[].3:
15 41
10714 < — < " < — < 1.
0714 < 17 < A" < 22 < 10790,
195
181

1
= 1.077 348 und || By, u1|* =

sowie A1 = Ay, = © 367 068°
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Beispiel 4.5 K(s,t) = |s —t|, s,t € I [25, Beispiel 14]. \* = 0.347 408.
Wir beginnen wieder mit ug = 1. Nach Satz[{.3 wird

1

<A< -
- -2

Py

1
Ao = A = 3 180°

Setzen wir vg = (2 -t —1)2, dann ist

und || Bx,uo||® =

up = 0.551 948 4 0.448 052 - (2 -t — 1)?
und || Bx,us||* = 2.8-107°, Satz liefert mit uy die Abschdtzung
0.344 848 < \* < 0.351 458

und Ay = Ay, = 0.347 399 mit || By, uy || < 1076,
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Kapitel 5

Anwendung auf Quadraturformeln

Es sei H = Ho der Hardysche Hilbertraum aller im Inneren des Einheitskreises der komplexen
Zahlenebene holomorphen Funktionen f(z) = Z;io aj - 27, so daf

o0

12 = lay|? < oo,

=0

(Zu diesem Raum vgl. [92,80]). Sind f = > a; - 27 und g = Y b; - 27 zwei Elemente aus Hs, dann

1st

(f.9)=> a;-b;.

Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf Funktionen mit reellen Entwicklungksoeffizienten
aj.

H5 ist isomorph zu dem (reellen) Hilbertschen Folgenraum ¢2 vermoge der Identifizierung
Zaj 27 € Ha — (aj)?io €2
j=1
In Ho betrachten wir das stetige lineare Funktional

1
If:/o £(t) dt.

Nach dem Satz von Riesz [II, Kap. II, Nr. 16] entspricht diesem Funktional ein eindeutig bestimmtes
Element aus Hs, das wir auch mit I bezeichnen wollen, so daf§

If=A(I,f) fiir alle f € Hs.

Es ist

1
I=-"-1
z Ogl—z

1 o0
€ H — I=(— € 2
? <k+1>k—0

Weiterhin betrachten wir die Punktfunktionale
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Die diesen Funktionalen entsprechenden Elemente aus Hs wollen wir mit I(t) bezeichnen:

](t)zl_z'tE’Hg — I(t) = (tF) e 2.

Setzen wir

T

Jr = Zpy) T (tg’”)) :

j=1
dann wird eine Folge {J,} gesucht, so daf
I= lim J,. (5.1)

T—>00

Die t;r) nennen wir die Knoten und die py) die Gewichte der Quadraturformel J,.. Sind hierbei alle

py) > 0, dann haben wir die besonders interessante Klasse der Quadraturformeln mit positiven

Gewichten (vgl. [69, Kap. 12]).

Eine detaillierte Beschreibung der hier skizzierten Verhéltnisse findet sich in [34].

Wilf [111] gab eine Folge {JT(W)} von Quadraturformeln an mit

o= s <o ().

r

Engels und Mangoldt [38] konstruierten eine Folge {JT(E’M)} von Quadraturformeln mit

r

Jeeaof - =0l <o (2). 6

Haber [52] und Johnson und Riess [65] erhielten die gleiche Konvergenzordnung fiir spezielle
Folgen von Quadraturformeln. Die Abschétzung erinnert an . Wir wollen jetzt mit
eine Folge von Quadraturformeln konstruieren, die nach konvergiert. Fiir ¢ € [0,1) sind die
I(t) nicht beschriankt. Um Satz anwenden zu kénnen setzen wir daher

M:{g.f(t)-\/kﬂ‘te[o,n}

Dann ist fiir jedes ¢ € [0,1)
Hf It - V1 t2H2 _ T 12 it% _
2 ! —

4 3

also erfillt.

Die durch M und b = T definierte Aufgabe @ ist nicht 16sbar. Ware ndmlich a = (a;)52, € £?
eine Losung von (D)), dann wire fiir alle ¢ € [0,1)

<a,g- 1—t2-1(t)—1>>o,

und wenn wir f(z) = a; - 27 setzen:
1
g~\/1—t2-f(t)—/ f(s)ds>0  firallete€[0,1).
0
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Daraus folgt

T 1 1 dt 1
o<§-/0 f(t)dt—/o \/W/o F(s) ds = 0,

ein Widerspruch.
Damit bricht (VEF]), angewandt auf M mit b = I nicht ab, es gilt also der

Satz 5.1 Es gibt eine Folge {J,.} von Quadraturformeln mit positiven Gewichten, so daf§

1= 7| <

<% (5.3)

Das Verfahren (VF) gibt uns die Méglichkeit, Quadraturformeln zu berechnen, die geméf (5.3))
konvergieren.

Diese Quadraturformeln haben die zusétzliche Eigenschaft, daff sie die Funktion

1
V1—1t2

exakt quadrieren. Es sei darauf hingewiesen, daf g ¢ H,.

g(t) =

Ist f irgendein Element aus H2, dann kann man also den Fehler E, f, der bei der numerischen
Quadratur von f mit der Quadraturformel J,. entsteht, folgendermafen abschétzen:

|E-f1 < Bl - [IfI] < ENG [nalp

die Abschétzung héngt also nur von r und || ], insbesondere nicht von Schranken fiir irgendwelche
Ableitungen von f ab.
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Kapitel 6
Die Offnung der erzeugenden Menge

Es sei M C H eine Menge, K = conv M und b € H.

Definition 6.1 Die Offnung der erzeugenden Menge M beziiglich b sei definiert als

—by—>b
ap(M) = sup inf M
cek yEM ||z =[] - [y — ]|
x#£b Y#b

Wir veranschaulichen uns die geometrische Bedeutung von (M) im R?. Ist b € cl M, dann
ist auch b € cl K und somit die Aufgabe losbar. Wir nehmen an, daf dieser (triviale) Fall
nicht vorliege, es sei also b ¢ cl M. Fiir festes © und y (z # b, y # b) ist

(x — b,y —b)
cz,y) =
[z = bl - lly — 0|
der Cosinus des Winkels zwischen den Vektoren z — b und y — b.

Fiir festes x # b ist die Menge
Cw)={se® |y £b coa)> il ez U D)

ein (nicht notwendig konvexer) Kegel mit dem Scheitel b und der Symmetrieachse x — b, der M
enthilt. inf,cps c(x, 2) ist der Cosinus des halben Offnungswinkels des Kegels C(x). Dann ist
ap(M) gerade der Cosinus des halben Offnungswinkels w; (M) des kleinsten solchen Kegels, dessen
Achse zusétzlich noch cl K schneidet.

Ist der Winkel wy,(M) spitz (das heift, ap(M) > 0), dann ist b ¢ cl K (Abbildung 6.1), ist er
stumpf (das heifit, o (M) < 0), dann ist b € relint K (Abbildung 6.2). Im Falle o, (M) = 0 liegt b
gerade auf dem Rande von cl K, und wy,(M) ist ein rechter Winkel (Abbildung 6.3).

Die Zahl ay(M) werden wir dazu benutzen, die Konvergenzgeschwindigkeit von (VE]) zu
bestimmen. Zunéchst jedoch wollen wir den eben skizzierten geometrischen Sachverhalt prézisieren.
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Abb. 6.1: u.b(M) >0

X

b Wy (M)

Abb. 6.2: ab(M) <0

Abb. 6.3: ab(M) =0
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Zuerst beweisen wir den

Hilfssatz 6.1 Es gelte fiir ein © € H und eine Zahl § > 0:
(Z,y—0) >0-|y—b| fir alle y € M.

Dann gilt diese Ungleichung auch fir alle y € K.

Beweis Sie y € K, das heifit, y => " p; - y;, p; >0, > p; =1, y; € M. Dann ist

ly =8l = D5 - (w5 = )| < D s - llys = bl

damit

(@y—b) = pi- @y —b)>05-> pj-llyy—bl =5 [ly—0l.

O
Damit gilt der
Satz 6.1 Seib ¢ cl M. Dann ist
1. ap(cl M) = ap(M),
2. ap(K) < ap(M),
3. Oéb(M) >0 = Oéb(M) :ab(K).
Beweis 1. Klar!
2. folgt direkt aus der Definition.
3. Zu jedem € > 0, ¢ < ap(M) gibt es ein x € K, x # b, so daf
<$ B bv Yy — b> .
" > (M) — ¢ fir alle y € M (y # b).
[z —=bfl - lly — o
Aus dem Satz folgt, daf diese Ungleichung auch fiir alle y € K gilt, das heifst also
Oéb(K) Z Oéb(M) —E&.
Mit 1. folgt die Behauptung. O

Der Fall a(M) = 0 und o (K) < 0 kann tatséchlich eintreten:

Beispiel 6.1 Es sei H = (? der Hilbertsche Folgenraum, ey, das Element aus (?, dessen k-te
Komponente 1 ist, alle anderen Komponenten mdgen verschwinden. Setzen wir b = Oy und
M=A{p-e | peR, k=1,2,...}, dann ist K = conv M die Menge aller derjenigen Elemente
aus 02, bei denen héchstens endlich viele Komponenten nicht verschwinden.

Esistint K =0, cl K = ¢2 und relint K = K.
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Sei x = (x) € K, © # Oy. Wir wihlen y, = (y,(;)) € K gemdfs

) —x  falls k <,
Y =
0 sonst .
Dann ist

hm <xﬂy7‘> — _17
r=oo [[z]| - [y |

also ap(K) < —1. Nach Definition ist aber stets ap(K) > —1, also ap(K) = —1.

Sei andererseits y = p-ep € M, u# 0. Dann ist ﬁ = sign (p) - eg. Wahlen wir x, = (m,(:))
Yy
gemdays
1 falls k <
—  falls 7,
x,(;) =<9 Vr B
0  sonst,
dann ist ||x,|| = 1 und z, € K sowie
r 1
nf oyl 1
veM [z, - [yl VT

also o (M) > 0. Mit Satz[6.1], Teil 3. wird ay,(M) = 0.
Das Vorzeichen von a3 (M) charakterisiert die Lage von b beziiglich K:

Satz 6.2 Es gelte (@, das heifit, M sei beschrinkt. Weiterhin sei b ¢ cl M. Dann ist mit den
Bezeichnungen des Abschnitts [
1. (M) >0 <<= bé¢clK,

2. berelint K = (M) <0,
ap(M)<0 = berelintc K.

3. ap(M)=0 = berelbdd K,
berelbd K = a,(M)=0.

Beweis Zu 1. a) a,(M) > 0 = (D) ist stark l6sbar iiber IIM (vgl Abschnitt [3). Mit b ¢ cl M

folgt, dak b ¢ cl K (Satz[3.8).
b) Ist umgekehrt b ¢ cl K, so gilt wegen (V)), daf (D)) stark 1&sbar ist iiber M durch ein Z € K

(Satz [3.3):
ZT—by—b>y>0 fir alle y € M.
Wegen ist folglich (M) > 0.

Zu 2. a) Sei b € relint K, L sei die kleinste lineare Mannigfaltigkeit, die K enthélt. Dann gibt
es ein g9 > 0, so daf

Ib—z|]| <e<ey und z€ L = z€ K.
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Sei x € K, x # b, gewshlt, z = Dann ist fiir 0 < € < gq:

x—0
|l — oIl
y=b—c-zeL,|b-yl|<e=yecK,also

b—z—:~z:ij-yj, p; >0, ij =1, y; € M,
sowie
(zy—b)=—e=Y pj-(z,y;—b).
Daraus folgt, dafs (z,y; — b) < —e fiir mindestens ein j, insbesondere

inf —b) < —e.
inf (sy—b) < -

Wegen ist ||y — b|| < m fiir alle y € M, also

—boy—
f by =b) e
veM |lz = bl - fly =0l = m
somit oy (M) < £ <o

m
b) Sei jetzt umgekehrt o := (M) < 0. Wegen b ¢ cl M gibt es eine Zahl v > 0, so daR ||y —b|| > v
fiir alle y € M. Es sei 6 und € so gewahlt, dafs

0<d<ny und (a+¢€)-m? +26m+ 6% < 0.

Es sei L die kleinste lineare Mannigfaltigkeit, die ¢l K enthdlt und x € L so gewéhlt, dafs
|z — 0| <6.

Behauptung x €cl K.

Um dieses zu beweisen, zeigen wir, daf a(cl K) < 0 ist. Aus der bereits bewiesenen Aussage 1.
des Satzes folgt dann = € cl (conv (cl K)) =cl K.

Sei also z € cl K, z # b, z # x, fest vorgegeben. Dann gibt es ein y € cl K, so daf

(z—by—b) (a+e) -z =bll - [ly — bl < (a+e)-m?,

= (z—z,y—x) = (z=by—-b+(b—z,y—by+(z—z,b—2x) <
< (a+e)-m*+25-m+52<0.

A

Weiterhin ist

ly ==l < [ly—=bll+[Ib—=l] <m+5,

lz—zl < llz=bl+[Ib -z <m+o.
folglich

_ _ 2 . 2
(z —x,y —x) S(OH_E) m—|—2c; m+4 <0,
Iz — x| - fly — ] (m+9)
also ay(cl K) < 0.
Zu 3. Die Aussage 3. ergibt sich aus den beiden Aussagen 1. und 2. O

Eine Erginzung von Satz[6.1]ist das
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Korollar 6.1 Es gelte @ und es sei b ¢ cl M.
Dann gilt: op(M) <0 = ap(K) = —1.

Beweis Wegen a;(M) < 0 ist b € relint ¢l K. Es sei L die kleinste lineare Mannigfaltigkeit, die
cl K enthilt. Dann gibt es eine Kugel B um b, so daff BN L ganz in K liegt. Ist x € cl K, x # b
fest gew#hlt, dann gibt es ein A > 0,so dafR b+ A - (b—z) in BN L C cl K liegt, also wird
(x—bb+A-(b—x)—0b)
[z =l - Ib4+ A (b—z) =0l

das heift, ap(cl K) = —1, damit auch a,(K) = —1 (Satz Aussage 1). O

-1

)

Ist ‘H endlichdimensional, dann gilt die folgende symmetrische Version des Satzes [6.2

Korollar 6.2 Es sei H = R? endlichdimensional, es gelte (@ und es sei b ¢ cl M. Dann ist

1. p(M) >0 <= b¢cdK,
2. ap(M) <0 <= Dberelint K,
3. ap(M)=0 <= berelbd K.

Beweis Folgt direkt aus der Tatsache, daf im R gilt: relint ¢l K = relint K [103, Satz 3.2.13,
S. 90]. O

Auf die Voraussetzung in Satz kann nicht vollig verzichtet werden:

Beispiel 6.2 Es sei H = R?, b = 0, und

wew={(3) rer}

Dann ist fiir jedes x = (1,m1) " und y = (1,12) " :

(z,y) L+ -m2

=l -llyll /T2 /T3

und man folgert leicht, daf$ ap(M) = 0 ist. Offenbar ist aber b ¢ cl K.

Zur Veranschaulichung rechnen wir fiir ein einfaches Erzeugendensystem M im R? einmal
ap(M) aus:
Beispiel 6.3 Es sei b= 0y, e;, sei der k-te Einheitsvektor des R und
M={ter | k=1,...,d}.

Dann ist K = cl K ein der Einheitsspdare einbeschriebener Wiirfel mit den Ecken tep und der
Kantenlinge V2.

Seixe K, alsox=> pj-e;—>.qj- e, ».(pj+4q;) =1, p; >0, gj >0. Dann ist

(r,+er) Dk — Gk

=zl /oy + 45)?
Wie man sich leicht iiberzeugt, ist hier o = ay(M) = —1/+/d.
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Die Offnung o von M beziiglich b hat eine besondere Bedeutung fiir die Konvergenz von
(VE]). Insbesondere folgt fiir @ < 0 mit einer speziellen Auswahlmenge lineare Konvergenz. Dazu
definieren wir fiir 0 < C < 1 die Menge

A @) = {y e M| @(a,y) < C-a- V(@) - 60}

Damit gilt der

Satz 6.3 Sei a <0, 0< C < 1, und bei jedem Schritt des Verfahrens werde y, € A©)(z,.)
gewdhlt. Dann konvergiert die Folge der x, gemdfs

dla,) < dlan) - (1-C2-a?) (6.1)

Beweis Aus (3.8) erhélt man wegen ¢(z,) — 2 ®(x,,y,) > 0:

P(@r+1) P(x,,yr)? 2 2
<l—-————<1-C%- a7
o(zr) o(zr) - d(yr)
woraus die Behauptung folgt. O

Zur Vereinfachung der Argumentation nehmen wir jetzt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
an, dafs b = Oy ist. Ist dies nicht der Fall, ersetzen wir die Menge M durch

M ={zeH|z=y—b, ye M}.
Dannist b€ cl conv M <= Oy € cl conv M’'.
Der Fall @ < 0 mit der Auswahlmenge A(“)(z) hat noch andere interessante Konvergenzeigen-

schaften.

Satz 6.4 Sei o <0, b= 0y ¢ cl M, es werde nach A©)(z,) ausgewihlt. Dann gilt fiir die nach
definierten Gréflen pu,.:

oo

H pr >0 und Z(l — fy) < 00.
r=1

r=1

Beweis Esist firaller =1,2,...

¢($r+1) = Hr - (I)(xra yr) + (1 - /1'7“) ’ d)(xr),
wie man aus (3.2) und (3.3) herleitet. Wegen ¢(z) = ||z||? wird

(1 _ )U’T‘) _ Z |‘|1:T+1 _ ZMT . <xT’yT>

2
r=1 = = 7

wobel

0< —pr (@, yr) < —(Tr,yr) < |zl - [yl
Wegen b ¢ cl M gibt es ein v > 0, so dak ||y|| > ~ fiir alle y € M, und mit (6.1)) wird dann

o0 o0 oo 4l

S (1) < H$12H2 S (-c?a?) + ||3;1|| S (-c?at)F

r=1 v r=1 r=1
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Beide Reihen auf der rechten Seite sind geometrische Reihen, also konvergent. Nach einem
Satz aus der Theorie der unendlichen Produkte ist aber die Konvergenz der unendlichen Reihe
> (1 = py) Aquivalent zur Konvergenz des unendlichen Proukts [] p gegen einen endlichen, von
Null verschiedenen Grenzwert [67, Seite 227, Satz 4], womit alles bewiesen ist. O

Aus Satz [6.4] folgern wir

Satz 6.5 Es seia <0, Oy ¢ cl M und es werde aus AC)(x,) ausgewdhit. Es sei weiterhin y
ein festes Element aus M. Gibt es dann fir irgendein r eine Darstellung

xr:pr'y+(1+pr)'zr ZTEK, 0<pr§13

dann gibt es fir jedes r eine solche Darstellung, so dafS die p, durch eine feste positive Zahl
gleichmdfig von unten beschrdinkt sind.

Beweis Es ist

Try1 = e Pro Y+ e (L=pr) 20 + (1= 1) - Yr = pry1 -y + (1 = pry1) - 241,

wobei z,41 € K und pr41 = iy - pr. Aus der Beschranktheit des unendlichen Produkts in Satz
folgt die Beschréanktheit der p;.. O

Satz 6.6 Es sei o <0, Oy ¢ cl M und es werde aus A€ (x,) ausgewdhlt. Weiterhin gelte (@
Dann liefert das Verfahren eine Ldsung von der Form

@’H:ij'zj‘, pj>0, ij:]., ZjGM. (62)
=0 =0

Beweis Esist z, = E;;é pg-T) -yj, wobel yg = 21 € K, y; € M fiir j > 1, pgr) > 0 und Zpg.r) =1

Aus 1) erhiilt man die Rekursionsbeziehung fiir pgr):

p(_r+1) _ ) b -py) firj <r
J 1— pir fir j =r.

Fiir festes j existiert lim,_, pg-r) :=p; und es ist p; > 0 (Satz fiir alle j. Auferdem ist fiir
jedes j7 > 1 und fiir k > k:

0<pj<p§<1—uj.

Sei jetzt € > 0 beliebig vorgegeben, r und k fest gewéhlt, k£ < r. Dann ist

) k 9]
o= piuil = (D0 =D | <
=0 =0 =0

k r—1 [e'S)
< S =m) wl+ > (B =) sl + Y p -l <
j=0 j=k+1 j=r
k 0o
< m- Z(pg»’)*pj) + ) (1—wy)
j=0 j=k+1
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Die zweite Summe der letzten Zeile ist Reihenrest einer konvergenten Reihe (Satz [6.4)), wird also

€
kleiner als A wenn k hinreichend grofs ist. Jeder der Summanden der ersten Summe ist fiir
-m

hinreichend groftes r (> k) kleiner als m

als . Wegen lim x,, = Oy ist auch Z;’;O P y; = On.

, damit wird der gesamte Ausdruck kleiner

Ebenso zeigt man, daf Z;io pj = L. 0

Satz kann als unendlichdimensionale Verallgemeinerung des Satzes von Carathéodory (Satz
aufgefafst werden. Er ist fiir a = 0 sicher nicht richtig, wie Beispiel zeigt.

Noch eine Anmerkung fiir den spéteren Gebrauch: Offenbar gelten die Sétze [6.3 und [6.6] auch
dann, wenn man die Bedingung o < 0 ersetzt durch die schwiichere Bedingung:

Bei jedem Iterationsschritt 1afst sich ein y, € M finden, so daf
(@r,yr) < C - 2] -yl <0, (6.3)

wo C eine feste Zahl ist.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf in den Sétzen [6.3] bis [6.5] kein Gebrauch von der Voraus-
setzung @ gemacht wurde.
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Kapitel 7

Konvexe Hullen 1n
endlichdimensionalen Raumen

Es sei jetzt H = R? und wieder b = 0.

Hier kénnen wir natiirlich mehr aussagen als im Hilbertraum. Insbesondere ist hier der Satz
von Carathéodory (Satz [2.2)) sehr niitzlich.

Bei der Losung des Aufgabenpaares (A)), (D) mit dem Verfahren sei z, die r-te Iterierte.
Wegen des Satzes von Carathéodory kénnen wir z, als Konvexkombination von héchstens d 41
Elementen aus M darstellen. Numerisch ist die Reduktion einer Darstellung eines Elements aus
conv M nicht schwierig, man kann ein einfaches Eliminationsverfahren angeben [106, Kap. V, §5].

Es sei jetzt M abgeschlossen und beschréinkt, also kompakt. Ist dann ©4 € cl conv M, also
losbar, dann gibt es eine Folge {z,} mit z, € K = conv M und limz, = O4. Jedes x, hat
nach dem Satz von Carathéodory eine Darstellung

d+1 d+1
ze=yop g0 mit oy em, p >0, Y p =1
j=1 j=1

) (rx)

Die Folge der yY besitzt eine gegen y; konvergente Teilfolge {y1 } wegen der Kompaktheit von

M. Die Folge der pgr’“ ) wiederum besitzt eine gegen p; konvergente Teilfolge und die entsprechende

Teilfolge der ygr) besitzt eine gegen y, konvergente Teilfolge usw. Es gibt also p; mit p; > 0,
> p; =1und y; € M, so daf

d+1
ZP;’ “yj = Oq.
j=1

Wir haben also den bekannten

Satz 7.1 Ist M kompakt, dann ist K = conv M abgeschlossen. Ist losbar, dann kann man
die Lésung darstellen in der Form

d+1 d+1
©a= pi-y p;=0, > pj=1, y;€M. (7.1)
=1 j=1
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Beweis der Abgeschlossenheit von conv M: Ist z € ¢l conv M, dann setzen wir wieder M’ =
{x ERY |z=y—2zyc M} Wie gezeigt, ist dann ©4 € conv M’, und dies ist dquivalent zu
z € conv M. O

Es gilt der Alternativsatz

Satz 7.2 Sei M kompakt. Genau einer der beiden folgenden Fille tritt auf:

1. ©4 € conv M,
2. (@ ist losbar.
Beweis Wegen Satz [3.2] bleibt nur noch zu zeigen, daf nicht beide Aussagen gleichzeitig wahr

sein kénnen. Ist ©4 € conv M, gilt (7.1). Wire auch noch (]E[) 16sbar durch ein z € R?, wiirde
gelten:

0= <E,ij -yj> =Y ;- (@y;) >0,

ein Widerspruch. O

Ist ©4 € conv M, kann trotzdem die folgende Aufgabe losbar sein:

Gesucht ist ein 7 € R? (beziehungsweise T € conv M), T # Og4, so daf

(Z,y) >0 fiir alle y € M.
In diesem Falle wire die Offnung von M beziiglich ©4 Null.

Definition 7.1 Der Vektor T € R? heifst schwache Losung von (@ (mit b= 0gy), wenn T # O4
und

(Z,y) >0 fiir alle y € M.
Es gilt der einfache

Satz 7.3 Ist Zjerj ~y; = Og, pj > 0, Zjerj =1, y; € M, J eine endliche Indexmenge,
dann gilt die Implikation:

@ schwache Lésung von (D) = (z,y;) =0 fir alle j € J.

Beweis Trivial. O

Die schwache Losung von @ liegt also in dem linearen Teilraum

U={zeR| (z,y;) =0 fiiralle j€J}.

der schwachen Lésung von (D)) die Dimension des Problems auf mindestens d — 1 reduzieren.
Problematisch ist hier jedoch wegen o = o (M) = 0 (vgl. Definition die langsame Konvergenz
des Verfahrens.

Haben wir eine Losung von — etwa mit (VF)) — gefunden, dann kénnen wir zur Bestimmung
D]

Wir setzen nun voraus, dafs die folgende naheliegende Forderung auch noch erfiillt ist:
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M enthalte d + 1 affin unabhéngige Vektoren.
Bezeichnungsweise: dim M = d.
Ist diese Forderung nicht erfiillt, dann kénnen wir die Dimension des Problems reduzieren.

Ist @« = 0, M kompakt und dim M = d, dann 16st das Verfahren (VF)) die beiden Aufgaben
und @ (schwach) gleichzeitig. Um dieses zu zeigen, formulieren wir zunéchst den

Satz 7.4 Seia=0, 04 ¢ cl M und M kompakt. werde mit der Auswahlmenge Ao(z) (5.6)

angewandt auf einen Starvektor

d
Ty = Zpg.o) ‘ Zj mit pgo) > 0, Zpé«o) =1, z;e€M,
§=0

wobei die z; affin unabhdngig seien.
Dann ist

lerall _
e PR

Beweis Esist 0 < ||z, 41|/||zr]| < 1. Ware ||z,11||/||zr]] < < 1 fir alle r, dann wiirde wegen

(3.8) gelten:

<£rvyv'>2
[ 2 7 A

T T mE o (e
Il Ltz =2 e

somit

<Irvyr>2 2 ”zr”2 2
EE e <t U E T e )

’ ||yr ”yr ||yr

Der Ausdruck auf der rechten Seite konvergiert wegen b (= ©4) ¢ cl M fiir r — oo gegen 62 (weil
M kompakt ist, ist sutomatisch erfiillt), also gibt es zu jedem e > 0 eine Zahl rq, so dafs

(2, yr)?
llzrll? - llyell? —

Wihlt man ¢ so klein, dak 62 + ¢ < 1, dann folgt, da§ fiir alle hinreichend grofen r gelten muf

<xr7yr> < _m' erll : HyT” <0.

Damit ist die Bedingung (6.3)) erfiillt, es gelten also insbesondere Satz |6 ﬂ und . Wurde der
Startvektor wie oben gewéhlt, dann bleiben die Koeflizienten z;, j = 1,...,d, von unten beschrénkt.
Nach Satz gibt es eine Darstellung

d %) oo
@d:ij'Zj+ ij'ij p; =0, ij:]-v
=0

§=0 j=d+1

1-— <6+ fiir alle r > rq.

wobei p; > 0 fiir j =0,...,d. Mit U:Zj:opj ist

d 00 d
Dbj Dj
=0 Y Lot -0) 3 TEoy=o Y men+(1-0)y,
§=0 j=d+1 7=0
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wo O <o <1, pu >0fiirj=0,...,d, Z?:o:“j = 1 und y € conv M. Damit ist Satz

anwendbar, es ist ©4 € int conv {zq,...,2zq,y} C int conv M.
Wegen Satz [6.1] und [6.2] wire dann o < 0, ein Widerspruch. O

Satz[7.4) beinhaltet eine dhnliche negative Konvergenzaussage wie das Beispiel namlich daff
im Falle & = 0 mit Sicherheit die Konvergenz des Verfahrens nicht mehr linear sein kann, daf also
die Konvergenzschranke wenn nicht streng, so doch nicht sehr weit davon entfernt sein wird,
streng zu sein. Dies ist auch der Grund dafiir, dafs es sich nicht empfiehlt, Optimierungsaufgaben mit
(VF) zu lésen. Fithrt man némlich eine Optimierungsaufgabe auf das Aufgabenpaar 7 @ zuriick,
dann ist die Offnung dieses Aufgabenpaares Null. Darauf kann man wohl auch die unbefriedigenden
Ergebnisse zuriickfithren, die Hoffman u.a. [6I] bei der Lésung von Optimierungsaufgaben mit
dem Agmonschen Verfahren erzielten.

Nun kommen wir zur schwachen Ldésbarkeit von @ zurlick. Wegen der vorausgesetzten
Kompaktheit von M konnen wir aus der folgenden Auswahlmenge auswéhlen:

Auinle) = {u € 0 | (a19) = mig (2.5} |
Dann gilt der

Satz 7.5 Unter den Voraussetzungen des Satzes werde mit der Auswahimenge Apmin(x)
Ty
|

[EA

durchgefiihrt. Dann ist jeder Hiufungspunkt der Folge eine schwache Ldsung von

Beweis Sei a, = (x,,y;). Es ist a,. <0 fiir alle  und wegen Satz ist lim, o0 o = 0.

Sei { ”xT’“” } eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert Z, ||Z|| = 1. Fiir jedes r ist (z,,y) > «,
Ty
fiir alle y € M nach Definition von A,y (), folglich (Z,y) > 0 fiir alle y € M.
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Kapitel 8

Kegel im R4

Es sei M C R? eine kompakte Menge, b € R%.

Wir untersuchen jetzt, ob b € cone M, das heifst, gesucht sind p; mit

k
j=1

Man kann versuchen, die Aufgabe
k
> pjyi—p-b=04 p;>0, p>0,
j=1
k
dpitp=1 yeM
j=1
mit (VF) zu lsen und hoffen, daf dabei p > 0 bleibt.

Unter gewissen Bedingungen kann man p > 0 garantieren, falls (AC]|) tiberhaupt losbar ist:

Satz 8.1 Es gelte fiir jede Lisung von , dajs

k
> pj<m. (8.2)
j=1
Genau dann ist p > 0 fiir jede Losung von , wenn losbar ist.

Beweis Ist (AC|) losbar, dann auch (8.1)) mit p > 0.

Sei jetzt 1' 16sbar mit p = 0, das heifit, es gibt ¢; > 0, >~ ¢; =1, y; € M, so dak Zle q; - Yy; =
d-

Wire auch (AC) 16sbar, wiirde gelten
k k
DopiyitrY gy =b
j=1 j=1
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und

k k
SpityY a5 >m,
j=1 j=1

falls ~ hinreichend gro® ist, im Widerspruch zu (8.2). O

Kann man also eine Abschitzung (8.2)) finden, dann kann man (VF)) unbesorgt auf die Aufgabe
(8.1) anwenden. Man kann (8.2) erzwingen, indem man zu (AC) die Gleichung

k
ij +p=m
j=1

mit p > 0 hinzunimmt. In vielen Féllen ist es aus praktischen Griinden leicht moglich, den
Wertebereich der p; einzugrenzen. Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dals der Ansatz (8.1
durchaus nicht immer zum Ziele fiihrt:

Beispiel 8.1 Es sei M = {ay,...,as5} mit

a1 (0,1,0)7,

a = (0,-1,0)7,
= (o)
3 - \/i’ﬁ7

(11 \T

"o (\/i’_\/i’())
o (011)T
T UV V2

b (1,0,0)"

1
Die Aufgabe ist losbar durch b = 7 (ag + aq).

Wir wahlen als Startvektor
_ 1 ( 1
5 +V2 5+/2

Fir jedes r ist, wie man leicht durch Induktion verifiziert, y, € {a1,a2,a5} und damit auch
x, € conv ({a1,as,as}), folglich muf$ der Faktor von b gegen Null konvergieren.

To a1+a2+a3+a4—|—a4—\/§-b): - as.

Wir beweisen nun eine Reihe von Sétzen, die zu einem Verfahren fiithren, das eine systematische
iterative Behandlung von (AC)) ohne weitere Zusatzbedingungen erlaubt.

Satz 8.2 Die Aufgabe ist genau dann losbar, wenn es eine Zahl v > 0 gibt, so daf$ die
Aufgabe

g i—vb) =04 ¢ >0 > g=1 (8.3)

losbar ist.

42



Beweis Trivial. O

Die Menge M ist kompakt, also beschriankt. Es sei ||y|| < m fir alle y € M. Dann gilt der

Satz 8.3 Ist v > ||mT||’ dann ist nicht lésbar.

Beweis Es wire sonst

me<y bl =Y <X a- lull <m0 =m,

ein Widerspruch. O

Satz 8.4 Es gebe einen Vektor x € R? und eine Zahl 7o, so dafs
(x,y —70-b) >0 fir alle y € M. (8.4)

Dann gilt

1. (x,b) <0 = ist nicht lésbar fir v > o,
2. (z,b) >0 = ist micht losbar fir v < o,

3. (x,b) =0 = ist iberhaupt nicht losbar.

Beweis Es sei fiir festes y € M

JOv) =(z,y—v-b).

d
Dann ist f(y0) > 0 und d—f = — (z, by, woraus die Behauptungen 1. bis 3. folgen. O
Y

Gestiitzt auf die Sitze [8.2] bis [8:4] bietet sich das folgende Verfahren an

0. Wihle o > 0 (etwa nach Satz[8.3). Setze n := 0.

1. Wende (VF) auf die Aufgabe (8.3) an. Entweder konvergiert es gegen eine Losung von (8.3)),
also auch von (AC), oder es liefert nach endlich vielen Schritten einen Vektor z, mit

(T = b,y —vn-b) >0 fiir alle y € M.
Setze x = x, — 7y, - b.

1.1. {z,b) > 0. Die Aufgabe (8.3)) ist nicht 1ésbar fiir v < 7, insbesondere fiir v = 0. Wir
koénnen daher unbesorgt (8.1)) mit (VF] behandeln.

1.2. (z,b) = 0. (8.3) und damit (AC) ist nicht losbar.

1.3. (z,b) < 0. (8.3) ist nicht 16sbar fiir v > ~,,.
Gehe zu 2.
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2. Setzen wir

9(v) = llyzr — v - b|%,

dann ist ¢'(y,) = =2 (z,b) > 0, g wird durch Verkleinerung von + kleiner. Das Minimum
von ¢ wird angenommen fiir

/ <xr7b>
Y = T
[b]|?

2.1. v/ > 0. Setze yp41 := " und gehe zu 3.

2.2. 4/ < 0. Dann setzen wir etwa y,11 = ’%n und gehen zu 3.

3. Setze n :=n+ 1 und gehe zu 1.

Die Konvergenz des Verfahrens ergibt sich aus der Tatsache, daff im Schritt 1. ||z, — v, - ]|
geméf (3.7) konvergiert und in Schritt 2. ||z, — v, - b|| auf jeden Fall verkleinert wird.

Es sei jetzt a die Offnung der Menge M U {—b} beziiglich ©4. Mit Satz kommt man fiir
a < 0 bei direkter Iteration mit (8.1) zu einer interessanten Endlichkeitsaussage. Dazu nehmen
wir an, M enthalte d linear unabhéngige Vektoren. Es ist keine Einschréankung der Allgemeinheit,

anzunehmen, daf diese linear unabhéngigen Vektoren die Einheitsvektoren ey, ..., e4 sind. Es gilt
der

Satz 8.5 Seia < 0. ©4 ¢ cl M, M enthalte d Einheitsvektoren, es werde nach A)(z) ausge-

wahlt.

FEs sei der Startvektor

zo = 3.9 ei—p® b+ ¢y p >0, p® >0,
¢ >0, SV +3 V=1, yem

Dann ist nach endlich vielen Schritten des Verfahrens
pir) =2, =14 (8.5)

wobei xy) die j-te Komponente von x, ist. ist also losbar durch

1

LS00 A s ]

p(r

Beweis Nach Satz sind die py) fiir alle » durch eine feste positive Zahl von unten beschrankt.

Die z, konvergieren gegen 04, also muf nach endlich vielen Schritten (8.5 gelten, woraus die
Behauptung folgt. O

Das Verfahren wird also nur im Falle o = 0 nicht nach endlich vielen Schritten abbrechen.
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Kapitel 9

Anwendung auf abgeschlossene
konvexe Mengen

Als Anwendung der Uberlegungen der Abschnitte [7| und [8| untersuchen wir jetzt die folgende
Aufgabenstellung

Sei P C R? konvex und abgeschlossen. Gesucht ist ein Element x € P.

Diese Aufgabenstellung ist wichtig im Zusammenhang mit konvexen Optimierungsproblemen
[23]. Die Anwendung des Verfahrens (VE) stiitzt sich auf den

Satz 9.1 Fs sei P C R? konvex und abgeschlossen. Dann ist P darstellbar in der Form
P:{mERd\ (ag,z) > b, teT} (9.1)

wo T eine Indexmenge ist.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Trennungssatz, er ist etwa bei Stoer und Witzgall
[103, Chap. 3.3] zu finden.

Mit abgeschlossenen Mengen, die in der Form (9.1)) gegeben sind (im allgemeinen mit un-
endlichem T'), beschéftigt sich die ,,semi-infinite programming theory* von Charnes, Cooper und
Kortanek [I8].

Wir setzen
M= {(a[,bt)T ERM | te T}

und zeigen, dafs es keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, vorauszusetzen, dak M eine kompakte
Teilmenge der Einheitssphére {z € R*! | ||z =1} des R%*! ist. Dazu nehmen wir an, daf
O4+1 ¢ M ist. Andernfalls l4ge namlich eine Ungleichung der Form (©4,z) > 0 vor. Eine solche
Ungleichung ist redundant und kann weggelassen werden.

Es gilt der
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Satz 9.2 Fir jedes t seiy; > 0. Dann ist

P:{mGRd| (ve-ap,x) >y by, teT).

Beweis Trivial. O

Setzen wir speziell v; = falls ©441 ¢ M, dann liegen alle Elemente ~; - (a;r , bt)T

1
Vel + 67
auf der d + 1-dimensionalen Einheitssphéire. Satz besagt, daf es keine Beschrinkung der
Allgemeinheit ist, von vornherein zu fordern, dafs M eine Teilmenge dieser Einheitssphére ist.

Weiterhin gilt der

Satz 9.3 Es sei (a', b)T € cl M. Dann ist (a,z) > b fir alle x € P.

Beweis Trivial. O

Projizieren wir also M auf die Einheitskugel des R4t dann &ndert sich P nicht. Bilden wir
die abgeschlossene Hiille der Projektion, dann kommen héchstens redundante Ungleichungen
hinzu. Als Folgerung aus den Sdtzen und ergibt es sich, daf es keine Einschrinkung
der Allgemeinheit ist, zu fordern, daft M eine kompakte Teilmenge der d + 1-dimensionalen
Einheitssphére ist.

Um einen Vektor z € P zu finden, wenden wir (VF) auf die folgende Aufgabe an:

ij'atj Oq
_ij'btj +p = 0.

Ist diese Aufgabe nicht 16sbar, dann bricht nach endlich vielen Schritten mit einer Lésung
x € P ab. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn int P = () ist. Ist 16sbar mit p > 0, dann
ist P # () wegen Satz Man kann die Losbarkeit von mit dem Verfahren des Abschnitts
systematisch untersuchen. mit p > 0 ist dquivalent zu der Aufgabe

> b a OF
ij . btj = 1

und diese Aufgabe hat die Form (AC|).

pp;=0 Y pitp=1 (9.2)

p; >0,

Ist schlieflich (9.2) nur mit p = 0 16sbar, dann kann man mit Satz ein x € P ermitteln.

Der letztgenannte Fall tritt nicht auf, wenn man fordert, daff int P # () ist. Diese Forderung
spielt in der konvexen Optimierung auch aus anderen Griinden eine Rolle [23] §7, Voraussetzung

V)]-

Wir betrachten das folgende Beispiel:
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Beispiel 9.1 Vygl. [23, §10.2].

—exp(z1) + @9
—exp(z2) + x3

I

T2
10 Z I3

IV IV IV IV
o oo oo

Das dazugehérige lineare Ungleichungssystem ist

—exp(ty) -z + T > exp(ty) - (1—t1) (a)
—exp(te) - z2+x3 > exp(l2)- (1—t2) (b)

—x3 > —-10 (c)

1 > 0 (d)

To > 0 (e)

zz > 0. ()

Es ist T = {(t1,t2) "} € R2. Zur Durchfiihrung der Rechnung wurde M wie beschrieben auf die
Einheitssphére projiziert und das Verfahren mit der Auswahlregel A, () auf die durch ¢; =0 in
Ungleichung @) definierte Startlosung angesetzt. Nach 18 Iterationsschritten auf der Rechenanlage
CDC 6400 der RWTH Aachen war eine Losung gefunden worden:

z1 = 0.195 633,
zo = 1.290 415,
x5 = 6.058 477.

Die Bestimmung eines Punktes © € P wurde also auf die Losung einer endlichen Anzahl von
Minimierungsproblemen (ohne Restriktionen) zuriickgefiihrt. Es ist natiirlich zu iiberlegen, ob
man sich auf Kosten der Anzahl der Iterationen mit der Auswahlmenge Ag(z) zufriedengibt. Im
vorliegenden Falle, wo P dargestellt ist in der Form

P={zeR?|g(x)<0, iel},

wobei die g;(x) konvexe Funktionen sind, kann man sehr einfach ein Element aus Ag(x) angeben,
indem man im Punkte x eine Schnittebene konstruiert [23] §10.1].
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Kapitel 10

Endlich viele lineare Ungleichungen

Es sei zusitzlich zu den Voraussetzungen der Abschnitte [7] und [§] M eine endliche Menge. Dann
gelten natiirlich alle in diesen Abschnitten bewiesenen Sétze. Aufserdem vereinfacht sich das
Verfahren wesentlich. Der Fall endlich vieler linearer Ungleichungen ist auch der Gegenstand der
Arbeit von Agmon [2].

Es ist nicht iiberraschend, daft man hier in jedem Falle Endlichkeit des Verfahrens garantie-
ren kann, wenn man die Iterierten geeignet darstellt. Wegen der in Abschnitt [§] dargestellten
Vorgehensweise ist es keine Beschrankung der Allgemeinheit, das homogene Problem

b
> pja;=04  p;>0, dopi= (10.1)
j=1

zu betrachten. Dabei ist
M ={ay,...,a,} CR?

natiirlich beschriankt, so dafs auch hier keine Schwierigkeiten entstehen konnen. Wir setzen ohne
Einschrankung der Allgemeinheit voraus, daf ||a;|| = 1 fir alle j.

Es sei nun o = {ig,...,iq} € {1,...,n}. Dann definieren die a;, i € o ein — eventuell entartetes
— Simplex S,. Es gibt nur endlich viele solche Simplices. Es sei nun 04 ¢ S, fiir irgendein ¢. Dann
konnen nur endlich viele Iterierte in S, liegen. Wenn das Verfahren also nicht abbricht, wird x,
nach einer endlichen Anzahl von Iterationsschritten nur noch in solchen Simplices liegen, die auch
04 enthalten. Stellen wir also z, nach dem Satz von Carathéodory (Satz durch hoéchstens
d + 1 der a; dar, dann ist auch 64 als Konvexkombination dieser a; darstellbar.

Das Problem kann man auch mit der Simplexmethode [23] Kap. I] 16sen. Diese Methode
ist ein Eliminationsverfahren, also anfillig gegen Rundungsfehler. Tatséchlich spielt dieses Problem
bei der praktischen Durchfiihrung der Simplexmethode eine grofie Rolle. Das Verfahren (VF))
wird dagegen durch Rundungsfehler kaum beeinflufst, sofern man nach einer gewissen Anzahl von
Iterationen dafiir sorgt, dafs > pgr) = 1 bleibt. Weiterhin ist die groffe Einfachheit der einzelnen
Iterationsschritte bei dem Verfahren von Vorteil. Ein Nachteil ist allerdings die unter Umsténden
recht langsame Konvergenz.

Wir stellen die Anzahl der Rechenoperationen pro Iterationsschritt in Tabelle [I0.1] zusammen.
Die Vergleichszahlen fiir die Simplexmethode (in der sogenannten ,,modifizierten Form“) stammen
von Arden [4].
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Tabelle 10.1: Anzahl der Rechenoperationen pro Iterationsschritt fiir das Verfahren (VF) und die
Simplexmethode.

Berechnung von ‘ Additionen Multiplikationen Divisionen
Y- n-d n-d -
P 4 - 1
T 1 1 -
Try1 d 2-d -
Insgesamt d-(n+1)+5 d-(n+2)+1 1
Simplexmethode | (d+1)-(n+6-d+6) (d+1)-(n+3-d+3) 3-d+2

Der Vergleich ist allerdings nicht ganz statthaft. Bei der logisch komplizierteren Simplexmethode
héngt die Rechenzeit aukerordentlich davon ab, wie gut das Programm den speziellen Eigenschaften
der Rechenanlage angepafst ist.

Um das Verfahren (VF)) einfacher zu gestalten, formulieren wir das Problem (|10.1)) in der Form
ij~(aj,ai> =0 i=1,...,n
j=1

pj 20, ij =1,
j=1

wir bilden also die Gauk-Transformierte A- AT der Matrix A = (ay, .. ., an)T. Die beiden Aufgaben
(10.1)) und (10.2) sind offenbar einander dquivalent.

(10.2)

Mit
zi(r) = Zp§'r) aj,ai) = (v, a;)
=1
und
T
Zp = (ZY),. ,z,ﬁ)
wird dann

n
1=

Zr41 = (<xr+17ai>) 1= Mr -2+ (1 - NT) : (<ajm ai>)?=1 )

wobei j,. der Index des aus einer passenden Auswahlmenge bestimmten Elements von M ist.
Weiterhin ist

Hx’l‘+1H2 = Hr - <xrva'jr> +1—pr = pr ZJ(T) +1— p.

Damit erhalten wir die in Tabelle [[0.2] angegebenen Rechenoperationen.Die Reduktion der Anzahl
der Rechenoperationen geht zu Lasten des bendtigten Speicherraumes. Man braucht bei dieser
Transformation etwa n? Speicherplitze.

49



Pro Iteration wird jeweils nur eine Spalte der Gauf-Transformierten von A benétigt. Das
bedeutet, dafs man die Matrix auf einem langsamen Speichermedium abspeichern kann und nur
die jeweils benétigte Spalte im Hauptspeicher mitfiihrt.

Tabelle 10.2: Anzahl der Rechenoperationen pro Iterationsschritt fiir die vereinfachte Version von

(VE).

Berechnung von ‘ Additionen Multiplikationen Divisionen

s - - -

Hor 4 - 1
112 1 1 -
Tri1 n 2-n -
Insgesamt n+5 2-n+1 1

Wir betrachten ein Beispiel:

Beispiel 10.1 Dieses Beispiel stammt von Hadley [54], Chap. 12, Problem 12-15]. Es ist d = 8
und n =19 (in der homogenen Form ). Die Koeffizientenmatriz ist in Tabelle[10.3 zu finden.

Nachdem die a; und b auf die Linge 1 normiert worden waren, wurde die Gauf-Transformation
durchgefiihrt und iteriert. Nach 34 Iterationen war eine Losung gefunden. Die dazu benétigte
Rechenzeit an der Rechenanlage CDC 6400 der RWTH Aachen betrug 0.050 Sekunden (reine
CP-Zeit). Dieselbe Aufgabe benditigte mit der Simplexmethode 4 Iterationen in 0.053 Sekunden.

Zur genaueren Untersuchung wurde weiteriteriert. In Abbildung ist die Anzahl der
Iterationen aufgetragen, die benétigt wurden, um ||z, ||* um jeweils eine Zehnerpotenz zu verkleinern,
Bei ||z ||* < 1072 kommt man in die Nihe der Maschinengenauigkeit (etwa 14 Dezimalstellen)
und die Ergebnisse sind nicht mehr sinnvoll. Die Genauigkeit von 10~12 wurde nach 0.33 Sekunden
erreicht.

Wie man sieht, nihert sich die Anzahl der zur Steigerung der Genauigkeit um eine Zehnerpotenz
erforderlichen Iterationsschritte dem Wert 278. Daraus kann man mit eine obere Schranke
fiir |a| errechnen. Es ist || < 0.09083. Das bedeutet, dafi es einen Vektor y gibt, so dafi der
Winkel zwischen y und den a; beziehungsweise —b grofer ist als 84.39°. Das Problem gehért also
zu den fiir das Verfahren nicht giinstigen Beispielen.

In einem weiteren Beispiel soll gezeigt werden, wie sich das Verfahren des Abschnitts [ auf
den endlichen Fall ibertragt.

Beispiel 10.2 Gesucht ist der maximale Figenwert \* der Matrix

1 0 0 1
21 0 0
A= 0 210
0 0 21

Hall und Porsching [53] errechneten \* = 2.681 787.
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Tabelle 10.3: Koeffizientenmatrix fiir Beispiel

1 2 3 4 5 6 7 8
x| 25 0 0 1 0 0 0 0
aa | 15 0 0 0 1 0 0 0
a3 | 10 0 0 0 0 1 0 0
a 5.0 0 0 0 0 1 0
as | -4 0 0 0 0 0 0 1
ag o 15 1 1 0 0 0 0
ar o 5 1 0 1 0 0 0
as o o 1 0 0 1 0 0
ag o -5 1 0 0 0 1 0
ap| 0 -14 1 0 0 0 0 1
an| 1 0 0 0 0 0 0 0
a2 0O 1 0 0 0 0 0 0
a3 0 0 -1 0 0 0 0 0
as| O O 0O 1 0 0 0 0
as| 0 0O 0 0 1 0 0 0
ag| O 0O 0 0 0 1 0 0
aiz| O 0O 0 0 0 0 1 0
as| 0O 0 0 0 0 0 0 1
b O o0 8 2 4 4 5 3

Mit dem Startvektor xo = (1,1,1,1)" erhdlt man nach Satz die Finschlieffung
2 <A <3

dx(x0) = ||A 20— \-20||? ist minimal fiir \g = 2.75. Nach fiinf Iterationen wird A-x5—\g-z5 < 0,
also ist wieder Satz[{.9 anwendbar. Es ergibt sich die Einschliefung

2.572 549 < \* < 2.742 612.
oda(xs5) ist minimal fiir Ay = 2.692 243 mit ¢y, (x5) = 0.000 847.

Demgegendiber lieferten zehn Iterationen mit dem Verfahren von v. Mises — der Rechenaufwand
zweier Iterationen dieses Verfahrens entspricht etwa dem einer Iteration des Verfahrens -
die Finschliefung

2.648 940 < A* < 2.715 440.

Das Verfahren von v. Mises ist also hier tberlegen. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daf die
Methode des Abschnitts[4] nicht von der Vielfachheit des gesuchten Figenwerts beziehungsweise
von der Lage der anderen Figenwerte beziiglich des gesuchten abhdngt.

Es ist moglich, die Konvergenz des Verfahrens (VE]) unter Umsténden zu verbessern. Ist a = 0
(beziehungsweise |« klein), dann miissen gewisse pjT mit r — oo gegen Null streben. Mit anderen

o1



Worten: Es wird ein linearer Teilraum identifiziert, so daf die fiir die Losung in Frage kommenden
a; in diesem Teilraum liegen (vgl. auch Satz(7.5)). Iteriert man nun nach (VF)), dann werden nach
einer gewissen Anzahl von Iterationen einige der pjr) klein gegeniiber den anderen sein. Startet

man erneut mit einem Startvektor, der sich nur aus denjenigen a; zusammensetzt, fiir die die py)
grof sind, dann ist eine Beschleunigung der Konvergenz zu erwarterﬂ

Deggin [30] untersuchte diese und andere Moglichkeiten zur Konvergenzverbesserung an einigen
Beispielen. Bei der Aufgabe aus Beispiel liegt das Quadrat der Norm des Defekts nach 20
Iterationen zwischen 1072 und 1073. Startet man erneut wie beschrieben mit einem neuen
Startvektor, dann verschlechtert sich das Ergebnis zunéichst auf 10~!, jedoch bereits nach zehn
weiteren Iterationen wird eine Genauigkeit von 107% erreicht.

1Siehe hierzu auch [36].
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Abbildung 10.1: Anzahl der Iterationsschritte, die erforderlich sind, um ||z.||? auf |z,||*/10 zu
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Kapitel 11

Das Verfahren von Agmon

Zum Abschluf soll das Verfahren (VF)) mit der Methode von Agmon [2] verglichen werden. Bei
dieser Methode versucht man, das Problem

Gesucht ist ein Vektor z € R?, so daf

<CLj,£U> ij j=1,...,n (11.1)
zu 18sen. Dabei sei wieder ||a;|| = 1 fiir alle j.
Ausgehend von einem beliebigen Startvektor 2y € R? setzt man fiir » = 0,1,... — falls ,

nicht bereits Losung von (11.1)) ist —

Trp1 = T — 0 - ((r,a5,) = b;,) - 4,
wobei o ein fest gewdhlter Relaxationsfaktor mit 0 < o < 2 ist und j,. so bestimmt, dafl
(®y,a; ) — b;, minimal ist.

Interessant an diesem Verfahren ist, daf es — falls 16sbar ist — in jedem Falle nach endlich
vielen Schritten abbricht und daf die Konvergenz dann stets von der Ordnung O(6") ist, wo
0 < 6 < 1. 0 ist dabei nicht so einfach geometrisch charakterisierbar wie a.. Vielmehr héngt 6 davon
ab, wo der Grenzwert der Folge {z,} beziiglich der durch die Ungleichungen definierten
Hyperebenen (a;, x) = b; liegt. Es wird bei der Definition von 6 wesentlich benutzt, daf die Anzahl
der Ungleichungen endlich ist, weshalb sich das Verfahren auch nicht verallgemeinern kafst.
Eine eingehende Untersuchung von 6 fiir verschiedene Vektornormen findet man bei Hoffman [62].

Wiéhlt man xy € cone ({a;}), dann ist auch z, € cone ({a;}) wegen (z,,a;,) —b;. <0, falls
x, keine Losung von ist. Ist nicht l6sbar, dann lassen sich keine sinnvollen Schliisse
aus dem Verhalten der Iterierten ziehen. Sicher kann dann die Folge der z, nicht konvergieren.
Wenn nicht 16sbar ist, gibt es ndmlich eine Zahl § > 0, so daf fiir jedes r gilt

mén((ac,,,aﬁ —b;j) < —o.
Dann ist

i =@l = 0% ((@rsa5,) = by,)* = 0% - 62

Wir betrachten ein einfaches Beispiel:
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Beispiel 11.1 Vorgelegt sei das Ungleichungssystem

S & 1
V2 V2T V2

&1 > 0

& > 0.

Wir wdhlen als Startvektor xo = ©s.

1. Firo=1 wird

1 1 1 0
;plz—g- 1 s :C2:—§~ 1 5 LC3::L‘0:@2.

Die Folge der Iterierten durchliuft also einen Zyklus.

3
2. Istog = 3 dann hat die Folge der x, die drei Haufungspunkte

) (5) ()

3. Setzt man schliefflich o = 2, dann ist fir k=0,1,...

k —k—-1 k+1
T3k = k 9 x3k§+1 = —k _ 1 ) x3k+2 = —k _ 1 .

also {xz,} divergent.

Es sind damit alle Méglichkeiten der Nichtkonvergenz gegeben.

Von Vorteil erscheint bei dem Verfahren von Agmon, daf die lineare Konvergenz in jedem Falle
garantiert ist, wenn tiberhaupt Konvergenz vorliegt. Nun ist aber die Konvergenzgeschwindigkeit,
beziehungsweise der Wert von 6, nur sehr schwer geometrisch zu interpretieren. Man kann also —
aufer fiir & = 0 — nicht sicher sein, daf das Agmonsche Verfahren besser konvergiert als .
a = 0 bedeutet aber, daf schon bei einer kleinen Anderung der Problemdaten das Problem
unlésbar wird. In diesem Falle wiirde das Agmonsche Verfahren nicht konvergieren. Man kann
also erwarten, daf fiir kleines |a| auch bei dem Verfahren von Agmon Schwierigkeiten auftreten.

Ein numerischer Test mit dem Beispiel[I0.1]in der homogenen Version ergab als untere Schranke
fiir  den Wert 0.9918, falls o = 1 gewéhlt wurde. Zur Erreichung einer Genauigkeit von 107!
benoétigte das Verfahren von Agmon 1 921 Iterationen, das Verfahren (VF) 1836.

Liegt bei dem Verfahren langsame Konvergenz vor, dann kann man daraus schlieffen,
daf || klein ist, eine Situation, die auch bei der Anwendung der Simplexmethode zu Schwierig-
keiten fiihren kann. Durch Rundungsfehler kann es fiir kleines |«| durchaus geschehen, daf die
Simplexmethode mit einer falschen Aussage iiber die Losbarkeit abbricht.

%)



Kapitel 12

Lineare Ungleichungssysteme in der
numerischen Mathematik

Es gibt eine Reihe von Anwendungen linearer Ungleichungssysteme in der numerischen Mathe-
matik, von denen wir hier einige kurz skizzieren wollen. Naheliegend ist natiirlich, dafs lineare
Ungleichungssysteme im Zusammenhang mit linearen beziehungsweise konvexen Optimierungsauf-
gaben Bedeutung haben. Es sei nur eine Aufgabe genannt, die eine grofe praktische Bedeutung
hat, ndmlich die Identifikation redundanter Ungleichungen eines linearen Ungleichungssystems

d
E aij-ijbi, Z:].,,TL
j=1

Die erste dieser Ungleichungen heifit (streng) redundant, wenn das Ungleichungssystem

d
E ayj-x; < by,
Jj=1

d
E Qi - Ty
j=1

nicht 16sbar ist. Eine redundate Ungleichung kann weggelassen werden, ohne die Menge der
Losungen des Ungleichungssystems zu dndern. Praktische Bedeutung hat diese Frage bei der
Reduktion grofier linearer Ungleichungssysteme, wie sie bei linearen Optimierungsaufgaben auf-
treten. Zur Identifikation einer redundanten Ungleichung mufs man also zeigen, dafl ein gewisses
Ungleichungssystem nicht 16sbar ist. Eine Unlosbarkeitsaussage kann man aber mit bereits
nach endlich vielen Schritten erhalten. Um eine Ungleichung eines Ungleichungssystems grob auf
Rdundanz zu testen, kann man etwa eine vorgegebene Anzahl von Iterationsschritten mit
ausfiihren. Bricht das Verfahren dabei ab, ist die fragliche Ungleichung redundant. Andernfalls
mufs man sich {iberlegen, ob man ein schirferes Kriterium anwenden oder aber die Frage auf sich
beruhen lassen méchte.

V
s
<
|
vl\?

3

Lineare und rationale Tschebyscheff-Approximationsprobleme kann man auch auf lineare
Ungleichungssysteme zuriickfithren [I9] S. 73 und S. 170]. Das Kolmogoroff-Kriterium [78], Satz
16 bis 18] charakterisiert die beste Approximierende durch ein lineares Ungleichungssystem.
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Collatz [22], §25.6] gibt an, wie man durch Lésung eines Ungleichungssystems Schranken fiir
die Minimalabweichung finden kann. Auf lineare Ungleichungssysteme kann man insbesondere
Approximationsprobleme mit Vorteil zuriickfithren, wenn noch zusédtzliche Nebenbedingungen
vorgegeben sind (positive Approximation [7T, [73]).

Weitere Anwendungen finden sich im Gebiet der monotonen Operatoren und der Operatoren
monotoner Art. Sei etwa T' = T} + T3, T} isoton, T antiton, ein monoton zerlegbarer Operator
[22, §21.2]. Zur Einschliefung einer Losung von «w = Tu + r sucht man Funktionen vy, wg mit

Vo S Tl’Uo + T2w0 —+1r S T1U)0 + TQUO —+7r S wo.

Sind dabei 77 und 75 lineare Operatoren und setzt man vg =Y ¢; - ¢, wo = Y. dj - ¢;, so erhalt
man ein lineares Ungleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢; und d; (das natiirlich nicht unbedingt
losbar sein muf).

Ebenso kann man versuchen, die Losung einer linearen Operatorgleichung T'uw = r durch einen
Ansatz u =) ¢; - ¢; einzuschliefen, wenn 7" von monotoner Art ist [22, §21.1, §23]. Zu 16sen ist
dann das lineare Ungleichungssystem

Z Cj T¢J
Z dj . T¢J Z T.

Bei einer Matrix kann man héufig {iber das sogenannte Zeilensummenkriterium (beziehungsweise
das schwache Zeilensummenkriterium) testen, ob monotone Art vorliegt. Daneben gibt es aber
einen allgemeineren Test, der auf ein lineares Ungleichungssystem fithrt [22, §23.1, Satz 1]. Die

Matrix
1 -2
1 1

geniigt beispielsweise nicht dem Zeilensummenkriterium, jedoch dem allgemeineren Satz, ist also
von monotoner Art.

IA

r,

Es sei C C R? eine abgeschlossene beschriinkte konvexe Menge, f : R? — R? eine stetige
Funktion. F(z) = (f1(z),..., fa(x)) . Gibt es dann ein y € int C mit

(y—z,F(z)) >0 fiir alle x € bd C,

dann hat das Gleichungssystem F(z) = ©,4 eine Losung in C' [88, Theorem 6.3.4]. Beschriankt man
sich auf eine Menge C, die durch ein lineares Ungleichungssystem dargestellt wird, dann kann man
durch Losung eines linearen Ungleichungssystems Nullstellen eines nichtlinearen Gleichungssystems
einschlieffen.
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