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Je le vois, mais je ne le crois pas!
Georg Cantor (1845 — 1918)
nach [30, S. 33]

1 Einleitung

In seinem Buch iiber Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft schreibt Hermann Weyl
[38, S. 89 f.]:

Will man zum Schluf} ein kurzes Schlagwort, welches den lebendigen Mittelpunkt der
Mathematik trifft, so darf man wohl sagen: sie ist die Wissenschaft vom Unendli-
chen. Die Spannung zwischen dem Endlichen und Unendlichen fiir die Erkenntnis der
Wirklichkeit fruchtbar gemacht zu haben, ist die grofle Leistung der Griechen. Welche
Bedeutung diese Spannung — und die Versuche zu ihrer Uberwindung — fiir die Ge-
schichte der theoretischen Erkenntnis besafl und besitzt, sollte hier fithlbar gemacht
werden. ,Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemiit der
Menschen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den Verstand
so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie kein anderer
Begriff so der Aufklirung bediirftig.“ (Hilbert, Uber das Unendliche) [23].

Wenn wir diese Beschreibung der Mathematik aber als korrekt hinnehmen, entsteht ein Problem:
Die Natur ist endlich. Wie kann dann die ,,Wissenschaft vom Unendlichen“ die ,Sprache der
Natur® sein? Heute wollen wir dieser Frage nachgehen.

Wir beginnen ,,zum Aufwirmen“ mit zwei einfachen Mathematikaufgaben iiber unendliche Rie-
hen. Die erste behandelt die sogenannte geometrische Reihe, das ist ein Ausdruck der Form

Gr)=1+z+a?+a3+2*+---.

Hierbei sollten wir annehmen, dafl x eine relle Zahl ist, deren Absolutbetrag echt kleiner als 1 ist.
Die drei Punkte bedeuten eigentlich nur ,,und so weiter”, das heifit, man kann sich leicht denken,
wie die Reihe weitergehen soll. Wichtig ist, dafl dieser Prozefl als unendlich fortgesetzt gedacht
wird. Aristoteles hétte hier erhebliche Einwénde gehabt, und derlei wurde erst in der Neuzeit
vorsichtig untersucht, etwa von Leibniz.

Wir kénnen sehr leicht einen ,Indizienbeweis® fiihren, dafl der durch diese Reihe gegebene Aus-
druck seinen guten Sinn hat, und wir kénnen der Reihe auch einen ,, Wert“ zuweisen. Wenn wir
den Ausdruck z - G(x) bilden, dann erhalten wir

z-Ga)=r+2*+28+2* +2°+ .
Das heif3t aber, es ist
1+z-Gx) = G(z),

und daraus errechnet man unmittelbar

Dies ist kein mathematischer Beweis, insbesondere machen wir uns des logischen Fehlers der
petitio principi schuldig, um zu zeigen, dafl G(z) ein wohlbestimmter Wert ist, setzen wir dies



erst einmal voraus und rechnen mit diesem Phinomen ein wenig grofiziigig und erhalten dann
einen Ausdruck, der einen guten Eindruck macht. Man kann aus unserem ,, Indizienbeweis* einen
gerichtsfesten Beweis konstruieren, indem man nicht mit der Reihe G(z), deren Existenz ja in
Frage steht, operiert, sondern mit der endlichen Reihe

Gun@)=14z+2* +2° 4+ + 2™

Wenn wir dies tun, dann erhalten wir Resultate die wohlbestimmt sind und aufler jedem Zweifel
stehen. Dann, zum Schluf}, miissen wir uns iiberlegen, was geschieht, wenn n iiber alle Grenzen
wéchst. Diesen ,ordentlichen® Beweis werde ich hier nicht fiithren, er ist in jedem Lehrbuch der
Mathematik (oder im Internet) unter dem Stichwort ,, Geometrische Reihe“ zu finden. Wir werden
die geometrische Reihe bald noch einmal benétigen.

Nun ist eine solche konvergente unendliche Reihe eigentlich uninteressant. Wir sehen uns eine
zweite Reihe an, die auch einen schonen klassischen Namen tragt, die harmonische Reihe:

11 1
H=1+-42+>+--
otz t

Unsere Studenten lernen sehr frith — noch im ersten Semester — daf§ diese Reihe nicht konvergiert.
Der Beweis dieser Tatsache ist so einfach, dafl wir ihn uns ansehen wollen. Es ist

t1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

H = 14 -4-4-4-4+-4-4= - T T I ST
+2+3+4+5+6+7+8+9+10+ + +13+ +15+16
N——
>1 >1 >1
> 1+1+}+1+1+
2 2 2 2 ’

und es wird klar, warum die Reihe nicht konvergieren kann. Man kann, wenn man der formalen
Herleitung nicht traut, einfach einmal ausrechen, wie es denn um die Divergenz der Reihe, also um
ihre Nichtkonvergenz, bestellt ist. Man stellt fest, daf die bis zu einem gewissen n ausgerechnete
Summe in der Tat sténdig wichst, aber dal der Zuwachs immer kleiner wird, die Reihe divergiert
irritierend langsam. In Tabelle 1 sind die Teilsummen der Reihe fiir 1 bis 10 Millionen Summanden
aufgefiihrt. Man sieht einen Fortschritt, aber der ist sicher nicht iiberwéltigend!

n H,
1 000 000 14.3927267228657
2 000 000  15.0858736534257
3 000 000 15.4913386782006
4 000 000 15.7790207089857
5 000 000 16.0021642352999
6 000 000 16.1844857754272
7 000 000 16.3386364433497
8 000 000 16.4721678270456
9 000 000  16.5899508557576
10 000 000  16.6953113658599

Tabelle 1: Partialsummen H, =1+ % + % +--+ % der geometrischen Reihe.

Nun stellen wir uns eine ,,mathematische“ Frage:



Die Partialsummen der harmonischen Reihe wachsen an, das heifit, sie iibertreffen
irgendwann jede vorgegebene natiirliche Zahl. Kann es sein, dafl einmal eine der Par-
tialsummen genau ganzzahlig ist?

An dieser Stelle zumindest hétte Aristoteles lebhaft protestiert. Wir stellen hier eine Frage, die
die Gesamtheit der Zwischensummen betrifft, und diese Gesamtheit ist unendlich. Etwas anders
gesehen: Wir haben hier wieder eine dhnliche Situation wie bei der Goldbachschen Vermutung
(Teil 4 der Veranstaltungsreihe). Wenn es eine solche Zwischensumme gibt, dann kénnte man sie
— vorausgesetzt sie ist im ,zuginglichen“ Bereich der natiirlichen Zahlen — finden, indem man
einen Computer hinreichend lange laufen 148t. Wenn allerdings das Experiment negativ ausfillt,
dann besagt dies nichts, entweder hétten wir noch weiter rechnen miissen oder es gibt keine solche
Zwischensumme.

Man konnte einen dialektischen Beweisversuch unternehmen. Stellen wir uns vor, ein Proponent
P behaupte, es gebe eine ganzzahlige Zwischensumme, ein Opponent O hingegen bestreitet das.
Es koénnte sich eine Diskussion etwa folgender Art entwickeln:

P Die Zwischensummen werden unbeschréinkt immer grofler. Dies besagt, dafl sie jede vorge-
legte natiirliche Zahl irgenwann {ibertreffen, aber da die Zuwéchse % immer kleiner werden, tun
sie das in stdndig kleiner werdenden Schritten. Es miifite schon recht seltsam zugehen, wenn sie
nicht irgendwann einmal eine der natiirlichen Zahlen genau treffen wiirden.

O Wenn wir die Zwischensummen auf einen Hauptnenner bringen wiirden, dann wére dieser
gleich dem Produkt 1-2-3-----n, das heifit, der Nenner enthélt alle Zahlen bis n als Faktor.
Der Zé#hler besteht dann aus Summanden dhnlicher Produkte wie der Nenner, nur dafl in jedem
Summanden ein Faktor fehlt. Betrachten wir zum Beispiel n = 7. Hier ist

2 3 4 5 6 7
2.3-4-5-6-7 1-3-4-5-6-7 N 1-2:4-5-6-7 N 1-2:3.5-6-7 N
1-2-3-4-5-6-7 1-2-3-4-5 1-2:3-4-5-6-7 1-2:3-4-5-6-7
N 3-4-6-7 N 1-2- 5.7 N 1-2:3-4-5-6
1-2.3.4-5-6-7 1-2:3.4.5-6-7 1-2.3-4-5-6-7

40 + 252 1 12 1 4 2 1
_ 5040 + 2520 + 1680 + 1260 + 1008 + 8 0+70: 3068:@:2.59285714285714--
5040 5040 140

<67
3.4-

Bei der Addition der Summanden des Zihlers wird die Teilbarkeit der Summe uniibersichtlich,
das heifit, wir konnen die Summe im Zéahler als eine Art ,,Zufallszahl“ ansehen. Daf§ aber zufillig
gerade diese Zahl durch sdmtliche Zahlen bis n dividierbar ist, ist doch sehr unwahrscheinlich,
wenn nicht gar unmoglich.

P  Die Wahrscheinlichkeit mag gering sein, aber wir haben ja unendlich viele Versuche frei,
fiir jedes m einen. Diese Versuche sind nicht einander ausschliefend, und die Berechnung einer
verniinftigen Wahrscheinlichkeit ist nicht ganz einfach, méglicherweise sogar nicht moglich, aber
bei der unendlichen Anzahl der Versuche kann man davon ausgehen, dal die Wahrscheinlichkeit,
dafl es doch dann irgendeinmal klappt, sehr hoch, ja fast sicher ist.

O Das ist ein Argument, wie man es héufig antrifft, und dadurch wird es nicht schliissiger.
Ich behaupte, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl die Zwischensumme ganzzahig ist, Null ist. Du
versuchst zu argumentieren, dafl 0 X co eine Zahl ist, die Du fiir Deine Argumentation als giinstig
ansiehst. Ich hingegen behaupte, dafi 0 x oo = 0 ist und bleibt. Mit anderen Worten: Wahrschein-
lichkeit 0 bedeutet Unmoglichkeit, also ist ihre Negation die Wahrheit.



Im iibrigen ist das Argument auch schon deshalb nicht schliissig, weil die fragliche Teilbarkeits-
aussage nicht fiir alle n gleichwahrscheinlich ist. Je grofier n wird, desto mehr Faktoren hat man
im Nenner, so dafl es mit wachsendem n immer unwahrscheinlicher wird, da der Zahler durch
alle diese Faktoren teilbar ist.

P Zunidchst einmal: Man kann in jedem besseren Lehrbuch iiber Wahrscheinlichkeitstheorie
nachlesen, dafl Wahrscheinlichkeit 0 eben nicht Unmdoglichkeit bedeutet, die Sache ist komplizier-
ter. Aber sehen wir davon ab und fragen uns lieber wie es mit der Teilbarkeit fiir grofie n ist. Im
Gegenteil, der Ziahler muf} schneller wachsen als der Nenner, denn schliellich mufl der Bruch jede
vorgegebene Zahl einmal iibertreffen, also wird der Ziahler irgendwann gegeniiber dem Nenner
gigantisch, und damit steigt die Wahrscheinlichkeit, dafl er durch alle Faktoren des Nenners — fiir
wirklich grofle n ist dies eine vergleichsweise geringe Anzahl — teilbar ist.

Das Gericht beschlie3t, sich zu vertagen und einen Gutachter, einen Mathematiker, zu bestellen.
Dieser [32] schreibt erst einmal an eine Wandtafel die Bruchdarstellungen von H,, fiir n = 2 bis
n = 6 an (Tabelle 2). Hier meldet sich der Proponent zu Wort und weist darauf hin, daf§ fiir
n = 6 zwar die Zwischensumme nicht ganzzahlig sei, aber immerhin ein sehr einfacher Bruch,
so daf} es nicht unwahrscheinlich erscheint, dal irgendwann einmal eben doch eine ganze Zahl
herauskomme.

n H,, (Bruch) H,, (gekiirzt) H,, (Dezimal)
2 1+%=2;1 0.5
3 1+%+% _ W 1.833 333 333
4 1+%+%+32W 2.083 333 333
5 1+%+%+%+%:60+30+zg+15“2 2.983 333 333
. 1+%+%+i+%+%:60+30+206+015HQ+10 s

Tabelle 2: Die Summen H,, fiir N = 2 bis n = 6.

Der Gutachter [32, Nr. 27] weist die Prozefibeteiligten auf eine Beobachtung hin. In der gekiirzten
Darstellung sind die Summanden im Zahler alle gerade bis auf genau einen. Wenn dies immer
so ware, dann wére unsere Frage entschieden. Der Zéhler wiare dann immer ungerade und der
Nenner wire immer gerade, denn der Hauptnenner enthélt immer mindestens einen Faktor 2.
Wir haben also jetzt eine Hypothese, die zu beweisen ist.

Zum Beweis betrachten wir demgem#f nur die Teilbarkeit von Zahler und Nenner durch 2. Wie-
viele Faktoren 2 enthélt der Nenner zunéchst? Es gibt ,regulire® Zweien, das ist etwa der Faktor



2, der Faktor 6, der einen Faktor 2 enthilt, der Faktor 8, der drei Faktoren 2 enthélt der Faktor
14, der wieder einen Faktor 2 enthilt und so weiter. Eine gesonderte Behandlung erfihrt die
maximale Zweierpotenz, die in dem Produkt 1-2 - - n enthalten ist. Eine Zweierpotenz ist eine
Zahl, die durch fortgesetzte Multiplikation mit 2 entsteht, also neben der 2 selbst 4 = 2 -2 = 22
8§ =2.2.2 =23 16 = 2% und so weiter. Im Nenner fiir n = 100 ist als maximale Zweierpotenz
26 = 64 als Faktor enthalten, 27 = 128 wiire bereits grofier als 100 und kann nicht als Faktor
auftreten. Fiir n = 1 000 wire die maximale Zweierpotenz 2° = 512.

Nun betrachten wir die im Z&hler stehenden Summanden. Der k-te (k= 1,2,...,n) dieser Sum-
manden ist ein Produkt der Form 1-2-(k—1)-(k+1)----n, also das Nennerprodukt, wobei gerade
k ausgelassen wurde. Wenn k die maximale Zweierpotenz < n ist, dann enthélt der betreffende
Summand nur die ,reguldren“ Zweien, und diese kénnen alle abdividiert werden, denn der Nen-
ner enthélt ja alle Zweien, also insbesondere auch die reguldren. Was dann von dem Summanden
bleibt, ist eine ungerade Zahl, denn die maximale Zweierpotenz ist in dem Summanden nicht also
Faktor enthalten, und die reguléren Zweien sind abdividiert worden.

Was ist nun mit den anderen Summanden des Zahlers? Diese enthalten als Faktor die maximale
Zweierpotenz, dafiir aber moglicherweise einige der reguléren Zweien nicht. Jede der Zahlen von
1 bis n — mit Ausnahme der maximalen Zweierpotenz — hat aber echt weniger Zweien als Faktor,
als die maximale Zweierpotenz. Denn hétte eine dieser Zahlen die maximale Zweierpotenz als
Faktor, dann miifite sie noch mindestens einen anderen Faktor enthalten, sonst wére sie ja die
maximale Zweierpotenz, und dann wéire sie grofler als n, was nicht sein kann. Damit lassen sich
auch die anderen Summanden ohne Rest durch alle regulédren Zweien dividieren, und es bleibt
dabei noch mindestens ein Faktor 2 iibrig, also sind diese Summanden alle gerade.

Was lernen wir aus dieser Geschichte? Es gibt fiir eine solche zahlentheoretische Frage drei
Moglichkeiten: entweder gibt es einen Beweis, daf} eine gewisse Eigenschaft fiir alle natiirlichen
Zahlen zutrifft, oder wir kénnen ein Gegenbeispiel finden oder aber — und das war bei dem Gold-
bachschen Problem oder dem 3n + 1-Problem von Collatz der Fall — beides ist nicht der Fall, die
Frage mufl — vielleicht fiir immer — unentschieden bleiben. Hier haben wir nun den zweiten Fall
vorliegen, wir sind hier in der gliicklichen Lage, eine Aussage zu machen, die fiir alle natiirli-
chen Zahlen zutrifft: Fiir kein n ist H,, ganzzahlig. Aristoteles wiirde an dieser Stelle wohl recht
nachdenklich werden!

2 Ein Blick in die Geschichte

2.1 Die griechische Antike

Wenden wir uns wieder — wie auch in den anderen Veranstaltugen — der Geschichte zu. Wir
hatten bereits in Teil 1., Abschnitt 2.2 Zenon von Elea (490 v. Chr. (?) — 430 v. Chr.) und seine
irritierenden Paradoxa der Unendlichkeit kennengelernt.

Auf Pythagoras von Samos (um 540 v. Chr.) fiihrt man die mathematisch-religiése Sekte der
Pythagoreer zuriick. Diese hatten eine gewaltige Entdeckung gemacht: Der Wohlklang der durch
eine Saite erzeugten Tone zueinander hangt von den Léngenverhéltnissen der Saite ab. Wir hatten
uns dariiber in der ersten Veranstaltung (Abschnitt 1.4) bereits unterhalten. Man weify wenig tiber
die Pythagoreer, und es gibt sehr viele offenbare Legenden um diese Sekte [6, 6. und 7. Kapitel].



Es hat den Anschein, als ob unter den Pythagoreern eine gewisse ,,Zahleneuphorie“ herrschte. In
den Fragmenten des Philolaos von Kroton findet man [7, S. 477]

Und wirklich hat alles, was erkannt wird, Zahl. Denn es ist unmdoglich, dafi ohne diese
irgend etwas im Denken erfafit oder erkannt wird.

Es war fiir die Pythagoreer — und fiir die gesamte griechische Philosophie — ein Schock, als
man entdecken mufite, dafl es geometrische Gebilde gibt, die ganz einfach sind, aber nicht durch
Zahlen ausdriickbar. Fiir ein gleichseitiges rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenldngen 1 hat
die Hypothenuse die Linge /2, wie wir heute sagen wiirden. In dem Dialog Menon fiihrt Sokrates
seine Methode des Wiedererinnerns an einem (unwissenden) Sklaven vor [31, Band I, 82 C — 85 B].
Gegenstand des Dialogs ist die Konstruktion eines Quadrats, welches den doppelten Flidcheninhalt
eines gegebenen Quadrats mit der Seitenléinge 1 hat. Sokrates fithrt den Sklaven. In der Zeichnung
in Abbildung 1 ist das gegebene Quadrat schwarz eingezeichnet. Errichtet man das Quadrat mit
der Seitenléinge der Diagonale, so erhéilt man ein Quadrat des vierfachen Inhalts (rot umrandet),
wie man leicht durch Zerlegung in kongruente Dreiecke sieht. Es handelt sich hier um einen
Spezialfall des Satzes von Pythagoras fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenldngen 1
(die Fliche ist schwarz dargestellt), die beiden Kathetenquadrate sind in der Abbildung blau
markiert, das Hypothenusenquadrat rot.

Die Diagonale des Ausgangsquadrats beziehungsweise die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks
mit den Kathetenldngen 1 hat die Hypothenusenlédnge \/ﬂ , wie sich aus dem Satz von Pythagoras
(den Pythagoras selbst wohl kaum in voller Allgemeinheit kannte) ergibt.

Schon sehr frith konnte man einsehen, dafl die Seitenlénge des Quadrats mit dem Flécheninhalt
2 nicht durch eine rationale Zahl ausdriickbar ist. In unserer Terminologie heifit das, die v/2 ist
irrational.

Zum beweis Man nimmt (filschlich) an, v/2 sei rational, als v2 = p/q mit natiirlichen
Zahlen p und g. Wir setzen zudem voraus, da3 der Bruch p/q gekiirzt sei, das heifit, p und
2

q enthalten keine gemeinsamen Teiler. Quadrieren liefert 2 = 5—2 oder
2 2
pT=2-q.

Denmach ist das Quadrat von p eine gerade Zahl. Dann muf} aber auch p eine gerade Zahl
sein, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl ist immer ungerade (Eine ungerade Zahl hat
die Form p = 2k + 1 mit einer natiirlichen Zahl k, damit ist p? = 4k® 4 4k + 1 ungerade). Es
muf} also p = 2k sein mit einer natiirlichen Zahl k. Dann ist aber

=2k =4k =2

also g2 = 2-k?, damit wire g ebenfalls gerade, was unserer Voraussetzung, da8 p und ¢ keine
gemeinsamen Teiler haben sollten, widerspricht.

Nach Platons Theaitetos [31, Bd. II, 147 D] hat Theodorus von Mykene (um 460 — um 399 v.
Chr.) beweisen, dafl auch die Quadratwurzeln aus 3, 5, ...bis 17 irrational sind.

Eine besondere Ironie der Geschichte: Das Erkennungszeichen der Pythagoreer, das Pentagramm
oder das regelmifige (Stern-) Fiinfeck [6, S. 178, 206] basiert auf dem Goldenen Schnitt, und
dieser ist ebenfalls irrational. Das Pentagramm oder der Drudenfufl steht bis auf den heutigen
Tag fiir Magie. Man erinnert sich an die Zeile in Goethes Faust (Z. 1396)

Das Pentragramma macht dir Pein?
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Abbildung 1: Konstruktion nach Menon.

Der Neuplatoniker Proklos (411 — 485) berichtet eine Anekdote [6, S. 183]:

Man sagt, daf3 derjenige, welcher zuerst die Betrachtung des Irrationalen aus dem
Verborgenen in die Offentlichkeit brachte, durch einen Schiffbruch umgekommen sei,
und zwar weil das Unaussprechliche und Bildlose immer verborgen werden sollte, und
dafl der, welcher von ungefidhr dieses Bild des Lebens beriihrte und aufdeckte, an den
Ort der Entstehung versetzt und dort von den ewigen Fluten umspiilt wurde. Solche
Ehrfurcht hatten die Manner vor der Theorie des Irrationalen.

Was hat nun die Irrationalitdt mit dem Unendlichen zu tum? Eine irrationale Zahl kann auf keine
Weise mit endlichen Mitteln dargestellt werden. Man kann nun entweder konsequent im Endlichen
bleiben, und dann ist die Lénge der Diagonale des gleichseitigen rechtwinkligen Dreieck mit
Kathetenlinge 1 eben keine verniinftige Grofle, man mufl dann zwischen ,,gewéhnlichen* Strecken,
die eine Lénge besitzen, unterschieden und Strecken, die keine Lénge besitzen. Fiir die ,, Praxis“
ist dieser Unterschied unwesentlich, da man auch Strecken irrationaler Lénge beliebig genau
messen kann. Man hat jedoch erhebliche Verstdndnisschwierigkeiten. Zum Beispiel: Wie kann
man etwas, was nicht existiert, beliebig genau messen. Es kam dann das bereits erwiihnte (Teil
1., Abschnitt 2.2) Verdikt von Aristoteles, nach dem die Befassung mit dem aktual Unendlichen



einfach verboten wurde.

Die Griechen hatten allerdings keine Bedenken, das Universum als unendlich anzusehen. Der
Atomist pikur von Samos (um 341 — 271 oder 270 v. Chr.) hatte ein unfangreiches Lehrgedicht
geschrieben mit dem Titel De natura rerum, in dem er die gesamte Welt — von alltédglichen Ver-
richtungen bis zur Struktur des Kosmos — darstellte. Dieses Lehrgedicht ist uns in der Ubersetzung
von Titus Lukretius Carus (vermutlich 97 — vermutlich 55 v. Chr.) fast vollstéindig erhalten. Uber
das Universum sagt Lukrez (beziehungsweise Epikur) [8, 1. Buch, Verse 942-956]

Aber es ist das All von keiner Seite begrenzet;

Wir’ es, so miifit ein AuBlerstes sein; doch scheint es, daf nirgends
Kénn’ ein AuBerstes sein, wo sich nicht ein endlicher Punkt zeigt,
Uber welchen hinaus nicht weiter die Kréfte des Sinns gehn.

Aber da auler dem All sonst nichts annehmen sich ldsset,

Ist kein AuBerstes da, kein MaB noch Ende der Dinge.

Sei wo du willst in ihm und in welchen Gegenden, immer

Wird von dem Ort, wo du bist, sich ebendieselbige Weite,

Sich ein unendliches All nach allen Seiten erstrecken.

Nimm, es wire der Raum des Alls in Grenzen geschlossen;
Wiirde, wer sich zum duflersten Rand desselben erhiibe,
Einen befliigelten Pfeil von da abschiefien, obgleich er
Diesen mit angestrengtester Kraft absendete, wiird’ er
Solchen weiter hinaus, wohin er ihn sendete, treiben,

Oder wiirde zuletzt ihm etwas hindernd im Weg sein?

Wir haben hier also das gleiche Argument, mit dem Euklid beweist, dafl es unendlich viele Prim-
zahlen geben muf, allerdings hier nicht als streng mathematisches Argument sondern als Plausi-
bilitdtsbetrachtung als Veranschaulichung.

Es ist interessant, daf} in jiingster Zeit dieses Argument von einem , Berufsphilosophen“ vorge-
bracht wurde. Robert Havemann (1910 — 1982) berichtet in seinem Buch Dialektik ohne Dogma?
21, S. 14]

Ich erinnere mich an eine Unterhaltung, die ich vor vier Jahren mit dem damaligen
Inhaber des Lehrstuhls fiir dialektischen Materialismus an der naturwissenschaftli-
chen Abteilung der Moskauer Lomonossow-Universitit, Fatalijew, hatte. Es ging um
die Frage, ob die Welt ein endliches Volumen haben kénnte und ob dies mit dem
dialektischen Materialismus vereinbar sei. Fatalijew meinte, der Gedanke, daf§ der
Kosmos ein Volumen endlicher Grofie haben konnte, sei weder mit dem dialektischen
Materialismus noch mit der einfachen Logik in Einklang zu bringen. Er sagte mir:
<Sie geben doch zu, dafl bei diesen Theorien von einem Radius der Welt gespro-
chen wird.> Ich sagte: «Natiirlich! Man kann die Gréfie mit Hilfe eines Radius ange-
ben.> Darauf fragte er: «Und was ist auflerhalb dieses Radius?> Ich meine, damit war
die Unterhaltung an einem Punkt angelangt, an dem es nicht mehr moglich war, sie
fortzusetzen und wo unter Naturwissenschaftlern und Kennern der Materie nur noch
ein peinliches Gefiihl der Verzweiflung entstehen kann. Denn man bedenke, daf die-
ser Mann (ein sehr ehrenwerter, sympathischer und lustiger Mensch) tatséichlich vom
Katheter der Lomonossow-Universitit den dialektischen Materialismus vertrat, und
zwar gegeniiber Naturwissenschaftlern, die ihr Fach studieren und die bereit sind,
auch der Philosophie jede Achtung entgegenzubringen. Verschiedene Diskussionen



zwischen Philosophen und Naturwissenschaftlern, die inzwischen in der Sowjetuni-
on durchgefiithrt wurden, haben dort wohl schon einen Wandel angebahnt. Aber der
Inhaber des philosophischen Lehrstuhls an der Universitéit Leipzig, Zweiling, vertritt
noch heute den gleichen Standpunkt wie Fatalijew. Und der Ordinarius fiir Philo-
sophie der Naturwissenschaften an der Berliner Humboldt-Universitét, Ley, hat erst
kiirzlich erklért, dafl Theorien, nach denen die Zeit einen Anfang ¢ = 0 hatte, im Falle
ihrer Richtigkeit die Erschaffung der Welt durch Gott beweisen wiirden und daher
mit dem dialektischen Materialismus unvereinbar seien.

2.2 Die Neuzeit

Dieses Verbot des Aristoteles blieb bestehen bis weit in die Neuzeit hinein. Wir hatten gesehen, wie
vorsichtig sich Euklid beim Nachweis, dafi es unendlich viele Primzahlen gibt (Teil 1., Abschnitt
2.3.1) und bei der Begriindung der Geometrie (Teil 1., Abschnitt 2.3.1) ausgedriickt hat. Noch
Galileo Galilei (1564 — 1642) 148t in seinem Dialog Salviati sagen [18, S. 144]:

Da auflerdem die geradlinige Bewegung ihrer Natur nach unendlich ist — denn die
gerade Linie ist unendlich und von unbestimmter Lénge —, so kann kein beweglicher
Korper den natiirlichen Trieb haben, sich in gerader Linie zu bewegen, wohin er
unméglich gelangen kann, insofern einer solchen Bewegung kein Ziel gesetzt ist. Und
die Natur, wie Aristoteles selbst sehr richtig bemerkt, versucht nicht, was unmaoglich
zu leisten ist, versucht also nicht dahin zu treiben, wohin zu gelangen unmoglich ist.

Andererseits hat Galilei auch erkannt, daf3 die ,,normalen“ Gesetze der Mathematik nicht mehr
gelten, wenn man sich mit dem aktual Unendlichen beschéftigt [30, S. 23] [24]. In seinen Discorsi e
dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze, attenenti alla meccanica et i movimenti
locali (1638) hat er folgende Uberlegung angestellt: Man kann die Quadratzahlen vollstandig und
liickenlos durchnumerieren, indem man jeder Quadratzahl ihre Wurzel zuordnet.

1 2 3 4 5 6

111 11

1 4 9 16 25 36

Jeder natiirlichen Zahl entspricht eindeutig eine Quadratzahl und jeder Quadratzahl eindeutig
eine natiirlich Zahl. So scheint es, als ob es “genauso viele* Quadratzahlen wie natiirliche Zahlen
gidbe. Andererseits gibt es natiirliche Zahlen, die keine Quadratzahlen sind. Es scheint hier also
eine paradoxe Situation vorzuliegen.

Man hat das 18. Jahrhundert im Hinblick auf die Wissenschaftsgeschichte als das Jahrhundert
des Unendlichen bezeichnet [2, S. 10]. Tatsédchlich begann man in diesem Jahrhundert, das Ari-
stotelische Verbot der Beschéftigung mit dem aktual Unendlichen kritisch zu hinterfragen.

Ich beginne mit einer Geschichte, die mit der geometrischen Reihe zu tun hat [5, 97. Kapitel, S.
360-390]. Der Carmaldulenserménch, Guido Grandi (1671 — 1742), war von 1714 an Professor
der Mathematik an der Universitdt Pisa. Er schrieb ein Buch, in dem er unter anderem diese
Reihe untersuchte. Wenn man in der Formel

> 1
S=1+3:+172+:E3+~~'=Zx”=7 fir —1l<z<l
= 1—=z
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fiir die Zahl  den Wert 1 einsetzt, dann erhilt man auf der linken Seite die unendliche Reihe
1+1+1+---, also einen Ausdruck, der iiber alle Grenzen wichst. Auf der rechten Seite erhilt

1 1
man den Ausdruck —— = —. Beide Ausdriicke sind nicht besonders sinnvoll, man kénnte — mit

etwas Gewalt — sagen, dafl beide Ausdriicke eine ,,unendliche Grofie® darstellten.
Anders wird es, wenn man x = —1 setzt. Man erhélt

1
e T

Wenn man den Ausdruck auf der linken Seite etwas anders interpretiert, dann erhélt man

1-14+1—-14+1-1+---=0+0+0+---=0.
S W
-0 =0 =0

Man konnte noch weitere Experimente mit dieser Reihe anstellen und wiirde dann noch andere
»Reihenwerte* erhalten. Grandi jedenfalls hielt dieses Phéanomen — in einer Interpretation erhélt
1

man 0 als Reihensumme, also Nichts, in einer anderen aber 5, also einen positiven Wert — als

einen Beweis fiir die Moglichkeit der Schopfung aus dem Nichts.

Zum , Beweis®, dafl der Wert % der ,wahre“ Wert der Reihe sei, fithrte Grandi eine kleine Ge-
schichte an. [5, S. 366]

Ein Vater hinterlésst zwei Sohnen einen werthvollen Edelstein, der abwechselnd je
ein Jahr in dem Besitze eines jeden von beiden bleiben solle, ohne verdussert werden
zu diirfen; dann gehore er tatséchlich jedem zur Hélfte, wihrend dessen Besitzrecht
durch die Reihe 1 —1+1—1+4--- dargestellt werde.

Diese Geschichte ist recht hiibsch, aber kaum schliissig. Wenn man mit Marx Gebrauchswert
und Tauschwert unterscheidet, dann kann man zunéchst sagen, dafl der Gebrauchswert unter
Umstanden viel geringer sein kann als % Nehmen wir an, der eine Bruder habe eine Ehefrau,
die den Stein zerlegen lassen mdochte, um daraus ein geschmackvolles Collier fertigen zu lassen.
Der andere Bruder hat eine Geliebte mit einem mehr holzgeschnitzten Geschmack, und diese
mochte den Stein in einem Stiick schleifen und fassen lassen, damit sie ihn sich als auffallenden
Schmuck um den Hals hidngen kann. Beide Wiinsche sind unvereinbar, der Gebrauchswert des
Steines ist also fiir beide Briider stark eingeschriankt. Was den Tauschwert anbelangt: Um welchen
Betrag konnte man einen Stein beleihen, wenn klar ist, dafl man ihn am Ende des Jahres nicht
mehr besitzt? Unabhéingig davon stridubt sich mir als Mathematiker doch das Nackenfell bei dem
Gedanken, daf} eine mathematische Frage von einem Nachlafigericht entschieden werden soll!

Um diese Argumentation Grandis enstspann sich eine heftige Diskussion, die im ganzen gelehrten
Europa gefithrt wurde. Insbesondere duflerte sich der bedeutende Gelehrte Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716), aber auch Christian Wolff (1679 — 1754), Pierre de Varignon (1654 — 1722)
und andere schalteten sich ein. Ein Gegenstand der Diskussion war die Frage, welchen ,, Wert*
die Grandische unendliche Reihe ,,in Wirklichkeit“ habe. Leibniz argumentierte wie folgt [5, S.
366 £.]:

Die unendliche Anzahl der Reihenglieder kénne nur grad oder ungrad sein. Sei sie
grad, so entstehe 0 als Reihensumme, 1 dagegen, wenn die Gliederzahl ungrad ist.
Da aber kein Vernunftgrund fiir das vorzugsweise Gradsein oder fiir das vorzugswei-
se Ungradsein der Gliederzahl geltend gemacht werden konne, so geschehe es durch
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wunderbare Eigenart der Natur!®), dass beim Uebergang vom Endlichen zum Un-
endlichen zugleich ein Uebergang von dem Disjunctiven, welches aufhére, zu dem
Bleibenden, welches in der Mitte zwischen dem Disjunctiven liege, stattfinde. Wie die
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorschreibe, man habe das arithmetische Mittel, d. h.
die Hilfte der Summe gleich leicht erreichbarer Gréssen in Rechnung zu ziehen, so
beobachte hier die Natur der Dinge das gleiche Gesetz der Gerechtigkeit. Diese Art
zu schliessen sei freilich mehr metaphysisch als mathematisch, aber dennoch sicher,
wie denn iiberhaupt die Anwendung der Vorschriften der wahren Metaphysik in der
Mathematik, in der Analysis, in der Geometrie sogar weit haufiger von Nutzen sei,
als man gemeinhin glaube. Die Natur, so sagt Leibniz in einem an Grandi gerichteten
Briefe, schreibe den Dingen das Gesetz der Continuitéit vor, und dessen Anwendung
fithre niemals irre, wenn es auch hier nicht auf strenger Beweisfithrung, sondern auf
Griinden des Uebereinkommens?) beruhe, dass man sagen diirfe, Gott selbst habe auf
das Stetigkeitsgesetz Riicksicht genommen. Hier greift Leibniz auf Dinge, welche er,
wie wir uns erinnern (S. 277), am Anfange des Jahrhunderts 6ffentlich zu vertheidigen
gehabt hatte.

Interessant ist, dafl Leibniz auf sein Stetigkeitsgesetz — oder besser sein Stetigkeitspostulat —
Bezug nimmt. Dieses lautet [5, S. 277]:

Wenn das zwei Aufgaben von einander Unterscheidende in datis, d. h. in dem, was als
bekannt angenommen ist, kleiner als jede gegebene Grosse gemacht werden kann, so
kann es auch in quaesitis, d. h. in dem, was herauskommt, kleiner als jede gegebene
Grosse gemacht werden. Oder um einfacher zu reden, wenn die Voraussetzungen (das
Gegebene) sich einander besténdig nidhern und sich schlielich in einander verlieren,
so miissen die Folgen, das was herauskommt (oder das Gesuchte) das Gleiche thun.

Nach diesem Gestz folgerte Leibniz, dafl man sich bei der geometrischen Reihe dem Wert z = —1
nihern darf, und man erhélt

1

11—z

l+z+a’+2°+2*+ - =

fir x — —1
1
L-141-141-14- =2,

Es bedarf keiner Erwdhnung, dafl eine solche Schluflweise in der heutigen Mathematik nicht
erlaubt ist.

3 Die Infinitesimalrechnung

Eine bedeutende Erfindung, die auf Leibniz und auf Isaac Newton (1643 — 1727) zuriickgeht,
ist die Differentialrechnung. Einstein bezeichnete diese als ,,. .. vielleicht der grofite gedankliche
Schritt, den zu tun einem Menschen je vergénnt war.“ [15, S. 160].

10) g dmirabili naturae ingenio.

2) convenientiae rationibus.
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Fiir die Theorie der mechanischen Bewegung benétigten Newton und Leibniz eine Prézisierung
der Begriffe ,,Geschwindigkeit® (und ,,Beschleunigung“). Fiir uns ist dies schwer vorstellbar, da
wir — durch den Kraftfahrzeugverkehr — alltéglich mit derlei Begriffen umgehen. Wenn meine
Frau und ich mit einem Kraftfahrzeug nach Miinchen fahren — es sind dies ziemlich genau 800
km — dann benéstigen wir dazu etwa 8 Stunden. Bezeichnen wir die Wegdifferenz (Kilometerstand
Miinchen — Kilometerstand Hamburg) mit As und die Zeitdifferenz (Uhrenstand Miinchen —
Uhrenstand Hamburg) mit At, dann ist unsere Durchschnittsgeschwindigkeit

E _ 800 Kilometer 1001{7111
At 8Stunden h

Die so erhaltene Durchschnittsgeschwindigkeit ist nur ein grobes Ma$ fiir die tatséchlich gefahrene
Geschwindigkeit, zum Beispiel enthilt die angegebene Zeit eine Mittagspause, Baustellenverkehr
und Strecken, auf denen wir wesentlich schneller fuhren. Will man es genauer haben, dann mufl
man fiir geeignete Teilstrecken As die erforderlichen Zeiten At ermitteln. Man weif3, dafl die wei-
Ben Begrenzungspfihle an der Autobahn 500 m voneinander entfernt sind. Ben6tige ich von einem
dieser Pfihle zum néchsten gerade 15 Sekunden, dann ist meine Durchschnittsgeschwindigkeit auf
dieser Strecke As/At = 500 m/15 s = 0.5 km/(15/3600 s) = 120 km/h. Der Begriff der Durch-
schnittsgeschwindigkeit hat den Nachteil, dafl man fiir eine vollsténdige Angabe immer noch die
Wegstrecke beziehungsweise das Zeitintervall, auf die sich die Angabe bezieht, hinzufiigen mu$.
Leibniz und Newton hatten daher die Idee, die Geschwindigkeit fiir , kleine“ Zeitintervalle — im
Extremfall fiir das Zeitintervall Null anzugeben. Ein solches Zeitintervall Null nennen Leibniz und
Newton ein infinitesimales Zeitinervall. Was dies nun genau sein soll, blieb im Dunklen. New-
ton schreibt in seiner berithmten Philosophiae naturalis principia mathematica von 1686 (Liber
primus, de motu corporum) sehr wortreich, aber wenig erhellend (zitiert nach [35, S. 9 f.]):

Man kann den Einwand machen, dal es kein letztes Verhéltnis verschwindender
Groflen gebe, indem dasselbe vor dem Verschwinden nicht das letzte sei, nach dem
Verschwinden aber iiberhaupt kein Verhiltnis mehr bestehe. Aus demselben Grunde
konnte man aber auch behaupten, dafl ein nach einem bestimmten Orte strebender
Korper keine letzte Geschwindigkeit habe; diese sei, bevor er den bestimmten Ort er-
reicht habe, nicht mehr die letzte, nachdem er ihn erreicht hat, existiere sie gar nicht
mehr. Die Antwort ist leicht. Unter der letzten Geschwindigkeit versteht man diejeni-
ge, mit welcher der Korper sich weder bewegt, ehe er den letzten Ort erreicht und die
Bewegung aufhort, noch die nachher stattfindende, sondern in dem Augenblick, wo er
den Ort erreicht, ist es die letzte Geschwindigkeit selbst, mit welcher der Korper den
Ort berithrt und mit welcher die Bewegung endigt. Auf gleiche Weise hat man unter
dem letzten Verhéltnis verschwindender Groflen dasjenige zu verstehen, mit welchem
sie verschwinden, nicht aber das vor oder nach dem Verschwinden bestehende. Eben-
so ist das erste Verhiltnis entstehender Groflen dasjenige, mit welchem sie entstehen;
die erste und letzte Summe diejenige, mit welcher sie anfangen oder aufhéren zu sein
(entweder grofer oder kleiner zu werden). Es existiert eine Grenze, welche die Ge-
schwindigkeit am Ende der Bewegung erreiche, nicht aber iiberschreiten kann; dies
ist die letzte Geschwindigkeit. Dasselbe gilt von der Grenze aller anfangenden und
aufhoérenden Groflen und Proportionen. Da diese Grenze fest und bestimmt ist, so ist
es eine wahrhaft mathematische Aufgabe, sie aufzusuchen.

Man stelle sich vor, dafl dieser reichlich nebulése Text von einem Anwalt vorgetragen werde in
einem Verfahren wegen Uberschreitung einer Geschwindigkeitsbeschrinkung auf der Autobahn!
In dem mathematischen Lexikon von Wolff aus dem Jahre 1734 findet man zu dem Stichwort
»Infinitesima® [37]:
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INFINITESIMA, wird in der Mathesi eine Grosse genennet, welche so klein ist, dafl man
keine kleinere sich einbilden kan; dergleichen das Punctum Mathematicum ist. Denn
so man eine Linie in verschiedenen Puncten getheilt zu seyn sich gedencket, also, dafl
sie nunmehro in etliche Stiicke zerschnitten, so wird sie doch dadurch an ihrer Lénge
nichts verlieren, sondern diese eintzele Theile, wenn sie wieder an einander gesetzet
werden, miissen zusammen genommen eben die gantze Linie ohne einigen Abgang oder
Verkiirtzung ausmachen. Siehe Differential-Grosse; ingleichen Unendlich kleine
Grosse.

Wir wollen uns diese mysteritsen Infinitesima an einem Beispiel ansehen. Ein normaler Mittel-
klassewagen beschleunigt in 10 s auf 100 km/h. Wir nehmen an, wir hétten bei einem Beschleu-
nigungsexperiment fiir jede Sekunde den zuriickgelegten Weg des Wagens gemessen. Dann hétten
wir etwa die folgenden Zahlen erhalten:

Zeit (s) Weg (m)
1 1.39
2 5.56
3 12.50
4 22.22
5 34.72
6 50.00
7
8
9
0

68.06
88.89
112.50

1 138.89

Wir lernen in der angewandten Mathematik, aus solchen Mefireihen das zugrundeliegende ma-
thematische Gesetz herzuleiten. Dieses ergibt sich wie folgt (wir messen zweckmiiligerweise den
zuriickgelegten Weg in km und die Zeit in Stunden):

3 6002
720

s(t) := Weg (km) = x t2 =18 000 x t2.

Wir wollen nun aus dieser Formel die Geschwindigkeit v(t) im Zeitpunkt ¢ errechnen. Dazu
nehmen wir ein infinitesimales Zeitlelement dt her und berechnen die gesuchte Geschwindigkeit
ganz wie oben am Beispiel der Fahrt nach Miinchen als die Wegdifferenz (nach Formel) die zur
Zeitdifferenz dt = [(t + dt) — t] gehort:

s(t+dt)—s(t) 18000 (t+dt)* —18 000t

t =
ot dt dt
B 18000-t2+2-18000~t-dt+18OOO-dt2—18000-t2_
= o =
= 2-18000-t+18000-dt=2-18 000 -t
Es ergibt sich nun in der Tat fiir t = 10 s = ﬁ h eine Geschwindigkeit von v (%) =2 % =

100 km/h. Zu dem Rechengang, der zu der Momentangeschwindigkeit fiihrte, ist anzumerken, dafl
eine Division der Form gewdhnliche Zahl/Infinitesimalzahl nicht erlaubt sein kann (es sei denn,
die gewohnliche Zahl ist gleich Null), das Resultat einer Division durch eine Zahl, , welche so
klein ist, dafl man keine kleinere sich einbilden kan“ wére so groff, dafl man keinen groferen Wert
sich einbilden kann. Wir hatten aber bei der eben ausgefiihrten Rechnung , Gliick®, die kritische
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Grofle dt hat sich weggekiirzt. Beim letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dafl 18 000 - dt beliebig
klein ist, also weggelassen werden kann.

Die infinitesimale Grofle dt spielt bei der Rechnung eine sehr eignartige Rolle. Sie taucht anschei-
nend aus einem anderen Universum auf, fiir sie gelten eigene Rechenregeln, die mit unserer Logik
nicht vereinbar sind. Zum Schlufl verschwindet sie wieder in ihrem Universum, sie spielt eine
dhnliche Rolle wie ein Katalysator in der Chemie: Sie bewirkt, dafl die Momentangeschwindigkeit
yverniinftig® definiert werden kann und scheidet dann unveréindert aus der Argumentation wieder
aus.

Wir haben also jetzt, wie gewiinscht, einerseits eine Zahlenangabe fiir die ,momentane“ Ge-
schwindigkeit, die auch ohne Angabe eines Meflintervalls sinnvoll ist, allerdings um den Preis der
Einfithrung der reichlich mysteriésen infinitesimalen Groflen.

Leibniz wird hiufig als der grofie Universalgelehrte bezeichnet. Diese Charakterisierung ist wahrer,
als man gemeinhin denkt. Leibnizens Universalitit driickt sich darin aus, daf} fiir ihn die Gebiete
Mathematik, Naturwissenschaft, Philosophie und Theologie ein Ganzes bilden. Er scheut sich
nicht, wie wir gesehen haben, einen mathematischen Sachverhalt metaphysisch zu begriinden,
und auch bei der Infinitesimalrechnung geht er philosophisch oder metaphysisch vor. Es wurde
von verschiedenen Autoren darauf hingewiesen, dafl ein enger Zusammenhang zwischen der Infi-
nitesimalrechnung und der Monadologie bestehe (vgl. etwa [17, S. 114 f.]). Rein duferlich haben
die Monaden die Eigenschaft, keine Ausdehnung zu besitzen wie die Infinitesmalen [26]:

8. 3. Wo nun keine Teile vorhanden sind / daselbst kann auch weder eine Ausdehnung
in die Lénge / Breite und Tiefe / noch eine Figur / noch eine Zerteilung moglich seyn.
Und diese Monaden sind die wahrhaften Atomi der Natur und mit einem Worte / die
Elemente derer Dinge.

Natiirlich sollte man die Analogie nicht zu weit treiben, aber es ist durchaus vorstellbar, daf3
Leibniz bei seinen Monaden von den infinitesmalen Gréflen inspiriert wurde und umgekehrt.

Wir haben bei der Einfithrung der infinitesimalen Gréflen das Problem, dafl nicht ganz klar ist, ob
mit diesen Groflen auch immer sinnvoll gerechnet werden kann. Zu Leibnizens und Newtons Zeit
war dies eine auflerordentlich kithne Idee. Der Mathematiker, Theologe und Philosoph George
Berkeley (1685 — 1753) kritisierte das Konzept des Infinitesimalen in seiner Schrift The Analyst
von 1734 [2]. Berkeley hat Newton — bezichungsweise die Newtonianer — in verschiedenen Punkten
heftig bekdmpft. Einmal kritisierte er die Einfithrung des absoluten Raumes in der Newtonschen
Gravitationstheorie, und wir wissen seit Einstein, dafl diese Kritk durchaus berechtigt war. In
einer seiner ersten Arbeiten hatte er die Theorie der visuellen Wahrnehmung, die sich auf Newtons
Opticks (1704) griindete, angegriffen [3], und wir wissen heute, dafl diese Angriffe ebenfalls nicht
unbegriindet waren, ebensowenig wie die Wahrnehmungskritik des Parmenides. Schliefllich gab
Berkeley im Analyst zu bedenken, dafl die Definition der infinitesimalen Groéfien widerspriichlich
sei. Eine logische Theorie, die auch nur einen Widerspruch enthélt, ist aber wertlos. Der Untertitel
des Analyst lautet ironisch—polemisch [2, S. 81]:

Eine an einen unglidubigen Mathematiker gerichtete Abhandlung, in der gepriift wird,
ob der Gegenstand, die Prinzipien und die Folgerungen der modernen Analysis deut-
licher erfafit und klarer hergeleitet sind als religiose Geheimnisse und Glaubenssétze.

Aller Kritik hatten die Anhénger der Newtonschen Mechanik ein gewichtiges und unwiderlegliches
Argument entgegenzusetzen: Diese ,erklirte“ die Vielzahl der Erscheinungen — vom Galileischen
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freien Fall und der Bewegung einer Kugel auf einer schiefen Ebene iiber die Stoigesetze bis hin zu
den Planetenbewegungen — vermoge einer einfachen Theorie, die aus wenigen Prinzipien herleit-
bar war mit einer Genauigkeit, die im Falle astronomischer Phinomene sprichwortlich geworden
ist. Am 15. Oktober 1997 wurde auf Cape Canaveral Cassini/Huygens, ein gemeinsames Projekt
von NASA, ESA und ASI gestartet. Im Juli 2004 kam die Raumsonde nach knapp 7 Jahren An-
flug im Saturnsystem an und liefert seither interessante Bilder und Mefidaten vom Saturn, seinen
Ringen und seinen iiber 30 Monden. Am 14. Januar 2005 trat die von den Européern gebaute
Abstiegssonde Huygens in die Atmosphére des grofiten Saturnmondes Titan ein und hat vor Ort
diese erstaunliche Atmosphire erforscht, in der bereits organische Molekiile nachgewiesen wur-
den. Die auflerordentlich trickreiche Flugbahn dieses Raumfahrtunternehmens beruht ebenfalls
auf Newtons Theorie. Dieses Unternehmen erforderte extreme Prézision bei der Berechnung der
Bahn, und diese wurde erreicht auf der Gundlage der vor iiber dreihundert Jahren formulierten
Newtonschen Gesetze!

Nach diesen Gesetzen war der gesamte Ablauf des Cassini/Huygens Raumfahrtunternehmens
vollig festgelegt durch Angabe der Position und der Geschwindigkeit des Flugkorpers zum Start-
zeitpunkt — und natiirlich noch durch die Bewegungen der Planeten und auch durch den Treib-
stoffverbrauch wahrend des Fluges. Wir haben hier eine Situation, die der des Pfeil-Paradoxons
von Zeno vollig gleicht. Die Startgeschwindigkeit, die durch Untersuchungen und Messungen zu
einem festen Zeitpunkt nicht feststellbar ist, ist das fehlende Datum, welches die Bewegung be-
schreibt. Wir haben aber gesehen, dafl die Grundlegung dieses Begriffes nicht trivial ist.

Das Problem der Begriindung der Infinitesimalrechnung blieb bis ins neunzehnte Jahrhundert
offen. Es ist interessant, dafl sogar Karl Marx um 1850 drei vergebliche Versuche unternahm,
die Infinitesimalrechnung , dialektisch“ zu begriinden [28]. Eine strenge Grundlegung wurde von
Augsutin-Louis Cauchy (1789-1857) im Jahre 1821 in dem (Cours d’Analyse) und spéter von
Richard Dedekind (1831 — 1916) in seiner Schrift Was sind und was sollen die Zahlen (1888)
sowie von Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl (1815-1897) gegeben. Diese Begriindung ist aller-
dings nicht einfach, und unsere Studenten haben erhebliche begriffliche Schwierigkeiten mit den
Grundlagen der Analysis.

In den letzten Jahrzehnten hat sich ein Zweig der Mathematik etabliert, in dem die infinite-
simalen Groflen von Leibniz und Newton widerspruchsfrei begriindet werden, die sogenannte
Nicht-Standard-Analysis [11, 29]. Es ist hier nicht der Ort, auf diese Theorie einzugehen. Jeder
»otandard-Zahl“ wird eine , Wolke“ von Nicht-Standard-Zahlen zugeordnet, die wie ,,Quanten-
fluktuationen® unsichtbar die Zahl umschwirren. Aus der Nicht-Standard-Analysis wurde eine
,Losung von Zenons Paradoxien® hergeleitet [29], diese ,,Losung® vermag allerdings auch nicht
recht zu {iberzeugen.

4 Angriff auf das aktual Unendliche

Die erste erfolgreiche Auseinandersetzung mit dem aktual Unendlichen erfolgte durch Bernardus
Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781 — 1848), einem Theologen, der in der Metternichschen
»,Demagogenverfolgung® Lehrverbot erhielt und sich daraufthin vollstéindig der Matheamtik wid-
mete. Er schrieb das Buch Paradozien des Unendlichen [4], in dem er sowohl theologische als auch
mathematische Probleme bei der Befassung mit dem Unendlichen untersuchte. Georg Ferdinand
Ludwig Philipp Cantor (1845 — 1918) gelang dann schlieflich ein entscheidender Einbruch in das
Reich des Unendlichen.

Cantor nannte eine Menge abzihlbar, wenn ihre Elemente den natiirlichen Zahlen umkehrbar
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eindeutig zugeordnet werden kénnen, wenn man also diese Elemente liickenlos und vollstandig
vermittels der natiirlichen Zahlen durchnumerieren kann.

Fin erstes unerwartetes Resultat von Georg Cantor war, dafl die Menge aller rationalen Zahlen,
also aller Briiche, die zwischen 0 und 1 liegen, abzdhlbar ist. Diese Aussage ist insofern unerwartet,
als man annehmen mochte, es gebe ,,sehr viel mehr“ rationale Zahlen als natiirliche Zahlen. Zum
Beweis gab Cantor eine explizite Numerierung der Briiche an. Er ordnete die (gekiirzten) Briiche
nach aufsteigenden Nennern und bei gleichem Nenner nach aufsteigenden Zahlern. Hierbei werden
alle Doppelnennungen weggelassen, so dafl neben !/5 nicht auch noch 2/, auftritt:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

L
o L1 2 1.3 1 2 3
2 3 3 4 4 5 5 5

Man fragt sich nun, ob man auch alle Briiche, also nicht nur die zwischen 0 und 1, durchnumerieren
kann. Dies geht, es ist nur etwas komplizierter. Man schreibt alle rationalen Zahlen zwischen 0
und 1 in eine (unendliche) Zeile. In die zweite Zeile schreibt man alle Zahlen zwischen 1 und 2
und so weiter.

0 1 1 o2 1 3
2 3 3 4 4
- 1 g 1 : 2 . 1 - 3
1 L+ 3 1+ 1+3 1+ L+
|/ . e . /! ) e . / ;
2 245 243 2+ 3 2+ 2+
- 1 - 1 - 2 . 1 - 3
3 345 3+ 3 343 347 3+

L/ 7 / / /

Wenn man dieses Schema so durchnumeriert, wie durch die Pfeile angedeutet, dann erhélt jeder
Bruch eine wohldefinierte Nummer und die Abzéhlung ist tatséchlich hergestellt.

Das wichtigste Resultat Cantors war jedoch der Nachweis, dafl die Menge aller reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1 nicht abzé&hlbar ist. Dazu denkt man sich diese Zahlen als Dezimalbriiche dargestellt.
Jeder solche Bruch beginnt mit 0. - -, gefolgt von einer endlichen oder unendlichen Anzahl von
Dezimalziffern. Wir nehmen nun an, alle diese Ziffern lieflen sich abzéhlen. Dann kénnte man sie
in einer (unendlichen) Liste niedergelegt denken. Sind a1, aq,... die durchnumerierten Zahlen,
dann kénnte die Liste etwa so aussehen, wobei die a;; die Ziffern der Dezimaldarstellung von «;
seien:

ar = 0.a11 a2 a3 a4 ais
ag = 0. a1 az2 az3 a azs
ag = 0.a31 a3z asz ass ass
oy = 0.a41 Q42 @43 Q44 Q45
as = 0.a51 as2 as3 asq4 ass

Man konstruiert nun eine Dezimalzahl 8 = 0.b1, babs- wie folgt
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Wenn a;; = 1 ist, dann wird b; = 2 gesetzt,
Wenn a;; # 1 ist, dann wird b; = 1 gesetzt.

Auf diese Weise ist sichergestellt, dafl 3 von jedem «y; aus der Liste verschieden ist. Wir haben
also die Annahme, die Liste enthalte alle Dezimaldarstellungen reeller Zahlen, durch Angabe
einer Dezimalzahl, die nicht in der Liste enthalten ist, ad absurdum gefiihrt.

Diese Beweismethode bezeichnet man als das Cantorsche Diagonalverfahren. Wir hatten in der
vierten Veranstaltung gesehen, wie sich Alan Turing dieses Verfahrens bedient hat, um zu zeigen,
daf} nicht jede zahlentheoretische Funktion algorithmisch berechenbar ist.

Georg Cantor verwandte den Rest seines Lebens vergeblich auf die Losung eines Problems, welches
als das Kontinuumsproblem bezeichnet wird. Es handelt sich um die Frage, ob es Mengen gibt,
die nicht abzahlbar sind, die aber nicht ausreichen, um die Menge der reellen Zahlen, die auch
als das Kontinuum bezeichnet wird, durchzunumerieren, das heift, ob es zwischen der Menge
der natiirlichen Zahlen und der Menge der reellen Zahlen noch eine , Zwischengréfie“ gibt. Die
Antwort auf die Cantorsche Frage war, wie vieles in der Mathematik, iiberraschend. Im Jahre
1938 hatte Godel gezeigt [20], dafl einem widerspruchsfreien und vollsténdigen Axiomensystem
der Mengenlehre die Aussage, daf3 es keine ,Zwischengrofie gibt, als Axiom hinzufiigen kann,
ohne daf} dabei Widersrpiiche auftreten wiirden. Diese Aussage ist recht pikant, denn man kennt
kein widerspruchsfreies und vollsténdiges Axiomensytem der Mengenlehre.

Im Jahre 1963 publizierte Paul Joseph Cohen (1934 — 2007) zwei Arbeiten [9, 10], in denen er
zeigte, daf es ebenfalls keine Widerspriiche geben wiirde, wenn man dem Axiomensystem der
Mengenlehre eines hinzufiigte, welches die Existenz einer ,,Zwischengrofie postulierte. Dieses
Resultat ist verwirrend. Offenbar wiirde sich unsere Mathematik nicht &ndern, wenn wir die
Kontinuumshypothese, ndmlich daf} es keine ,,Zwischengrofie“ gebe, als Axiom einfithrten oder
ob wir die Negation der Kontinuumshypothese forderten. Die Frage ist: Wie ist es denn nun ,,in
Wirklichkeit“? Eine solche Frage 148t sich nur dann stellen, wenn man weif}, was die ,, Wirklichkeit*
mathematischer Konstrukte ist. In der marxistischen Philosophie wurde diese Frage sehr ernst
genommen, denn Friedrich Engels hat apodiktisch erklirt [16, S. 44]:

Keineswegs aber befafit sich in der reinen Mathematik der Verstand blofl mit seinen
eignen Schopfungen und Imaginationen. Die Begriffe von Zahl und Figur sind nir-
gends anders hergenommen, als aus der wirklichen Welt. Die zehn Finger, an denen
die Menschen zéhlen, also die erste arithmetische Operation vollziehn gelernt haben,
sind alles andre, nur nicht freie Schopfungen des Verstandes. Zum Zé&hlen gehoren
nicht nur zéhlbare Gegensténde, sondern auch schon die Féhigkeit, bei Betrachtung
dieser Gegensténde von allen ihren iibrigen Figenschaften abzusehn aufler ihrer Zahl
— und diese Fahigkeit ist das Ergebnis einer langen geschichtlichen, erfahrungsméfi-
gen Entwicklung. Wie der Begriff Zahl, so ist der Begriff Figur ausschliefllich der
AuBlenwelt entlehnt, nicht im Kopf aus dem reinen Denken entsprungen. Es mufite
Dinge geben, die Gestalt hatten und deren Gestalten man verglich, ehe man auf den
den Begriff Figur kommen konnte. Die reine Mathematik hat zum Gegenstand die
Raumformen und Quantitédtsverhéltnisse der wirklichen Welt, also einen sehr realen
Stoff.

Demnach miissen die Konstrukte der Matheamtik Realitdtsbezug haben. Ein marxistischer Phi-
losoph, der sich besonders mit den Grundlagenproblemen der Mathematik befafit hat, schreibt
hierzu [22, S. 247]:
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Die bereits beim mengentheoretischen Aufbau der Mathematik erwédhnten Ergebnisse
von K. Godel und P. Cohen besagen, dafl die Kontinuumhypothese aus den {iiblichen
Axiomen der Mengenlehre — wenn aus ihnen kein Widerspruch folgt — weder beweis-
bar noch widerlegbar ist. Dieses Resultat gestattet, zwei Konsequenzen zu ziehen.
Wer in der Mathematik mehr eine Wissenschaft des Moglichen sieht, wird auf eine
Verzweigung der Mathematik infolge Bejahung oder Verneinung der Kontinuumhypo-
these schlieffen. Wer dagegen die Mathematik als eine — wenn auch sehr abstrakte —
Wissenschaft des Wirklichen auffafit, der wird den Schluf} ziehen, dafl auf Grund der
iiblichen Axiome der Mengenlehre allein noch nicht auf die Existenz aller moglichen
Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen geschlossen werden kann, so daf} die
Kardinalzahl oder Machtigkeit des Kontimuums so lange unbestimmt bleibt, so lan-
ge nicht weitere Axiome zur Bildung von Mengen, insbesondere von Teilmengen, zu
den iiblichen Axiomen der Mengenlehre hinzugenommen werden. Bei der Aufstellung
derartiger Axiome werden dann — wie bei der Aufstellung jedes Axiomensystems —
anschauliche Vorstellungen, insbesondere weltanschauliche Vorstellungen, eine bedeu-
tende Rolle spielen.

Dies ist eine interessante Sichtweise. Welche ,, weltanschaulichen Vorstellungen* kénnten dies sein?
Konnte das irgendwann bedeuten, dafl zum Beispiel die Anhéinger der ,fortschrittlichen“ Vorstel-
lungen — was auch immer , Fortschritt“ sein mag — die Kontinuumshypothese fiir wahr halten,
wéhrend in ,reaktionéiren“ Gesellschaftssystemen die Kontinuumshypothese falsch wére? Stel-
len wir uns eine mathematische Tagung in einer sehr fernen Zukunft vor. Ein ,reaktiondrer”
Mathematiker tréigt iiber einen konstruktiven Beweis vor, mit dem man eine Menge der ,,Zwi-
schengrofie“ explizit darstellen kann. Fiir den ,fortschrittlichen* Zuhorer fithrt dies zu einem
logischen Widerspruch mit allen in der vierten Veranstaltung gezeigten Konsequenzen. Was nun?

5 Paradoxien des Unendlichen

Trotz aller Bemiihungen der Mathematiker verbleiben noch zahlreiche Paradoxa, wenn man sich
dem Unendlichen nahert. Einige dieser Paradoxien findet man in dem Heft Das Unendliche von
Spektrum der Wissenschaft [36]. Ein sehr bekanntes Paradoxon zeigt, was bei unendlich kompli-
zierter Aufteilung der Materie geschehen kann.

Das Banach-Tarski-Paradox ) Im Jahre 1924 publizierten die beiden bedeutenden Ma-
thematiker Stefan Banach (1892 — 1945) und Alfred Tarski (1901 — 1983) eine Arbeit [1], in
der ein sehr schwer verstdndliches Resultat bewiesen wurde. Zum Verstdndnis stellen wir uns
,mathematische Materie“ vor, die unbegrenzt und beliebig genau unterteilbar sei. Banach und
Tarski bewiesen nun, dafl man etwa eine Kugel aus diesem Material so in endlich viele Teilstiicke
zerlegen kann, dafl man aus diesen zwei der Ausgangskugel gleichgrofie Kugeln zusammensetzen
kann. Hierbei wird kein Zaubertrick benutzt, indem man etwa zwei Hohlkugeln herstellt, beide
Kugeln sind vollgewichtig und der Ausgangskugel absolut gleichwertig. Es ist ganz klar, dafl diese
Zerlegung recht bizarr sein muf}, sie muf} ,,im Kleinen“ immer komplizierter werden. Gegen diese
Teilstiicke miifite sich ein Fraktal, welches iiblicherweise als Synonym von Chaos gesehen wird, wie
ein gewohnlicher Dominostein wirken. Lassen wir einige Vertreter verschiedener Wissenschaften
zu Wort kommen:

DSiehe hierzu auch [13]
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Der Mathematiker wird nicht recht einsehen, was an diesem Beispiel bemerkenswert ist. Der
Begriff des Rauminhalts, der hier eine Rolle spielt, gilt nur fiir simple Korper wie Quader,
Pyramide oder Kugel, hat aber nachweislich keinen Sinn fiir Mengen, die hier zu betrachten
sind. Damit ist das Beispiel ein hiibsches Gegenbeispiel dafiir, dal man mit dem Begriff
,Rauminhalt“ eben vorsichtig sein muf.

Der Physiker wird dieses Beispiel fiir eine typische Mathematikerspielerei halten. Da die Ma-
terie atomar strukturiert ist, 148t sich eine solche Zerlegung einer Kugel niemals ausfithren,
und das Beispiel hat keinerlei Bedeutung in der objektiven Realitét der Physik (und des
Alltags).

Der Theologe wiirde hier vielleicht darauf hinweisen, dafl Gott die Materie in weiser Voraussicht
atomar strukturiert geschaffen habe, um frivolen Spielereien der Mathematiker einen Riegel
vorzuschieben.

Der Ingenieur wiirde den drei genannten Wissenschaftlern aufmerksam zuhéren und dann von
dem Mathematiker das , Schnittmuster® der Zerlegung erbitten. Er wiirde zugeben, daf
man die Zerlegung niemals exakt ausfiihren konne, aber wenn es geldnge, sie wenigstens
néherungsweise auszufithren, dann wiirde man eben nicht zwei Kugeln, sondern vielleicht
nur anderthalb Kugeln erhalten. Wenn die Ausgangskugel aus Gold besteht, dann besténde
vielleicht die Moglichkeit, aus dieser Zerlegung doch noch Kapital zu schlagen. Wenn der
Physiker hier einwendet, dafl nennenswerte Effekte erst bei einer Zerlegung, deren Details
kleiner sind als ein Zehntel des Atomdurchmessers, auftreten wiirden, dann wiirde dies den
Ingenieur auch nicht schrecken. Er wihlt dann eben seine Ausgangskugel hundertmal so
grofi! Eine humorvolle Darstellung der Situation findet man in [12].

Der Naturphilosoph wiirde einwenden: ,,Selbst wenn die Kugel grofler wére als das bekannte
Universum, so diirfte doch nach der Zerlegung und dem Zusammenbau auch nicht ein
einziges Atom iibrigbhleiben. Es kann und darf nicht sein, daf§ das fundamentale Gesetz der
Massenerhaltung durch simple geometrische Tricks aufler Kraft gesetzt wird!“

Der Mathematiker indessen ist seit der Bitte des Ingenieurs ein wenig verlegen geworden. Eine
Pointe der Geschichte ist ndmlich, daff Banach und Tarski die Zerlegung nicht angeben konnten.
Sie konnten nur zeigen, daf} es eine solche Zerlegung gibt. Es besteht Grund zu der Annahme,
daf eine solche Zerlegung auch niemals angegeben werden kann! Die Teile, in die man die Kugel
zerlegen miiffite wiren unvorstellbar kompliziert, gegen sie wiirde ein Fraktal wie ein simpler
Ziegelstein wirken. Die Kompliziertheit der Teile wirkt sich allerdings im unendlich kleinen Detail
aus.

Man kann versuchen, eine Mathematik zu treiben, die frei von den Paradoxa des Unendlichen
ist. Ein solcher Versuch wurde von Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 — 1966) unter der Be-
zeichung Intuitionismus ausgefithrt. Die Intuitionisten erkennen nur das als existent an, was
konstruktiv herstellbar ist. Auf diese Weise haben sie ein komplexes Gebédude errichtet, dabei ka-
men sie zu wichtigen Resultaten und Einsichten iiber die Mathematik. Allerdings sind nur wenige
Mathematiker bereit, eine solche Amputation vorzunehmen, wir wiirden unsere liebsten und fas-
zinierendsten Spielzeuge verlieren. Zudem, wie wir am Beispiel der Infinitesimalrechnung gesehen
haben, sind es héufig Notwendigkeiten der physikalischen Modellierung, die uns zur Befassung
mit dem Unendlichen zwingen. David Hilbert (1862 — 1943) formulierte in einem Aufsatz Uber
das Unendliche im Jahre 1926 [23, S. 170]:

Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.
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Hier schliefit sich der Kreis zu dem in der ersten Veranstaltung vorgestellten Paradoxa des Ze-
non von Elea (Abschnitt 2.2). Wenn wir insbesondere an die Zerlegung einer Strecke in Punkte
denken, so sehen wir jetzt zumindest, dafl die Sache nicht so einfach ist, wie wir zuerst naiv an-
genommen haben. Die Strecke besteht sehr wohl aus Punkten, aber es sind {iberabzéhlbar viele.
Wenn wir abzéhlbar viele Punkte zusammenfiigen, dann ist deren Gesamtldnge Null. Erst das
iiberabzéhlbare Kontinuum von Punkten macht aus einer Strecke ein Gebilde positiver Léinge.
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Anhang: Zwei Beispiele fiir das Unendliche

A Die unendliche Bibliothek

An dieser Stelle noch einen kurzen Exkurs in ein Gebiet, welches einen gewissen Zusammenhang
mit den Problemen dieses Unendlichen hat und welches in der Kulturgeschichte immer wie-
der auftrat. In seinem Buch Die Suche nach der vollkommenen Sprache schildert Umberto Eco
verschiedene Ansétze, ,automatisch*; also gewissermafien mit einem Computer, Wissen zu gene-
rieren [14]. Wir hatten schon Leibniz kennengelernt mit seiner ars inveniendi. Der katalanische
Dichter und Mystiker Raimundus Lullus (1235 — 1315) hatte bereits versucht, durch mechanische
Gerite Wahrheiten zu finden. In dem Buch Gullivers Reisen von Jonathan Swift (1667 — 1745)
[34, Dritter Teil, Fiinftes Kapitel] wird ein Besuch in der Akademie von Lagado geschildert:

Der erste Professor, den ich sah, befand sich in einem grofien Zimmer und war von
vierzig Schiilern umgeben. Nach der gewohnlichen Begriifung bemerkte er, dafl ich
ernstlich einen Rahmen betrachtete, welcher den gréfiten Teil des Zimmers in Linge
und Breite ausfiillte, und sagte: ich wundere mich vielleicht, dafl er sich mit einem
Projekt beschiiftige, die spekulativen Wissenschaften durch praktische und mecha-
nische Operationen zu verbessern. Die Welt werde aber bald die Niitzlichkeit dieses
Verfahrens bemerken. Er schmeichle sich mit dem Gedanken, dafl eine héhere und
edlere Idee noch nie aus dem Gehirn eines Menschen entsprungen sei. Ein jeder wisse,
wie viel Miihe die gewohnliche Erlernung der Kiinste und Wissenschaften erfordere;
er sei iiberzeugt, durch seine Erfindung werde die ungebildetste Person bei méfligen
Kosten und bei nur einiger korperlicher Anstrengung Biicher iiber Philosophie, Poe-
sie, Staatskunst, Gesetze, Mathematik und Theologie ohne die geringste Hilfe von
Geist oder Studium schreiben konnen. Er fiihrte mich an einen Rahmen, wo alle sei-
ne Schiiler in Reihen aufgestellt waren. Der Rahmen war zwanzig Quadratfufl grofl
und befand sich in der Mitte des Zimmers. Die Oberfliche bestand aus einzelnen
Holzstiicken von der Dicke eines Wiirfels, von denen jedoch einzelne groflier als die
anderen waren. Sie waren sdmtlich durch diinne Driahte miteinander verkniipft. Diese
Holzstiicke waren an jeder Flache mit iiberklebtem Papier bedeckt, und auf diesen
Papieren waren alle Worte der Landessprache, und zwar in den verschiedenen Modis,
in Konjugationen und Deklinationen, jedoch ohne alle Ordnung aufgeschrieben. Der
Professor bat mich, achtzugeben, da er nun seine Maschine in Bewegung setzen wolle.
Jeder Zogling nahm auf seinen Befehl einen eisernen Griff zur Hand, von denen vier-
zig am Rande des Rahmens befestigt waren. Durch eine plotzliche Umdrehung wurde
dann die ganze Anordnung der Worter verdndert. Alsdann befahl er sechsunddreiflig
der jungen Leute, die verschiedenen Zeilen langsam zu lesen, und wann sie drei oder
vier Worter herausgefunden hatten, die einen Satz bilden konnten, diktierten sie die-
selben den vier anderen, welche sie niederschrieben. Diese Arbeit wurde drei- oder
viermal wiederholt. Die Maschine war aber so eingerichtet, dafl die Worter bei jeder
Umdrehung einen neuen Platz einnahmen, sobald der Holzwiirfel sich von oben nach
unten drehte.

Sechs Stunden muflten die Schiiler téglich bei dieser Arbeit zubringen. Der Professor
zeigte mir mehrere Folianten, welche auf diese Weise mit Bruchstiicken von Satzen
gefiillt waren und die er zusammenstellen wollte. Aus diesem reichen Material wer-
de er der Welt ein vollstdndiges System aller Wissenschaften und Kiinste geben; ein
Verfahren, das er jedoch verbessern und schneller beendigen kénne, wenn das Publi-
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kum ein Kapital zusammenbringen wolle, um fiinfhundert solcher Rahmen in Lagado
zu errichten, und wenn man die Unternehmer veranlassen werde, ihre verschiedenen
Sammlungen zu einer gemeinsamen zu vereinigen.

Er gab mir die Versicherung, diese Erfindung habe schon von Jugend auf alle seine
Gedanken in Anspruch genommen; er habe seinen Rahmen so eingerichtet, daf er
den ganzen Sprachreichtum umfasse, und sogar das allgemeine Verhéltnis berechnet,
welches in Biichern hinsichtlich der Anzahl von Partikeln, Haupt- und Zeitwortern
und anderen Satzteilen stattfinde.

Der argentinische Schriftsteller und Philosoph Jorge Luis Borges (1899 — 1986) schildert in seinem
Essay Die Bibliothek von Babel eine unendliche Bibliothek, die ihre Existenz héchstwahrscheinlich
dem Fleile des Professors aus Lagado verdankt. Die bekannte Bibliothek in Ecos Der Name der
Rose ist der Borgesschen Bibliothek recht dhnlich. Es befinden sich in der Bibliothek von Babel
unzidhlige — moglicherweise sogar unendlich viele — Biicher, und ein Problem ist, unter allen den
sinnlosen Druckerzeugnissen die wirklich wichtigen und interessanten Biicher herauszufinden.
Eine kleine Kostprobe aus dem Essay:

Vor fiinfhundert Jahren stieB der Chef eines hoheren Sechsecks® auf ein Buch, das
so verworren war wie alle iibrigen, das jedoch zwei Seiten gleichlautender Zeilen von
wahrscheinlicher Lesbarkeit aufwies. Er zeigte seinen Fund einem ambulanten Entziffe-
rer, der nach der Sprachform auf Portugiesisch riet; andere deuteten ihn auf Jiddisch.
Vor Ablauf eines Jahrhunderts lie8 sich der Sprachcharakter eindeutig bestimmen:
es handelte sich um einen samojedisch-litauischen Dialekt des Guarani mit einem
Einschlag von klassischem Arabisch. Auch der Inhalt wurde entziffert: es waren drei
Figuren der kombinatorischen Analysis, dargestellt an Beispielen sich ins Unendliche
wiederholender Variationen.

Bei Borges haben alle Biicher der Bibliothek ein festes Format: ,jedes Buch besteht aus einhun-
dertundzehn Seiten, jede Seite aus vierzig Zeilen, jede Zeile aus achtzig Buchstaben von schwarzer
Farbe“. Damit ist aber die Gesamtzahl der Biicher endlich, wenn sie auch ungeheuer grof} ist.
Man kann leicht abschétzen, dafl unser gesamtes bekanntes Universum nicht Platz genug hétte
fiir alle diese Biicher (dies ist eine Situation, die jedem Liebhaber von Biichern wohlvertraut ist).
Wir wollen uns iiberlegen, was gechihe, wenn wir diese Beschrinkung aufheben und beliebig
dicke Biicher zulassen. Man konnte sich etwa vorstellen, dafl man eine Katalognummer in einen
Computer eingibt, und dieser erzeugt dann fiir das zu dieser Nummer gehorige Buch jeweils die
Seite, die wir gerade lesen wollen. Man kann sich vorstellen, dafl es einen Algorithmus gibt, der
alle diese Biicher des Lullus, Leibniz, Swift, Eco oder Borges systematisch erzeugen kann. Hier
werden wir sofort von dem eiskalten Hauch des Unendlichen getroffen. Man kann némlich zeigen
— natiirlich nach dem Diagonalverfahren von Georg Cantor (1845 — 1918) (Seite 18) — daf} die
Bibliothek nicht alle Biicher enthalten kann. Angenommen, wir hétten die Biicher der Bibliothek
nach irgendeinem Schema geordnet. Wir konnten nun alle Biicher in eine Liste eintragen, in der
ersten Zeile steht das erste Buch (die Zeile wire dann eben recht lang), in der zweiten das zweite
Buch und so weiter. In Abbildung 2 ist der Anfang einer solchen Liste dargestellt.

Nun konstruieren wir ein Buch, welches mit Sicherheit noch nicht in der Liste aufgefiihrt ist. Dazu
nehmen wir den ersten Buchstaben des ersten Buches, in unserem Beispiel ein A. Wir beginnen

2)Urspriinglich kam auf je drei Sechsecke ein Mensch. Fille von Selbstmord und Lungenkrankheit haben dieses
Mafverhéltnis zerstort. Unséglich schwermiitige Erinnerung: manchmal bin ich néchtelang iiber blanke Génge und
Treppen geirrt, ohne einen einzigen Bibliothekar zu finden.
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Am Anfang schuf Gott Himmel und Erde. Und die Erde war wiist und leer,
Miifliger Leser. — Ohne Schwur magst du mir glauben, dafl ich wiinsche, dieses
Tief ist der Brunnen der Vergangenheit. Sollte man ihn nicht unergriindlich

I wish either my father or my mother, or indeed both of them, as they were
Ich wollte, entweder mein Vater oder meine Mutter oder lieber alle beide —

Es eroffnet sich zu dieser unserer Zeit (von welcher man glaubt, dafl es die
Die Eltern lagen schon und schliefen, die Wanduhr schlug ihren einférmigen
Die Nachtstunde schlug; ich hiillte mich in meine abenteuerliche Vermummung
Jemand mufite Josef K. verleumdet haben, denn ohne dafl er etwas Boses
Mein Vater war ein Bauernsohn aus einem uralten Dorfe, welches seinen

Das Rad ancmeines Vaters Miihle brauste und rauschte schon wieder recht

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen zu einem Ganzen, d. h. zu

Atieiwothur i — Dinosaurier
Abbildung 2: Anfiange von Biichern.

unser neu zu schreibendes Buch mit einem anderen Buchstaben, etwa mit einem D. Als zweiten
Buchstaben unseres Buches wihlen wir einen, der vom zweiten Buchstaben des zweiten Buches
der Liste verschieden ist, und so weiter. Wir erhalten damit eine Folge von Buchstaben, von der
wir sicher sein kénnen, daf} sie unter den ersten untersuchten Biichern nicht vorkommen. Denken
wir uns jetzt diesen Prozefl ins Unendliche fortgesetzt — oder doch wenigstens so weit, daf die
vorhandenen Biicher aufgebraucht sind — dann haben wir in der Tat ein Buch, welches sich von
jedem Buch der Liste in mindestens einem Buchstaben unterscheidet. Wir haben also gezeigt,
daf} es keinen solchen Katalog aller Biicher geben kann!

Diese Situation der unendlichen Bibliothek erinnert an das ,,deutliche Buch® des Koran [25, 34
4):

... Vor ihm, welcher die Geheimnisse kennt, vor ihm ist nichts verborgen, was in den
Himmeln und auf Erden ist, und sei es auch nur so leicht wie eine Ameise; sei es aber
auch noch kleiner oder auch schwerer, so ist es doch in dem deutlichen Buche seiner
Ratschliisse aufgezeichnet;

Unsere Konstruktion hat vielleicht gezeigt, dafl dieses wahrhaft unendliche Buch nicht in unserer
Liste enthalten sein muf, es kann zu der iiberwiegenden Mehrheit derjenigen Biicher gehoren, fiir
die in unserem Katalog kein Platz vorhanden ist.

B Blocke stapeln

Wir hatten am Anfang unserer heutigen Veranstaltung die harmonische Reihe kennengelernt
(Seite 3). Diese Reihe divergiert, das heifit, die Partialsummen werden unbegrenzt immer grofier.
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An dieser Reihe kann man sehr hiibsch sehen, daf wir nicht nur nicht in der Lage sind, mit
dem Unendlichen umzugehen, unsere Vorstellung versagt auch, wenn wir nur mit groflen Zahlen
umgehen miissen.

Wir nehmen zwei gleichgrofie Blocke her und versuchen, den zweiten so auf den ersten zu legen,
daf} er nicht herunterfillt und dafl er moglichst weit iiberhéngt. Es ist wohl ganz klar, dafl das so
lange gut geht bis der obere Block genau zur Hélfte iibersteht. Wir versuchen dann, die beiden
aufeinandergestapelten Blocke so auf einen dritten zu legen, dafl der oberste Block so weit wie
moglich iiberhdngt. Dazu mufl man den gemeinsamen Schwerpunkt der beiden ersten Blocke
ausrechnen, er liegt bei 3/, der Linge des unteren Blocks. Wenn wir die beiden Blocke so auf
den dritten legen, dafl der Schwerpunkt der beiden ersten Blocke gerade noch auf dem dritten
liegt, dann muf zweite Block den untersten um '/, der Blocklinge iiberragen. Nun kénnen wir
das Ganze noch weiter treiben und die drei Blocke auf einen vierten legen. Wenn der unterste der
drei den vierten um ! /4 iiberragt, geht noch alles gut. Wenn wir immer so weiter machen, dann
steht der oberste der Blocke um

L rr e ity
2 46 8 10 ) 2 3 4

iiber, wobei die drei Punkte sagen sollen, daff man dies so lange weiter treiben soll, als man Blécke
aufeinander setzt. Es ist nicht schwer, zu erraten, wie es weiter gehen mufl (siehe Abbildung 3).

1/6

1/8

Abbildung 3: Stapel von Blocken.

Man kann ein kleines Experiment ausfithren. dazu legt man eine Miinze so auf den Tisch, daf3
sie um !/g ihres Durchmessers iibersteht. Um konkrete Zahlen zu haben: Ein Euro hat einen
Durchmesser von 2.32 cm. Ein Achtel dieses Wertes ist 0.29 ¢cm oder 2.9 beziehungsweise knapp
3 mm. Darauf legt man eine Miinze, die iiber die erste um ! /g ihres Durchmessers, bei der Euro-
Miinze also um 0.387 cm oder 3.87 mm iiber den duflersten Punkt der ersten Miinze hinausragt.
Darauf kommt eine Miinze, die die zuletzt hinzugefiigte um ! /4 des Durchmessers, also um 0.58
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cm oder 5.8 mm {iberragt. Schliefilich packen wir auf diesen Stapel eine Miinze, die iiber die letzte
Miinze um einen halben Miinzdurchmesser oder 11.6 mm hinausragt. Dies ist in Abbildung 4 —
von oben gesehen — dargestellt. Wie man sieht, befindet sich die letzte Miinze vollig aulerhalb
des Tisches [33, Aufgabe 92].

«—24.17 mm—

Abbildung 4: Stapelung von vier Miinzen iiber eine Tischkante.

Wenn man die die vier Miinzen wie beschrieben iibereinanderstapeln moéchte, dann ist es sehr
wichtig, die angegebenen Abstinde moglichst genau einzuhalten, sonst stiirzt die letzte Miinze
ab. Wenn man sie perfekt einhalten wiirde — und das wiirde fiir die erste Miinze heiflen, dafl man
sie um 2.9 mm {iiber die Tischkante {iberstehen liefle, dann miifite man schon sehr genau messen
konnen. Fiir unsere Zwecke geniigt es, wenn sie um knapp 3 mm {ibersteht. Ebenso kann man
mit einem gewdhnlichen Lineal kaum 3.87 mm abmessen. Auch hier kénnen wir uns auf etwas
weniger als 4 mm einigen. Die Absténde diirfen auf keinen Fall zu grofl werden, und es geniigt,
wenn man sie auf etwa einen halben Millimeter genau einhélt.

Ich habe einen kleinen Trick benutzt und mir aus Pappe eine Schablone wie in Abbildung 5
ausgeschnitten.

Man kann diesen iiberraschenden kleinen Trick leicht ausfithren, wenn man eine ruhige Hand
besitzt.

Nun eine dhnliche Uberlegung. Ein Rommé-Spiel enthilt 55 Karten. Man kann leicht ausrechnen,
wie weit die oberste Karte iiberstehen wiirde, wenn man die Karten des Rommé-Spiels geschickt
aufeinanderlegen wiirde. Man erhilt einen Uberhang von etwa 2% Karten. Es wird behauptet [19,
S. 159], dal man — mit etwas Geschick und ruhiger Hand — leicht einen Uberhang von 2 Karten,
das sind 9 cm, erzielen kann.

Wir wissen, da man den Uberhang beliebig groff machen kann, denn die harmonische Reihe
divergiert. Man hat ausgerechnet, da8 ein Uberhang von 50 Kartenlingen entsteht [19, S. 159].
Eine normale Spielkarte hat eine Hohe von 8.75 cm. 50 Kartenldngen entsprechen demgeméif
4.375 m, das heif3t, dafl ein solcher Kartenstapel fast 5 m iiber die Tischkante herausragen wiirde.
Das Problem ist nur, da man sehr viele Karten brauchen wiirde. Nach den Berechnungen eines
klugen Mathematikers brauchte man

15 092 688 622 113 788 323 693 563 264 538 101 449 859 497
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Abbildung 5: Schablone fiir den Miinzentrick (Mafangaben in mm).

Karten!

Der Stapel, der so viele Karten enthélt, wire wahrhaft unvorstellbar hoch. Man kann die Hohe
auf einem Computer oder einen Taschenrechner leicht ausrechnen. Die Anzahl der Kilometer,
die der Stapel hoch ist, beginnt mit einer 5 und hat dann 36 weitere Dezimalstellen, also etwa
5-10%¢ km. Wenn wir davon ausgehen, dal das beobachtbare Universum einen Durchmesser
von etwa 2 - 1023 km hat, dann wiirde man 10'® Universen benétigen, um den Kartenstapel
aufzunehmen. Eine Billion ist eine Million Millionen, die Zahl der Universen betriige demnach 10
Billionen!
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