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Mein teurer Freund, ich rat Euch drum
Zuerst Collegium Logicum.
Da wird der Geist Euch wohl dressiert,
In Spanische Stiefeln eingeschniirt,
Daf3 er bedachtiger so fortan
Hinschleiche die Gedankenbahn
Und nicht etwa, die Kreuz und Quer,
Irrlichteliere hin und her.

Faust, 1908-1942, Schiilerszene

1 Einleitung

Das Wort ,,Logik“ wird hdufig mibraucht. Wenn man eine Sache als ,logisch® bezeichnet, dann
meint man hiufig nur ,;mir ist das selbstverstédndlich, dir sollte es auch selbstverstdndlich sein®.
Gern mimmt man fiir sich in Anspruch ,logisch denken zu kénnen* und spricht diese Fahigkeit
anderen ab. Daneben hat das Wort hdufig auch einen negativen Sinn, wie etwa durch das Goethe-
Zitat ausgedriickt wird.

Man hat die Vorstellung, dafl Logik in den juristischen Wissenschaften, eine wichtige Rolle spielt.
Schlieflich geht es in diesen um die ,, Wahrheitsfindung®, und dazu ist die Logik ja das geeignete
Werkzeug. In der Tat, etwa in der Zeitschrift Jurimetrics: The Journal of Law, Science, and
Technology findet man zahlreiche Beitrige zu dem Thema Mathematik, Statistik und Logik in
den Rechtswissenschaften, etwa den Artikel von D. H. Kaye mit dem Titel Proof in law and science
[30], welcher ein Beitrag zu dem Symposium The Contrasting Cultures of Law and Science war.

Schon in der griechischen Antike spielten juristische Probleme eine erhebliche Rolle auch in der
Entwicklung der Logik. Bekannt ist das Pradozxon des FEuathlos. Der Philosoph Protagoras aus
Abdera (481 — 411 v. Chr.) lebte davon, junge Menschen in der Sophistik zu unterrichten. Hiervon
handelt — unter anderem — auch der Platonische Dialog Protagoras. Das Paradoxon wird wie folgt
dargestellt [32, S. 446] (siche auch [52, S. 205 f.]):

EUuATHLOS nahm bei PROTAGORAS unter der Bedingung Unterricht in Sophistik, dafl
er das Honorar erst dann bezahlt, wenn er nach Abschlufl der Ausbildung den ersten
Prozel gewonnen haben wird. Nach erfolgter Ausbildung iibernahm aber EUATHLOS
keinen Prozefl mehr und hielt sich fiir berechtigt, dem PROTAGORAS das Honorar
vorzuenthalten. PROTAGORAS drohte mit einem Gerichtsproze und sagte zu EUATH-
LOS: ,,Die Richter verurteilen Dich zum Bezahlen oder auch nicht. In beiden Féllen
wirst Du bezahlen miissen. Im ersten Fall wegen des Urteilsspruchs, im zweiten Falle
wegen unserer Abmachung, denn dann hast Du den ersten Prozefl gewonnen®. Darauf
antwortete der von PROTAGORAS in der Sophistik ausgebildete EUATHLOS: ,, Weder
im ersten noch im zweiten Falle werde ich bezahlen. Wenn man mich zur Bezahlung
verurteilt, dann habe ich den ersten Prozef} verloren und werde aufgrund unserer Ab-
machung nicht zahlen. Wenn man mich nicht zur Bezahlung verurteilt, halte ich mich
an das Gerichtsurteil und zahle ebenfalls nicht.“

Nun zuriick zur Logik! Der Begriff Logik bedarf also wohl einer Erklarung. Wenn man sich Hegels
Wissenschaft der Logik [20, 23, 21, 22] vornimmt, dann hat man grofite begriffliche Schwierig-
keiten. Es gibt zu diesem Werk eine Reihe von ,, Auslegungen®, etwa [31]. In einem Artikel von
immerhin 14 Seiten hat ein Kollege von mir — im wesentlichen — den Eingangsanakoluth des



ersten Bandes analysiert [28]. Man ist versucht, hier an Georg Christoph Lichtenberg zu denken,
der in seinen ,Sudelbiichern* schrieb (Heft E [320]) [46, S. 417]:

Uber einen Kirschen-Kern voll Materie 18t sich ein Himten voll Biicher schreiben,
oder iiber eine Kubik—Linie lose Materie 148t sich eine geprefite Kubik-Rute Disserta-
tion schreiben. Ich glaube dafl die Dinte die man verschrieben hat um zu beweisen dafl
— — — hinreichend gewesen wére, dem einfiltigen Kometen von anno 74 einen bessern
Schwanz zu machen als er wiirklich hatte. ...

Die Wissenschaft der Logik ist demnach der Exegese nicht nur fahig, sondern auch bediirftig. Dies
macht den Umgang mit solchen Texten — zumindest fiir Menschen wie mich — auflerordentlich
schwierig.

Demgegeniiber ist ein Buch iiber moderne mathematische Logik, etwa [13], relativ diinn, in lako-
nischem Stil geschrieben und unmiflversténdlich. Letzteres allerdings nur fiir ,, Eingeweihte®, die
die Sprache der modernen Logik beherrschen (Moglicherweise kann man das Gleiche iiber Hegels
Logik sagen, dann wére allerdings die Vielfalt der Auslegungen erkldrungsbediirftig).

Nach I. Kant (1724 — 1804, Kritik der reinen Vernunft, [29, Band III, S. 21]) ist

...die Grenze der Logik aber dadurch bestimmt, daf} sie eine Wissenschaft ist, welche
nichts als die formalen Regeln alles Denkens (es mag a priori oder empirisch sein,
einen Ursprung oder Objekt haben, welches es wolle, in unserem Gemiite zuféllige
oder natiirliche Hindernisse antreffen) ausfiihrlich darlegt und strenge beweiset.

Hier werde ich mich vollstdndig auf die formale oder mathematische Logik beschréinken. Dies
hat Griinde, die (hoffentlich) bald klar werden. Die Logik in diesem Sinne ist — &hnlich wie bei
Kant — die Lehre von den Denkgesetzen, die unabhéngig von den Denkinhalten gelten. Dies mag
zunéchst merkwiirdig klingen, wird sich aber noch erhellen. Wir beginnen wieder damit, dafl wir
einen kurzen Blick auf die Geschichte werfen.

2 Die Geschichte der Logik

Es gibt vergleichsweise nur recht wenige Darstellungen der Geschichte der Logik. Das auch heute
noch wichtigste Werk stammt von Carl von Prantl (1820 — 1888). Seine Geschichte der Logik
im Abendlande umfait vier Biande [45]. Dieses Werk gilt bis heute — mit Einschrinkungen —
als die griindlichste und vollstéindigste Darstellung. Im Jahre 1935 schrieb der polnische Logiker
Jan Lukasiewicz (1878 — 1956) einen Artikel zur Geschichte der Aussagenlogik [38]. Eine sehr
lesenswerte und schone kurze Darstellung der Geschichte der Logik wurde von dem Religionsphi-
losophen und Logiker Heinrich Scholz (1884 — 1956) geschrieben [54]. Der polnische Dominikaner
Innocent Marie Joseph Bocheriski (1902 — 1995) schrieb 1956 ein kompenditses Buch (647 Sei-
ten) iiber formale Logik, in dem er auch auf die Geschichte einging [3]. Weiterhin existiert von
ihm eine Geschichte der Logik [4]. Eine allgemeinversténdliche und recht lesbare Darstellung der
Geschichte der Logik findet man in dem Buch des Wissenschaftsjournalisten Fuchs [17, Kapitel
9].



2.1 Von der Antike bis zum Mittelalter

Die Anfinge der Logik als Methode sind im antiken Griechenland zu finden. Man nennt zuweilen
die Eleaten, also Parmenides von Elea (um 540 v. Chr. — nach 480 v. Chr.) und Zenon (der
Altere) von Elea (um 490 v. Chr. — 430 v. Chr.), die Begriinder der Dialektik [45, Band 1, S. 9],
[6, Sechstes Kapitel: Die Eleaten].

Man bezeichnet das 5. vorchristliche Jahrhundert auch als die Zeit der griechischen Aufklérung.
Die sogenannten Sophisten versuchten, die Gesetze des Denkens bis an ihre Grenzen zu verfolgen
und bezogen diese — im Gegensatz zu ihren Vorgéngern, die sich vorwiegend auf die Kosmologie
konzentriert hatten (die Physiker nach Aristoteles) — insbesondere auf den Menschen und die
Modelle menschlichen Zusammenlebens. Die Sophisten haben sich naturgeméf auch mit Fragen
des Rechts befaflt, von ihnen stammt die Unterscheidung von natiirlichem und positivem Recht
[6, Elftes Kapitel: Die Sophistik]. Wir kennen die Sophisten vorwiegend durch Aristoteles und
Platon, und diese Quellen sind nicht immer ganz fair. Das Wort ,,Sophistik“ bezeichnet bis heute
normalerweise den Miflbrauch der Logik zu spitzfindigem Argumentieren. Derlei hat es natiirlich
auch gegeben, und man kennt zahllose Beispiele sophistischer Argumentationen (vgl. das Stich-
wort Sophisten in [32]). Auch Kant hat sich zu der ,falschen Spitzfindigkeit* gedufert [12, S.
159]:

In der beginnenden Neuzeit geriet diese in wesentlichen Punkten abgeschliffene aristo-
telische Logik als pedantisch-spitzfindiger Formalismus in Verruf (vgl. I. KANT, Die
falsche Spitzfindigkeit der vier syllogistischen Figuren, 1762). [29, Bd. II. Vorkritische
Schriften bis 1768 - 2, S. 599 — 615].

Im Hinblick auf die Entartungen der Sophistik fiigte Aristoteles (384 — 322 v. Chr.) seinem Werk
das sogenannte Organon (Werkzeug) hinzu, um zuléissige Schliisse abzugrenzen. Hierzu schreibt
Paul Lorenzen (1915 — 1994) [37, S. 1]

Es ist bekannt, daf eines der wesentlichsten Motive, die in der Antike zur Entdeckung
der Logik fiihrten, die Suche nach einer Methode war, den rhetorischen Kiinsten der
Sophisten, die sich erboten, aus Schwarz Weif§ zu machen, widerstehen zu kénnen. Es
galt, das ungeregelte Spiel des Sich-gegenseitig-Widerlegens in Regeln zu bringen, es
zu einem echten ,Agon“!) auszubilden.

Aristoteles weist im Organon (Erste Analytiken oder Lehre vom Schlufl 31. Kapitel) darauf hin,
daf er fiir die von ihm vorgestellte Syllogistik sich nicht auf Vorgénger stiitzt, sondern daf} diese
seine eigene Schopfung ist.

Diese Aristotelische Logik wurde mustergiiltig bis in die Neuzeit hinein. So schreibt noch Kant
in seiner Kritik der reinen Vernunft [29, Band 111, S. 20]):

Daf} die Logik diesen sicheren Gang schon von den &ltesten Zeiten her gegangen sei,
1483t sich daraus ersehen, daf} sie seit dem ARISTOTELES keinen Schritt riickwérts hat
tun diirfen, wenn man ihr nicht etwa die Wegschaffung einiger entbehrlichen Subti-
litdten, oder deutlichere Bestimmung des Vorgetragenen, als Verbesserungen anrech-
nen will, welches aber mehr zur Eleganz, als zur Sicherheit der Wissenschaft gehort.
Merkwiirdig ist noch an ihr, daf} sie auch bis jetzt keinen Schritt vorwérts hat tun
konnen, und also allem Ansehen nach geschlossen und vollendet zu sein scheint.

D Agon (aywr) Versammlungsplatz, Versammlung, Wettkampf, Kampf, Proze8, Anstrengung, Bestreben. ...



Der erste Teil dieses Zitats 148t sich — mutatis mutandis — haargenau auf die dreizehn Biicher von
Euklid anwenden. Was den zweiten Teil anbelangt, so irrt sich hier Kant. Schon in der Antike,
mehr noch im Mittelalter wurde die formale Logik weiter ausgebaut. Die Scholastik hat Grofles
geleistet in der Festigung der Logik.

Nach Aristoteles wurde die Logik vor allem von den Stoikern weiterentwickelt. Hier ist insbeson-
dere Chrysippos (281/278 — 205 v. Chr.) zu erwiihnen. Wir werden spiéiter noch auf seinen Beitrag
zuriickkommen.

Die islamischen Gelehrten, isnbesondere der persische Philosoph Avicenna (Ibn Sina, 980 — 1037)
und der spanische Philosoph Averroés (Ibn Ruschd, 1126 — 1198) bewahrten das Aristotelische
Erbe und formten es weiter. Durch sie kam es zu den Gelehrten des christlichen Mittelalters, von
denen ich hier nur Thomas von Aquin (1225 — 1274), Wilhelm von Ockham (1285/95 — 1349 oder
1350) und Johannes Duns Scotus (1265/1270 — 1308) nenne. Wilhelm von Ockham scheint das
Vorbild des William von Baskerville In Umberto Ecos Der Name der Rose zu sein.

Den jiidischen Theologen ging es in den talmudischen Schriften, die etwa im 5. Jahrhundert
abgeschlossen wurden, darum, die zahlreichen Widerspriiche und Inkonsistenzen der alttesta-
mentarischen Schriften zu erhellen und auszulegen. Ein sehr eindrucksvolles Beispiel fiir diesen
komplizierten Prozel schildern Alfred Posamentier und Noam Gordon ([44], siehe auch [11]). Im
Alten Testament findet man bei der Beschreibung von Salomos Tempel in 1 Kén 7,23 eine Angabe
iiber ein Kultgefafl mit kreisférmigen Querschnitt:

Und er machte das Meer, gegossen, von einem Rand zum andern zehn Ellen weit
rundherum und fiinf Ellen hoch, und eine Schnur von dreiflig Ellen war das Maf}
ringsherum.

In einer Parallelstelle 2 Chr 4,2 steht:

Und er machte das Meer, gegossen, von einem Rand zum andern zehn Ellen breit,
ganz rund, fiinf Ellen hoch, und eine Schnur von dreilig Ellen konnte es umspannen.

Offenbar wird in diesen beiden Textstellen 7 ~ 3 angenommen. Der Gaon (,, Weise“) von Wil-
na, Elijah ben Salomon Salman (1720-1797) analysierte diese beiden Stellen in der Bibel. Die
hebriischen Texte weichen geringfiigig voneinander ab. Bei einem inspirierten Text stellt sich
sofort die Frage, was diese Abweichungen zu bedeuten haben. Jedem Buchstaben des hebriischen
Alphabets ist eine Zahl zugeordnet. Wenn man die den Abweichungen entsprechenden Zahlen

der beiden Textstellen extrahiert, dann stellt man fest, daf} sie ein Verhéltnis von % aufweisen.
Nun ist aber 3 x % ~ 3.141 509, also eine sehr gute Naherung an .

Die christlichen Denker des Mittelalters iibernahmen die von den islamischen Gelehrten gesam-
melten und auch von jiidischen Gelehrten tradierten Texte und machten sie sich zu eigen. Es ging
ihnen darum, die Glaubenswahrheiten ,logisch® zu beweisen. Auf diese Weise hofften sie — unter
anderem — die Heiden von der Wahrheit des Christentums zu iiberzeugen. Hinzu kommt, dafl —
anders noch als im Alten Testament — die Uberlieferung der Texte des Neuen Testaments nicht
eindeutig und unsicher ist und dafl das Neue Testament in sich widersrpriichlich ist. Man denke
nur an die sehr unterschiedlichen Berichte der Evangelisten.

Die Logik entwickelte sich im Mittelalter &hnlich wie im antiken Griechenland von einer ernsthaf-
ten Wissenschaft hin zu dem, was man heute unter ,scholastischen Spitzfindigkeiten“ versteht.
Eine solche Entwicklung ist aber typisch fiir eine recht verstandene Wissenschaft. Es darf bei der



wissenschaftlichen Forschung keine Denkverbote geben und auch den abstrusesten Folgerungen
ist nachzugehen. Die Situation ist &hnlich wie in den Ingenieurwissenschaften. Ein Ingenieur mufl
beispielsweise ein Auto so gestalten, dafl es in allen realistischen Fahrsituationen zuverlissig rea-
giert. Er wird jedoch auch versuchen, das Fahrzeug unter extremen Bedingungen zu testen, etwa
durch Formel-1-Rennen oder durch Crashtests.

2.2 Leibniz

Eine der bedeutendsten Personlichkeiten der modernen Geschichte ist Gottfried Wilhelm Freiherr
von Leibniz (1646 — 1716). Er war Philosoph und Mathematiker und hat sich besonders auch auf
dem Gebiet der Logik durch Ideen hervorgetan, die seiner Zeit weit voraus waren.

Leider stieflen diese Bemiihungen fast durchweg auf das Unverstdndnis seiner Zeitgenossen und
auch der Nachwelt. Am bekanntesten wurde Leibniz durch die bose Satire Candide von Voltaire
(Frangois Marie Arouet, 1694 — 1778). Voltaire hatte sich mit Leibniz sicher nicht eingehend
beschéftigt und er war wohl dazu auch nicht in der Lage. Es ist immer leichter, eine grofie Idee
zu verspotten, als sie zu verstehen!

Wir verdanken Leibniz einige herausragende Ideen, die erst in neuester Zeit verstanden und
gewiirdigt werden konnten. Eine dieser Ideen ist sein Plan, die Gesetze des menschlichen Den-
kens durch einen logischen Kalkiil zu formalisieren [33]. Dazu werden die Elementarbegriffe durch
Primzahlen codiert. Zusammengestzte Begriffe entstehen durch Multiplikation der ihrer definie-
renden Bestandteile. Leibniz schreibt hierzu in seinen FElementa calculi von 1679 (zitiert nach
[34, S. 97 f.]:

Wenn der Begriff eines gegebenen terminus in direkter Weise aus den Begriffen zweier
oder mehrerer anderer Termini gebildet wird, dann sollte das Zahlzeichen des gegebe-
nen Terminus durch gegenseitiges Multiplizieren der Zahlzeichen der Termini, die den
Begriff des gegebenen Terminus bilden, erzielt werden. Zum Beispiel, da der Mensch
ein verniinftiges Lebewesen ist, (und da Gold ein schweres Metall ist), wenn somit
die Zahl fiir Lebewesen (fiir Metall) a wie 2 ist (m wie 3) und von verniinftig (am
schwersten) r wie 3 (p wie 5), dann wird die Zahl fiir Mensch oder h die gleiche sein
wie ar, das ist in diesem Beispiel 2 x 3, d. h. 6 (und die Zahl fiir Gold oder Sol, s,
wird die gleiche sein wie mp, das ist in diesem Beispiel 3 x 5, d. h. 15).

Auf diese Weise hitte man eine ,,Sprache“, die vollig prizise wire und die mit der Benennung eines
Begriffs durch seine Zahl gleichfalls die Definition des Begriffs mitliefern wiirde, denn man kann
jede Zahl eindeutig in ihre Primfaktoren zerlegen (siehe auch [14, Kapitel 14]). Man kann sich
leicht iiberlegen, daf} die hierfiir benotigten Zahlen mit der Komplexitét der Begriffe sehr schnell
unhandlich grof8 wiirden. Leibniz hat deshalb auch eine Rechenmaschine entworfen. Seine Pléne
blieben jedoch in den Anfingen stecken, er fand beim Hause Hannover wenig Verstédndnis und
wurde mit Nichtigkeiten beschéftigt. Es mangelte ihm an Geld fiir seine Forschungen, wir miissen
heute festellen, dafl seine Ideen seiner Zeit um Jahrhunderte voraus waren. Seine Rechenmaschine
konnte zu seiner Zeit nicht gebaut werden, da die Konstruktion die Moglichkeiten der damaligen
Feinmechanik weit iiberstiegen, man konnte nicht mit der nétigen Prézision fertigen. Moderne
Nachbauten funktionieren jedoch einwandfrei. Leibniz hatte die Vision, dafl sich Streitigkeiten
durch einen logischen Kalkiil beilegen lieflen. In seinem Projet et Essais pour arriver a quelque
certitude pour finir une bonne partie des disputes et pour avancer Uart d’inventer. (um 1686)
schreibt er (zitiert nach [2, S. 3]):



Ich habe sogar eine erstaunliche Tatsache gefunden, ndmlich dal man durch die Zahlen
alle Arten von wahren Sitzen und Folgerungen darstellen kann. ...

Das einzige Mittel, unsere Schlufifolgerungen zu verbessern, ist, sie ebenso anschaulich
zu machen, wie es die der Mathematiker sind, derart, dafl man seinen Irrtum mit den
Augen findet und, wenn es Streitigkeiten unter Leuten gibt, man nur zu sagen braucht:
»,Rechnen wir!“ ohne eine weitere Formlichkeit, um zu sehen, wer recht hat.

Eine weitere grofie Entdeckung Leibniz’ war die Bindrarithmetik. Man kann jede Zahl als Binérzahl
darstellen. Ohne dies hier formal auszufiihren, soll nur ein illustrierendes Beispiel gebracht wer-
den:

Betrachten wir die Zahl 21. Wenn wir 21 durch 2 dividieren, erhalten wir 10 mit einem
Rest 1, das heif3t, es ist
21=2x10+1.

Nun nehmen wir uns die Zahl 10 vor: Es ist 10 = 2 x 5, also
21=2x(2x5)+ 1.
Analog verfahren wir mit der 5: Es ist 5 =2 x 241, also

21 = 2x2x(2x241)+1=
= 2X2X2%X24+2x24+1=
= 1-2240-2241-2240-2'+1-2°=16+4+1.

Man stellt die Zahl 21 dann dar in der Schreibweise 10101. Die letzte Stelle bezeichnet
den Faktor von 2° = 1, die vorletzte den Faktor von 2! = 2 und so weiter.

Auf diese Weise kann man jeder Zahl eine Bindrdarstellung zuordnen. Diese Bindrdarstellung
hat den Vorteil, dafl die Grundrechenarten sich sehr einfach darstellen. Der Nachteil ist, dafl
die Binédrdarstellung recht lang werden kann. Die Computer rechnen intern mit einer Biérdar-
stellung — mit Ausnahme der sowjetischen Setun’; die eine Darstellung zur Basis 3 hatte. Die
gebrduchlichen Rechner stellen Zahlen vermittels 32, 64 oder 80 Binérstellen dar.

Leibniz war von seiner Entdeckung fasziniert. Sein Plan, eine Rechenmaschine unter Zugrundele-
gung der Bindrdarstellung — er nannte es dyadische Darstellung — zu konstruieren, schlug fehl, aus
den oben erwidhnten Griinden. Besonders begeistert war Leibniz, als er von dem Jesuitenpater
Joachim Bouvet von dem chinesischen I Ging horte. Dieses chinesische Weissagungsbuch ist in
Abschnitte gegliedert, die je durch ein Hexagramm bezeichnet werden (Abbildung 1). Zwar ha-
ben diese Hexagramme nicht die Bedeutung von Bin#rdarstellungen, aber Leibniz sah hier einen
Ankniipfungspunkt fiir die Mission in China, fiir ihn waren die Bin#rzahlen eine Metapher fiir die
Erschaffung der Welt aus dem Nichts. Er nahm an, daf§ sich seine Dyadik zur Heidenbekehrung
in China eigne [16, S. 107]. Allerdings blieb der erhoffte Erfolg aus, diese Denkweisen waren den
Chinesen doch zu abseitig! Eine schone Darstellung der Leibnizschen characteristica universalis
und der Binérzahlen findet man bei Umberto Eco [14, Kap 14. Von Leibniz zur Encyclopédie].

2.3 Von Leibniz bis zum zwanzigsten Jahrhundert

Wiéhrend der Zeit der Aufklarung wurde die formale Logik als spitzfindige Scholastik abqua-
lifiziert. Hier ist wohl auch einer der Griinde zu suchen, daf} die Logik iiber Jahrhunderte ein



Schattendasein fristete. Es ist in diesem Zusammehang duflerst bemerkenswert, dafi Gotthold
Ephraim Lessing (1729 — 1781) in seiner Polemik gegen den Hauptpastor von St. Katharinen in
Hamburg, Johann Melchior Goeze (1717 — 1786) eine Schrift herausgab mit dem Titel Aziomata,
wenn es deren in dergleichen Dingen gibt (1778). Er schreibt dort

Ich mag die Stelle, so wie ich sie geschrieben habe, hier nicht wiederholen. Und das
um so viel weniger, da ich den einzelnen Sétzen derselben, die ich wie lauter Aziome
dahingepflanzt haben soll, eine etwas andere Ordnung geben will.

Lessing mo6chte also seine Darlegung bewufit an die Axiomatik etwa eines Euklid anlehnen.

Eine weitere bemerkenswerte Personlichkeit in der Geschichte der Logik ist George Boole (1815
— 1864). Er schuf mit seiner Schrift The mathematical analysis of logic: being an essay towards
calculus of deductive reasoning aus dem Jahre 1847 [5] einen algebraischen Logikkalkiil. Sein Ziel
war es, dhnlich wie Leibniz, logisches Argumentieren zu automatisieren. Heute ist der Name Boo-
les jedem Informatikstudenten vertraut, der Datentyp BOOLEAN dient zur formalen Manipulation
logischer Ausdriicke.

Eine besondere Erwihnung verdient Lewis Carroll (Charles Lutwige Dodgson, 1832 — 1898),
der neben seinen berithmten Biichern iiber Alice im Wunderland auch ein Lehrbuch iiber Logik
schrieb, das lange verschollen war [8], zur Wiederauffindung des Buches [1]. Man kann sagen, daf
Carroll seiner Zeit weit voraus war in seiner Auffassung der Logik. Carrolls Buch zeichnet sich
vor anderen Werken der Logik dadurch aus, dafl sein Autor einen exzellenten Stil schreibt. Man
findet auch in seinen Alice-Biichern zahlreiche Hinweise auf die formale Logik.

Mitte des neunzehnten Jahrhunderts schrieb Carl von Prantl (1820 — 1888) seine vierbéndige
Geschichte der Logik im Abendlande [45], welche auch heute noch hiufig als Standardliteratur
zu diesen Thema zitiert wird. Das Werk ist eine wichtige Quelle zum Verstindnis der Geschichte
der Logik, allerdings teilt Prantl die Vorurteile seiner Zeitgenossen, die die formale Logik fiir
eine Sammlung leerer Spitzfindigkeiten hielten, etwa im Sinne des vorangestellten Goethezitats.
Prantl lebte in einer Zeit des Umbruchs, und er hat die Zeichen der Zeit nicht gesehen. Es gab ei-
ne dhnliche Entwicklung auf dem Gebiete der Physik. Der bedeutende franzisische Epistemologe
Abel Rey (1873 — 1940) hatte im Jahre 1907 ein Buch iiber die Entwicklung der Physik geschrie-
ben. In diesem Buch beklagte er heftig, daf3 die Physik seiner Zeit nicht mehr ausschlieflich im
Labor stattfand, sondern mathematisiert wurde. Er hielt dies fiir eine bedauerliche Verirrung und
schrieb (zitiert nach [35, S. 329]):

Die abstrakten Fiktionen der Mathematik haben gewissermaflen eine spanische Wand
aufgerichtet zwischen der physikalischen Realitdt und der Weise, wie die Mathematiker
die Wissenschaft von dieser Realitdt verstehen.

Doch die Kompliziertheit ihrer Theorie, ihre Umschweife hinterlassen ein peinliches
Gefiihl. Es ist zu gemacht, zu sehr gesucht, konstruiert (édifié); der Experimentator
findet hier nicht jenes spontane Vertrauen, das ihm die stete Beriihrung mit der
physischen Realitét einfloBt.

Besondere Bedeutung hat das Buch von Rey erlangt, weil es von Wladimir Iljitsch Lenin (1870
— 1924) dazu benutzt wurde, sich fiir sein Buch Materialismus und Empiriokritizismus, welches
sich gegen Ernst Mach (1838 — 1916) richtete in die Physik einzuarbeiten. Lenin iibernahm dabei
die mathematikfeindliche Haltung von Rey.



Prantl wurde ebenfalls von der Entwicklung iiberholt. Trotzdem ist sein Buch auch heute noch
ein vielzitiertes Standardwerk, leider sind seine ungerechten und ungerechtfertigten polemischen
Ausfélle zuweilen etwas stérend. So schreibt er etwa [45, S. 95]:

Dass Aristoteles auf jene Kehrseite der dtaléyeovar, welche dem Apodeiktischen ge-
geniiberliegt, so vielfach eingieng, haben wir sicher nur dem zuzuschreiben, dass er
Schiiler Plato’s ist, wenn auch gleichzeitige Bestrebungen der Antistheneer und Mega-
riker den alten Particularismus der Sophisten erneuten. Und in dieser Beziehung daher
zeigt sich Aristoteles als Kind seiner Zeit und seiner Nation, denn dass wesentlich und
an sich nothwendig die Theorie der Logik nur aus ihrem Widerspiele sich hervorar-
beiten konne, wird wohl Niemand behaupten; auch fillt ja z. B. das wetpaotikor
des dtaréyeodar an sich dem Gebiete der Péddagogik zu, oder z. B. die blosse Wahr-
scheinlichkeit ist, so lange sie nicht dem Calcul unterworfen ist, logisch werthlos, ist
sie aber jenes, so tritt sie wieder als Thatsache des Wissens auf, oder hinwiederum
Lappalien, wie die Mehrzahl der Fangschliisse sind, wird die wahre Logik gar nicht
beriicksichtigen.

Die Einschéitzung dieser ,Lappalien® dnderte sich dramatisch bereits in der letzten Halfte des
neunzehnten Jahrhunderts. Dies hatte zwei Griinde: Einmal begannen die Versuche, die Ma-
thematik auf eine gesicherte Basis zu stellen, und dabei wird man unweigerlich auf die Logik
gefiihrt. Hier sind insbesondere die 1884 erschienenen Grundlagen der Arithmetik von Friedrich
Ludwig Gottlob Frege (1848 — 1925) und die Principia Mathematica (1910 — 1913) von Alfred
North Whitehead (1861 — 1947) und Bertrand, Earl Russell (1872 — 1970) zu nennen. Eine ganz
wichtige Personlichkeit in diesem Kontext ist David Hilbert (1862 — 1943), der wohl grofite und
universellste Mathematiker des zwanzigsten Jahrhunderts. Hilbert versuchte, die Mathematik
formal — letztendlich auf der Basis der Logik — zu begriinden. Er hat zusammen mit Wilhelm
Ackermann (1896 — 1962) ein Buch iiber Grundziige der theoretischen Logik geschrieben [26].
David Hilbert hat die formalistische Begriindung der Mathematik, bei der man von , Inhalten*
vollkommen absieht und nur die abstrakten formalen Eigenschaften mathematischer Objekte un-
tersucht, recht drastisch dargestellt, indem er iiber die Geometrie sagte [39, Kap. IX. Geometrie
und Erfahrung]:

Man muf} jederzeit an Stelle von ,,Punkte, Geraden, Ebenen®, , Tische, Stiihle, Bier-
seidel* sagen konnen.

Eine weitere Quelle fiir eine ernsthaftere Einschéitzung der formalen Logik bildete die Beob-
achtung, dal man vermittels geeigneter elektrischer Schaltkreise elementare logische Funktionen
realisieren kann. Von hier fithrt ein direkter Weg zu den Grundlagen der modernen Computer. In
seiner Master-Abschlufarbeit mit dem Titel A symbolic analysis of relay and switching circuits
aus dem Jahre 1937 begriindete Claude Shannon (1916 — 2001) die sogenannte Schaltalgebra, eine
Technik, die logische Konstrukte durch elektrische (oder elektronische) Schaltkreise ausdriickt.
Konrad Zuse (1910 — 1995) konstruierte seine Rechenanlage Z3 im Jahre 1941, nach Vorarbeiten,
die 1936 begannen und Alan Mathison Turing (1912 — 1954) publizierte 1936 einen wichtigen
Artikel iiber die theoretischen Grundlagen der Rechenanlagen [56, 57]. Die modernen Computer
sind nichts anderes als ,logische Maschinen“, und es stellte sich heraus, daf} die in Jahrtausen-
den gewachsene formale Logik genau das Werkzeug war, diese Maschinen zu projektieren und zu
verstehen.
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3 Was ist Logik?

3.1 Eine erste Anniherung

Man unterscheidet — die Begriffsbestimmungen und die Termini werden nicht ganz einheitlich
gehandhabt — unterschiedliche Methoden der Wahrheitsfindung;:

Dialektik Hierbei handelt es sich um die gemeinsame Suche nach Wahrheit im Gespréch. Man
kann sich dies so vorstellen, dafl zwei Personen unterschiedlicher Meinung sich auf der Ago-
ra, also in der Offentlichkeit, trafen und ihre Ansichten mit Argumenten darlegten. Dabei
soll das Resultat im allgemeinen nicht sein, daf der eine Sprecher den anderen ,iiberzeugt*,
vielmehr sollen beide durch das Gespréch und das Eingehen auf die Argumente des Partners
ihre eigene Meinung priifen, sie modifizieren oder aber ihre eigenen Argumente bestérkt fin-
den, jedoch auf einem hoheren Niveau der Erkenntnis. Hierin liegt die Quelle des Hegelschen
(oder Marxistischen) Begriffs der Dialektik.

Sophistik Dies ist eine Form des Meinungsaustausches, die bis an die Grenzen der Argumen-
tationskunst voranschreitet, diese wohl auch iiberschreitet. Ziel dieser durchaus legitimen
Variante der Dialektik ist es, die Argumentationsformen unter extremen Bedingungen auf
ihre Belastbarkeit zu priifen, aber auch, die formalen Argumente auf Bereiche anzuwen-
den, die mit dem Zusammenleben von Menschen zu tun haben, die also mit formalen und
strengen Methoden nicht recht faflbar sind.

Eristik Dies ist eine Abart der Sophistik. Es handelt sich um die Kunst, Recht zu behalten. Diese
Kunst ist von Arthur Schopenhauer (1788 — 1860) recht anschaulich in ,achtunddreiflig
Kunstgriffen dargestellt* worden [55].

Logik Die Logik schliellich ist im Gegensatz zu den hier genannten Formen der Wahrheitssuche
ein ,Solitérspiel“?) . Hier wird versucht, die SchluBweisen zu charakterisieren, die es erlau-
ben, auf dem Ozean der wahren Aussagen gefahrlos zu navigieren, das heifit, die von wahren
Aussagen wieder zu wahren Aussagen fiithren.

Bei der Logik hat man eine grofle didaktische Schwierigkeit. Die Schlufiformen der Logik erschei-
nen ,trivial“, es leuchtet nicht recht ein, dafl man aus derlei eine Wissenschaft aufbauen kann.
Dies ist auch der Grund fiir die heftige Ablehnung der Logik seit Anbeginn der Existenz dieser
Wissenschaft. Sobald die Anwendungen der Logik jedoch komplizierter werden, hat man enorme
Verstdndnisschwierigkeiten. Die Schlufiweisen der Logik sind namlich nicht die des , gesunden
Menschenverstandes* und ich pflege gelegentlich zu sagen, dafl logisches Denken und pathologi-
sches Denken nicht allzuweit voneinander entfernt sind.

Wir werfen nun einen Blick auf einige der Methoden der Logik. Generell handelt die Logik von
wahren Aussagen. Allerdings ist man in der modernen Logik mit dem Wort ,,wahr* duferst
vorsichtig geworden. Mich erinnert diese Situation immer an den Dialog zwischen Jesus und
Pontius Pilatus im Johannesevangelium (Joh 18, 33-38):

Da ging Pilatus wieder hinein ins Pratorium und rief Jesus und fragte ihn: Bist du
der Konig der Juden?

2)Es gibt auch eine , dialogische® Interpretation der Logik als einer Verhandlung eines Proponenten und eines
Opponenten vor dem ,Richterstuhl der Wahrheit* [37]).
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Jesus antwortete: Sagst du das von dir aus, oder haben dir’s andere {iber mich gesagt?
Pilatus antwortete: Bin ich ein Jude? Dein Volk und die Hohenpriester haben dich
mir iiberantwortet. Was hast du getan?

Jesus antwortete: Mein Reich ist nicht von dieser Welt. Wire mein Reich von dieser
Welt, meine Diener wiirden darum kampfen, dafl ich den Juden nicht iiberantwortet
wiirde; nun aber ist mein Reich nicht von dieser Welt.

Da fragte ihn Pilatus: So bist du dennoch ein Koénig? Jesus antwortete: Du sagst
es, ich bin ein Konig. Ich bin dazu geboren und in die Welt gekommen, daf} ich die
Wahrheit bezeugen soll. Wer aus der Wahrheit ist, der hort meine Stimme.

Spricht Pilatus zu ihm: Was ist Wahrheit? Und als er das gesagt hatte, ging er wieder
hinaus zu den Juden und spricht zu ihnen: Ich finde keine Schuld an ihm.

Sowohl Pilatus als auch Jesus befanden sich im spétgriechischen Kulturkreis. Ich nehme an, dafl
beide wuflten, welch schwieriger Begriff dies sei, die ,,Wahrheit“. Deshalb antwortete Jesus nicht
auf Pilatus’ Frage, denn hier haben wir die klassische Situation der Unmoéglichkeit von Kom-
munikation: Das, was Jesus unter ,, Wahrheit“ verstand, hétte Pilatus nicht akzeptieren kénnnen
— und umgekehrt. Pilatus scheint sich des Problems bewufit gewesen zu sein, dann er erwartet
offenbar keine Antwort, ,er ging hinaus®.

Wir sind heute ebenso zuriickhaltend mit dem Wort ,, Wahrheit®, wir ziehen es vor, von ,,Herleit-
barkeit* innerhalb eines gewissen Systems zu sprechen. Der Einfachheit halber werde ich hier von
,2wahren“ und , falschen“ Aussagen sprechen, bitte aber, diese Begriffe nicht zu iiberinterpretieren.

3.2 Verkniipfung von Aussagen
Wenn man irgendwelche Aussagen in der Logik betrachtet, etwa

Alle Menschen sind sterblich,
dann sollen die Worte dieser Aussage abstrakt verstanden werden, das heiflt, als Bewohner des
Reichs der Logik und nicht als Objekte dieser Welt, die eine Unzahl von Eigenschaften besitzen.
Wir fithren daher fiir solche Aussagen Abkiirzungen ein, etwa A, B, .... Jeder Aussage ordnen

wir einen Wahrheitswert zu, das heift, sie ist entweder wahr oder falsch (im oben skizzierten
Sinne).

Man kann nun aus verschiedenen Aussagen neue Aussagen gewinnen, indem man die Aussagen
miteinander verkniipft. Nehmen wir ein Beispiel: Es sei A die Aussage

Es regnet.
Weiterhin sei B die Aussage
Die Glocken lduten.

Wir definieren nun eine Verkniipfung und, die wir mit dem Symbol A bezeichen auf die folgende
Weise: Die Aussage A A B soll wahr sein, wenn sowohl A als auch B wahr sind. A A B wiirde also
in unserem Beispiel bedeuten:

Es regnet und die Glocken lduten.
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Man stellt eine solche Verkniipfung gern in einer Wahrheitstafel dar:

A B|AAB
w W w
W F F
F W F
F F F

Eine andere Moglichkeit ist die Verkniipfung oder, symbolisiert durch V. Das Kompositum AV B
ist wahr, wenn eine der beiden Aussagen A oder B wahr ist und falsch, wenn beide falsch sind.
Die Wahrheitstafel dieser Verkniipfung ist

A B|AVB
W W W
W F W
F W W
F F| F

In unserem Beispiel bedeutet AV B
Es regnet oder die Glocken lduten,

eine Aussage, die man gern auf die Stddte Aachen oder Miinster anwendet. Wir miissen hier ganz
prizise sein: Die Aussage A V B kann heiflen, dafl es regnet, dafi die Glocken lduten oder dafl
beides der Fall ist.

In der modernen ,,gehobenen“ Umgangssprache hat man die Verkniipfung ,,und/oder* eingefiihrt.
Ein solches Konstrukt wird man etwa bei Goethe nirgends finden, und es ist auch vollig unnétig,
denn es entspricht haargenau dem umgangssprachlichen oder. Als Beleg betrachten wir eine Stelle
aus dem Alten Testament, in der es um Ersatzleistungen bei fahrlissigem Handeln geht (EX 21,
33-34):

Wenn jemand eine Zisterne aufdeckt oder gribt eine Zisterne und deckt sie nicht zu
und es fallt ein Rind oder Esel hinein,

(EX 21,33)
so soll der Besitzer der Zisterne mit Geld dem andern Ersatz leisten, das tote Tier
aber soll ihm gehéren. (EX 21,34)

Féllt also ein Rind und ein Esel in die Grube, dann gilt das Gesetz genauso, wie wenn nur ein
Rind oder ein Esel in die Grube gefallen wiire.

Demgegeniiber findet man beispielsweise in der Hausordnung der Bundesbahn (VPS0901101
Stand 05/2008) etwa die Formulierung

Festgestellte Verstofle gegen die Hausordnung fithren zu Hausverweis, Hausverbot,
Strafverfolgung und/oder Schadensersatzforderungen.

Hier soll offenbar eine ,,logisch anmutende® Prézision suggeriert werden, die neben der schlichteren
(und prézisen) Formulierung des Alten Testaments recht gestelzt anmutet!

Eine weitere logische Operation ist die Negation, symbolisiert durch —. Bezeichnet wieder A die
Aussage
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Es regnet,
dann bedeutet A die Aussage
Es regnet nicht.

Offenbar gilt die Aussage -=—A = A, das heift, eine doppelte Verneinung ist eine Bejahung. In der
Umgangssprache ist dies nicht immer so, wenn in Bayern jemand sagt: ,,Ich habe keinen Hund
nicht gesehen“, dann meint er, er habe iiberhaupt keinen Hund gesehen, und nicht, dafl er einen
Hund gesehen habe. Besonders in den slawischen Sprachen ist die doppelte Verneinung in dieser
Bedeutung recht beliebt.

Andererseits kann eine doppelte Verneinung eine abgeschwichte Bejahung bedeuten. Wenn man
sagt: ,,Ich kann nicht leugnen, daf ... “, dann heifit das, dal man die betreffende Aussage fiir wahr
h#lt, aber mit Vorbehalten, sonst hidtte man einfach gesagt: ,Es ist ... “. Es ist recht schwierig,
mit komplizierten Verneinungskonstruktionen umzugehen. Ein schénes Beispiel hierfiir ist §118
BGB:

§118. [Mangel der Ernstlichkeit] Eine nicht ernstlich gemeinte Willenserklérung,
die in der Erwartung abgegeben wird, der Mangel der Ernstlichkeit werde nicht ver-
kannt werden, ist nichtig.

Ein weniger serioses Beispiel:

Nichts liegt mir ferner, als die Nichteinfithrung eines Rauchverbots nicht mit allen mit
zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht zu bekdmpfen.

Was ist hier gemeint?

Man kann sich leicht iiberlegen, dafl es nur 16 voneinander verschiedene Wahrheitstafeln ge-
ben kann. Zu jeder solchen Wahrheitstafel gehort eine logische Verkniipfung. In Tabelle 1 sind
sdmtliche moglichen Verkniipfungen dargestellt. Finige davon, wie etwa die Tautologie oder die
Kontradiktion sind keine eigentlichen Verkniipfungen. Gleichermaflen sind die beiden Negatio-
nen keine ,richtigen® Verkniipfungen, da bei ihnen eine Variable ignoriert wird, das heifit, die
Verkniipfung fiir —A (Nr. 13) ist v6llig unabhéngig von der Variablen B. Man kann zeigen, dafl
zur Konstruktion aller Verkniipfungen die Operatoren A, V und — ausreichen. Diese sind in der
Tabelle rot markiert.

3.3 Die Implikation

Bislang haben wir nur recht ,harmlose® Verkniipfungen untersucht. Eine Verkniipfung, die bereits
in der Antike die Gemiiter erregte, ist die Implikation. Die Implikation dient dazu, aus wahren
Aussagen neue wahre Aussagen herzuleiten. In seinem Buch iiber Logik schreibt Quine [47, S.
22]:

Das Allerwichtigste an der Logik ist die Implikation; sie wird daher das Hauptthema
des Buches bilden.
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é g VPY \1;7 g Symbol Bezeichnung
1. W W W W AV -A Tautologie
2. W W W% F AV B Alternative
3. W% w F w B=A Implikation
4. W w F F A
5. W F W W A= B Implikation
6. | W F W F B B
7. W F F W A=B Aquivalenz
8. W F F F ANB Konjunktion
9. F W W W —=AV -B | Unvertriglichkeit
10.| F w | W | F | AxOR p| Pisiunktion

(exklusives oder)

11. F w F W -B

12. F w F F AN-B

13. F F W W -A

14. F F W F -AAB

15. F F F w -AN-B

16. F F F F AN-A Kontradiktion

Tabelle 1: Tabelle der moglichen logischen Verkniipfungen zweier Aussagen.

Heinrich Scholz schreibt [54, S. 34 f.]

Es hat iiber zwei Jahrtausende gedauert, bis diese schone Entdeckung zum zweiten
Mal gemacht und, mit einer naheliegenden Ausdehnung dieses Verfahren auf alle
zusammengesetzten Aussagen, auf eine wahrhaft geistreiche Art fiir die denkbar ein-
fachste Konstruktion einer exakten Aussagenlogik verwendet worden ist. Dies soll den
Stoikern, es soll dem Chrysippos, dem ,ersten Scholastiker®, nicht vergessen werden.
Es versteht sich, daf§ auf diesem Grunde auch die mit Sorgfalt und Liebe neu be-
arbeiteten hypothetischen und disjunktiven Schliisse ...ein neues, schérferes Profil
gewinnen.

Wir wollen uns nun {iberlegen, welche Moglichkeiten wir haben, die wenn—dann-Beziehung durch
eine Wahrheitstafel auszudriicken. Dazu fithren wir eine Operation fiir logische Aussagen ein [
ein. Es seien A und B logische Aussagen, dann soll mit A O B eine Verkniipfung bezeichnet
werden, die dem logischen ,Wenn A, dann B*“ beziehungsweise ,, A impliziert B“ ...entspricht.
Diese Relation soll ein Navigationsinstrument auf dem Ozean der wahren Aussagen sein. Wenn
sie giiltig ist, dann soll aus der Tatsache, dal der Vordersatz oder die Priamisse A wahr ist,
geschlossen werden koénnen, dafl auch der Nachsatz oder die Konklusion B wahr ist.

Beispiele:

1. Wenn du deinen warmen Schal nicht umbindest, wirst du dich erkélten.
2. Wenn ich einen Eisenstab erhitze, dann vergréflert sich seine Lénge.

3. Wenn ich einen Eisenstab erhitze, dreht sich die Erde um sich selbst [7, S. 197].
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4. Jedes Elektron hat ein Magnetfeld. Ein Tennisball hat kein Magnetfeld. Also ist ein Ten-
nisball kein Elektron [7, S. 263].

Die erste Aussage ist eine umgangssprachliche Aussage. Ein Kind, welches trotz dieser Ermahnung
seinen warmen Schal vergessen hat und sich nicht erkiltet, zieht aus dieser Situation die wichtige
Lehre, dafl seine Mutter nicht immer recht hat. Diese hat gemeint ,,...wirst du dich mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit erkélten.

Die zweite Aussage ist die Zusammenfassung einer wissenschaftlichen Erkenntnis oder einer
Erfahrungstatsache. Man hat entweder immer erfahren, dafl sich ein Eisenstab ausdehnt, also
verlangert, wenn man ihn erhitzt, oder aber man weifl aus der Wirmelehre, daf sich allgemein
feste Korper so verhalten.

Die dritte Aussage konnte ebenfalls eine Erfahrungstatsache beschreiben. Man kénnte hier ein-
wenden, dafl kein ,notwendiger“ Zusammenhang zwischen der Erdrotation und dem Erhitzen
eines Eisenstabs besteht. Dies wiirde die Einfithrung des auflerlogischen , mystischen“ Begriffs
der Notwendigkeit bedeuten (vgl. hierzu die Argumentation von Rudolf Carnap [7, S. 200]).
Auch der Einwand, daf} sich die Erde ja auch ohne das Erhitzen des Eisenstabs drehe, ist nicht
schliissig, denn es wird ja nur behauptet, daf3 sich die Erde dreht, wenn man einen Eisenstab
erhitzt. Dies ist aber unzweifelhaft wahr und kann durch astronomische Messungen bestitigt
werden (Das Beispiel stammt von Rudolf Carnap [7, S. 197]).

Die letzte Aussage klingt, wie so viele Beispielaussagen der Logik, recht trivial. Man sollte sich
jedoch vor Augen halten, daf hier eine wahre Tatsachenaussage (Jedes Elektron hat ein Magnet-
feld. Ein Tennisball hat kein Magnetfeld) zu einer Schluifolgerung fiihrt, die eine neue wahre
Tatsachenaussage ist und die anscheinend nicht in der Ausgangaussage enthalten ist. Mit ande-
ren Worten: Eine Person, die nicht weifl; was ein Elektron, ein Magnetfeld oder ein Tennisball
ist, kann aus der vierten Aussage herleiten, dafl ein Tennisball kein Elektron ist (Auch dieses
Beispiel stammt von Rudolf Carnap [7, S. 263]). Dieser Vorgang ist nicht so abartig, wie man
denken mochte. Es gibt Computersoftware, die genau das tut, etwa CAD-Software, die geometri-
sche Tatsachen herleitet, ohne zu ,,wissen®, was ein Punkt, eine Gerade oder eine Fliche ist (oder,
um auf das Zitat von Hilbert zuriickzukommen, ohne zu ,,wissen“, was Tische, Stiihle, Bierseidel
sind), Ebenso ,,denkt* sich ein Schachprogramm nicht Springer und Tiirme auf einem Spielfeld.
Ein ,,Expertensystem* zur Unterstiitzung medizinischer Diagnosen, etwa das Programm MY CIN
[48, S. 191, Sec. 6.3.3] operiert formal mit Begriffen, die es nicht ,,versteht“. Das , Wissen® des
Expertensystems ist in Form logischer Implikationen codiert, zum Beispiel [48, S. 192]:

If: (1) the stain of the organism is gram-positive, and

(2) the morphology of the organism is coccus, and

(3) the growth conformation of the organism is clumps,
then there is suggestive evidence (0.7) that

the identity of the organism is staphylococcus.

Wir wollen nun anhand unserer Beispiele iiberlegen, welche Eigenschaften unsere Relation [
haben mufl. Wir legen dazu eine hypothetische Wahrheitstafel an, die angibt, welchen Wahr-
heitswert A [0 B haben soll, wenn die Wahrheitswerte von A und B gegeben sind. Wir hatten
bereits gesehen, daf fiir wahres A und wahres B die Aussage A [0 B wahr sein soll. Wenn A wahr
ist und B falsch, dann sollte A 00 B falsch sein, denn es soll nicht méglich sein, aus einer falschen
Voraussetzung auf eine wahre Tatsache zu schlieflen, etwa

Immer, wenn ich ein Einhorn sehe, siedet das Wasser bei 20° C.
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Hier ist der Vordersatz (nach allem, was wir wissen) falsch, der Nachsatz ist sicher falsch, jedoch
kann eine solche Schluffweise nicht als zuléssig, das heifit wahr, angesehen werden. Wir hétten
also die folgende noch unvollstdndige Wahrheitstafel fiir die Relation [J:

A B AOB
wahr  wahr wahr
falsch  wahr ?

wahr falsch  falsch
falsch  falsch ?

Wie ist die Tabelle nun fiir den Fall eines falschen A zu ergéinzen? Diese Frage ist keineswegs
trivial. Im Altertum hat der Stoiker Chrysippos aus Soloi (etwa 280 — 205 v. Chr.) hierzu einen
Beitrag geliefert, der noch nach fast zweitausend Jahren von dem Philosophen Karl von Prantl
(1820 — 1888) als ,,Blodsinn“ bezeichnet wurde [17, S. 161]. Im Mittelalter haben scholastische
Philosophen sich diesem Thema erfolgreich zugewandt, aber es dauerte bis in die allerneueste
Zeit, dal man die Bedeutung dieses Konstrukts wieder entdeckte. Zu nennen ist hier der polnische
Logiker Jan Lukasiewicz (1878 — 1956) sowie Gottlob Frege (1848 — 1925).

Zur Ergidnzung unserer Wahrheitstabelle haben wir die folgenden vier Moglichkeiten: 1.
A B AOB

falsch  wahr  falsch
falsch falsch  falsch

Dies scheint zunéchst naheliegend. Aus einer falschen Voraussetzung sollte keine wahre Implika-
tion folgen diirfen. Diese Festsetzung wiirde aber bedeuten, dafl unser Konstrukt A (0 B nur in
dem Falle wahr wire dafl A und B beide wahr sind. Dies wiirde unter zum Beispiel bedeuten,
daf} die zweite Beispielaussage

Wenn ich einen Eisenstab erhitze, dann vergroflert sich seine Lénge.

falsch wire, wenn ich mich mich dazu entschlieffe, den Eisenstab nicht zu erhitzen!

2.

A B AOB
falsch  wahr wahr
falsch falsch  falsch

Auch hierfiir liefen sich Argumente anfithren. Wir mochten auf die Wahrheit von B schlieen,
also sollte die Implikation immer dann wahr wein, wenn B wahr ist. Diese Losung bedeutet, dafl
die vervollstéindigte Wahrheitstabelle wie folgt aussieht:

A B AOB
wahr  wahr wahr
falsch  wahr wahr
wahr falsch  falsch
falsch falsch  falsch
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Wir hétten also die Aussage, dal A O B genau dann wahr ist, wenn B wahr ist, unabhéngig von
der Wahrheit von A. Das heifit, A 0 B wire nur eine andere Schreibweise fiir B.

3.

A B AOB
falsch  wahr  falsch
falsch  falsch wahr

Hier wire A [0 B genau dann wahr, wenn A und B den gleichen Wahrheitswert haben, das heif}t,
wenn beide wahr oder beide falsch wiren. Diese Relation nennt man die logische Aquivalenz, das
heifit, da§ B nur eine andere Formulierung von A ist. Auch dieses Konstrukt wére nicht besonders
niitzlich. Wir hétten in unserem Beispiel

Wenn ich einen Eisenstab erhitze, dann vergréfiert sich seine Lénge.

die Situation, dafl umgekehrt jedesmal wenn sich ein Eisenstab verldngert sich seine Temperatur
erhoht hétte. Es gibt ja auch Moglichkeiten, die Lange eines Eisenstabes auf andere Weise, etwa
durch Zugbelastung zu verliangern. Auch diese Formulierung wiére also nicht befriedigend.

4. Es verbleibt als einzige Moglichkeit die Tabelle

A B AOB
wahr  wahr wahr
falsch  wahr wahr
wahr falsch  falsch
falsch falsch  wahr

Man nennt diese Relation die logische Implikation und bezeichnet sie mit dem Symbol A = B.

Man kann ohne Ubertreibung sagen, daf die Implikation das Instrument ist, mit dem wir Ma-
thematik machen. Wenn etwa Euklid im Beweis des Primzahlsatzes argumentiert:

Wenn eine Zahl a durch eine andere Zahl b (ohne Rest) dividierbar ist, dann ist sie
auch durch eine Primzahl dividierbar,

dann wire die Aussage A

a ist durch eine Zahl (verschieden von 1 und a) teilbar.
Die Aussage B wire

a ist durch eine Primzahl teilbar.

Die Aussage A = B kann unabhéngig von dem Wert von a gefithrt werden. Dazu mufl man sich
iiberlegen, daf3 b entweder eine Primzahl ist — dann wére nichts zu beweisen — oder aber sich
als Produkt von Primzahlen darstellen 148t. In diesem Falle leistet jede der Primzahlen aus dem
Produkt das Gewdiinschte.

Die zunéchst befremdende Eigenschaft, dafl eine logische Implikation mit falschem Vordersatz im-
mer wahr sein soll — der scholastische Merkspruch lautete ex falso quodlibet — hat nicht nur den
Historiker von Prantl befremdet. Wir geben manchmal unseren Studenten in einer Einfiihrungs-
vorlesung iiber Logik die Aufgabe, zu entscheiden, ob die folgende Aussage wahr ist:
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Wenn meine Groimutter Riader héitte, dann wére sie ein Autobus.

Wenn sich dann keine spontane Idee einstellen méchte, kann man noch einen , hilfreichen* Hinweis
geben: Sie diirfen davon ausgehen, dafl die alte Dame nicht iiber Réder verfiigt. Wir haben hier
die Konstruktion A = B, wobei A die Aussage ist ,,meine Grofmutter hat Rider* und B die
Aussage ,,meine GroBmutter ist ein Autobus®. Da aber A falsch ist, kénnen wir nach unserer
Wahrheitstafel — was auch immer B sein mag — sofort sagen, dafl die Implikation wahr ist!

Diese zunéchst gewohnungsbediirftige Eigenschaft der Implikation hat noch einen weiteren Vor-
teil. Es wird auf diese Weise moglich, hypothetische Urteile logisch zu behandeln, eine Argumen-
tationsweise, die letztlich auf Zenon von Elea (um 490 v. Chr. — 430 v. Chr.) zuriickgeht. Man
nimmt erst einmal an, dafl die zu beweisende Aussage falsch sei und zeigt dann, dafl eine solche
Voraussetzung auf einen logischen Widerspruch fiihrt. Da ein logisches System, welches auch nur
einen einzigen Widerspruch enthélt, unbrauchbar ist (siehe den néchsten Abschnitt), mufl man
die fiilschliche Annahme verwerfen. Auf diese Weise hat etwa Euklid (um 300 v. Chr.) gezeigt,
daf es unendlich viele Primzahlen geben muf} [15, S. 204, Neuntes Buch, §20 | (siche auch Teil 1
dieser Vorlesungsreihe):

Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen.

Die vorgelegten Primzahlen seien a, b, c. Ich behaupte, dafl es mehr Primzahlen gibt
als a,b,c. ...

Euklid nimmt hier also das Gegenteil von dem an, was er eigentlich zeigen will, ndmlich daf es
nur endlich viele Primzahlen gebe. Dann beweist er, dafl es unter dieser Annahme immer noch
eine Primzahl geben muf}, die nicht unter den angenommenen endlich vielen Primzahlen zu finden
sind. Damit hat er einen logischen Widerspruch gefunden, der die Ausgangsannahme ad absurdum
fiihrt. Ganz am Rande sei hier angemerkt, daf§ Euklid hier den Beweis durch Widerspruch, die
reductio ad absurdum, duerst listenreich verwendet, um eine Aussage iiber die Unendlichkeit
einer Menge zu beweisen, ohne dabei das Wort ,,unendlich“ zu gebrauchen.

3.4 Der logische Widerspruch

Die erwiihnte Tatsache, daf ein logisches System, welches auch nur einen einzigen Widerspruch
enthilt, hingt eng mit den Eigenschaften der Implikation zusammen. Als logischen Widerspruch
bezeichnet man die Aussage, ,dafl ein Identisches an einem Identischen zugleich in derselben
Hinsicht bestehe und nicht bestehe® (Aristoteles, Metaphysik, G3, 1005 b). Etwas vereinfachend
ausgedriickt: Ein logischer Widerspruch ist eine Aussage der Form: ,,Die Aussage A ist zugleich
wahr und nicht wahr“. Es liegt an den Gesetzen der einfachsten und elementarsten Logik, daf3
jedes logische System, welches auch nur eine einzige widerspriichliche Aussage enthéilt, vollig
unbrauchbar ist, da sich in einem solchen System jede Aussage als wahr herleiten liefe. Wenn
es nédmlich eine solche widerspriichliche Aussage A géibe, dann kénnte man irgendeine beliebige
Aussage B hernehmen und die Implikation A = B untersuchen. Diese Implikation ist wahr, denn
wir hatten angenommen, dafl A nicht wahr, also falsch ist, und bei falscher Pramisse ist jede
Implikation wahr. Nun ist aber A nach Voraussetzung auch wahr. Da die Implikation wahr ist,
muf} zwingend auch B wahr sein. Wir haben also gezeigt, dafl bei Vorliegen eines Widerspruchs
jede Aussage als wahr nachweisbar ist. Ein solches logisches System ist aber unbrauchbar. Diese
Erkenntnis hat Bocheriski als ,,einen der Hohepunkte der scholastischen Aussagenlogik“ bezeich-
net (nach [17, S. 168]). Er wurde von Albert von Sachsen (1316 — 1390) in seiner Perutilis Logica
Maygistri Alberti de Saxonia (1522) erldutert und vollstéindig dargestellt.
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Daf3 diese Eigenschaft widerspriichlicher Aussagen nicht so theoretisch ist, wie es anmuten mag,
sieht man etwa beim Studium der Tagespresse: Wenn ein regierungsnaher Experte eine Maf3-
nahme der Regierung kommentiert, dann weist er nachvollziehbar nach, da diese Mafinahme
wirkungsvoll gewesen sei. Der Experte der Opposition weist genau so schliissig nach, dafl die
Mafinahme ihr Ziel verfehlt habe. Mindestens einer der Experten — wahrscheinlich beide — hat in
dem System seiner Voraussetzungen — mit Sicherheit unbewufit — eine widerspriichliche Aussage,
und damit fallen dann alle Beweise besonders leicht.

Im téglichen Leben denken wir nicht logisch, logisches Denken grenzt vielmehr an pathologisches
Denken. Wir sind gewohnt, mit Widerspriichen umzugehen. Ein Beispiel: in dem bekannten Lehr-
buch der Experimentalphysik von Gehrtsen, Kneser und Vogel [18, S. 25, 1.5.9.1] findet man bei
der Herleitung der Pendelgleichung beildufig die Aussage, dafl die potentielle Energie der Hohe
proportional sei. Diese Aussage ist streng nur dann richtig, wenn die Erde eine unendlich aus-
gedehnte flache Scheibe ist. Acht Seiten weiter, unter 1.7.1 wird dann ebenso beildufig erwéihnt,
dafl die Erde Kugelgestalt habe.

Kein Physiker, ja iiberhaupt kein ,,verniinftiger Mensch wird aus diesen beiden Aussagen ir-
gendwelche falschen Schliisse ziehen, weil wir ,natiirlich“ wissen, dafy physikalische Aussagen nur
innerhalb eines gewissen Kontexts ,richtig” sind. Ein Roboter, der lesen kann und der logische
Schliisse ziehen kann, wiirde nach der Lektiire dieses Physiklehrbuchs méglicherweise behaupten,
dafl er nachweisbar Napoleon sei. Er héitte damit sogar ,,Recht®.

Innerhalb der Mathematik und der Logik miissen wir den Widerspruch ganz verbannen. Héufig
wird das mifiverstanden und als Dogmatik denunziert. Die Widerspruchsfreiheit ist aber unsere
»Lebensversicherung® in schwierigem Gelénde. (vgl. Carnap [7, S. 131] iiber die Rolle der Logik
beim Parallelenaxiom).

4 Selbstbeziiglichkeit

4.1 Selbstbeziigliche Aussagen

Schon seit dem Altertum ist das Problem der selbstbeziiglichen Aussagen bekannt. Ein klassisches
Paradoxon, das sogenannte Liignerparadoxon. In der Formulierung von Epimenides von Knossos
auf Kreta (6./7. Jahrhundert v. Chr.) lautet es

Epimenides der Kreter sagte: Alle Kreter sind Liigner.

Dieses Paradoxon war in der Antike recht populér, so schreibt Paulus in seinem Brief an Titus
(Tit 1,12):

Es hat einer von ihnen gesagt, ihr eigener Prophet: Die Kreter sind immer Liigner,
bose Tiere und faule Béuche.

Hier kommt es darauf an, wie man das Wort , Liigner” definiert. In der Umgangssprache ist ein
Liigner ein Mensch, der zuweilen liigt. Ein logischer Liigner wéire ein Mensch, der immer liigt.
Allerdings ist diese Aussage noch nicht wirklich paradox, denn wenn Epimenides wirklich ein
wlogischer® Liigner wire, dann wire seine Aussage falsch. Das wiirde aber nur bedeuten, dafl
nicht alle Kreter Liigner sind, und Epimenides konnte dann zwar zu den Liignern gehoren, aber
der Rest der Kreter kénnte durchaus wahrheitsliebend sein.
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Eine stringentere Variante des Paradoxons stammt von Eubulides von Milet (Mitte 4. Jahrhundert
v. Chr.). Der Text des Eubulides ist nicht direkt iiberliefert, aber gut rekonstruierbar [50]:

,» Wenn ich liigend sage, dass ich liige, liige ich oder sage ich Wahres?*
,Du sagst Wahres.“

, Wenn ich Wahres sage und sage, dass ich liige, liige ich.“

,Du liigst offenbar.“

», Wenn ich aber liignerisch sage, dass ich liige, sage ich Wahres.

In moderner, kiirzerer und préziserer Form kénnte man das Paradoxon etwa durch folgende beiden
Satze darstellen:

Satz A: Satz B ist falsch.
Satz B: Satz A ist richtig.

Man kann nun leicht iiberlegen, dafl aus der Annahme, Satz A sei wahr, folgt, das A falsch ist,
und umgekehrt.

Es gibt zahllose antike und moderne logische Paradoxa, und noch zahlreicher sind die angebotenen
,Losungen® [51]. Das Liignerparadoxon ist ein Beispiel fiir Selbstbeziiglichkeit, eine Person sagt
aus, dafl sie liige. Die Problematik der Selbstbeziiglichkeit wird recht gut in dem Buch von Douglas
R. Hofstadter Gddel, Escher, Bach — ein Endloses Geflochtenes Band dargestellt, welches zu
seiner Zeit viel zitiert — und hoffentlich auch gelesen — wurde [27].

Die Selbstbeziiglichkeit fithrte die Mathematik — und auch die Logik — in der Mitte des zwanzig-
sten Jahrhunderts in eine tiefe Krise. Es begann damit, dafl man sich iiber die Grundlagen der
Mathematik Gedanken machte.

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848 — 1925) schrieb — neben anderen bedeutenden Beitrigen
zu diesem Thema — sein zweibéindiges Werk Grundgesetze der Arithmetik (1893, 1903). Dar-
in versuchte er, die Mathematik auf der Logik aufzubauen. Ein dhnliches Anliegen hatten die
dreibéndigen Principia Mathematica von Alfred North Whitehead (1861 — 1947) und Bertrand,
Earl Russell (1872 - 1970) die 19101913 erschienen. David Hilbert (1862 — 1943), der wahrschein-
lich grofite und vielseitigste Mathematiker des zwanzigsten Jahrhunderts, entwarf ein Programm
der formalistischen Begriindung der Mathematik. In seiner Vorstellung mufite es moglich sein, die
Mathematik so weit zu formalisieren, daf sie — wie wir heute sagen wiirden — auf einem Computer
automatisch ausfithrbar wird. Hilbert war der entschiedenste Vertreter der Ansicht, daf} in der
Mathematik letztlich alles streng bewiesen werden kénne. Von ihm stammt das Zitat [25, S. 963]:

Statt des torichten Ignorabimus heifle im Gegenteil unsere Losung:

Wir miissen wissen,
wir werden wissen.

Dieses Zitat wurde auch auf Hilberts Grabstein gesetzt. Es ist im Jahre 1930 publiziert worden.
Die Ironie der Geschichte wollte es, dafl ein Jahr spéter eine Arbeit von Kurt Godel erschien
[19], die allen diesen Bestrebungen endgiiltig ein Ende bereitete. In dieser Arbeit bewies Godel,
dafl derartige Vorhaben grundsétzlich zum Scheitern verurteilt sind, und das in einem derart
totalen Sinne, dafl diese Nachricht die gesamte Grundlagenforschung der Mathematik nachhaltig
erschiitterte.
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Die verschiedenen Versuche der exakten und zweifelsfreien Begriindung der Mathematik erinnern
sehr stark an das Bestreben von Leibniz, die Sprache zu formalisieren. Godel hat Leibniz in
seinen Arbeiten héufig zitiert, so dafl man davon ausgehen darf, daf} er die diesbeziiglichen Ideen
Leibniz’ gekannt hat. Wir werden noch sehen, da8 diese Ahnlichkeit der Vorgehensweise tiefer
geht, als der erste Blick vermuten l48t.

4.2 Die Arbeit von Godel

Wir wollen hier einen kurzen Blick auf die Arbeit von Godel werfen. Es ist nicht moglich, auf
Einzelheiten einzugehen, die Arbeit umfafit 26 Seiten, und sie ist in ihren wesentlichen Teilen
duferst nichtredundant geschrieben, das heifit, ohne iiberfliissige Worte oder Zusatzerkldarungen.
In dem — fiir Mathematiker — populidrwissenschaftlichen Buch von Nagel und Newman [40] iiber
Godels Arbeit steht als erster Satz des Abschnitts VII. Der Gddelsche Beweis recht lapidar:

Godels Arbeit ist schwierig.

Ich gebe hier eine sehr stark — vielleicht sogar unzuldssig — verkiirzte Darstellung des Godel-
schen Gedankenganges, wohl wissend, daf3 ich dabei das Beste dieser ,,grandiosen intellektuellen
Sinfonie“ [40, S. 93] unterdriicken mu$.

Die erste Idee Godels sieht recht harmlos aus. Er formuliert einen Satz der ,,natiirlichen* Sprache:
Dieser Satz ist nicht beweisbar.

Diese Aussage ist offenbar selbstbeziiglich. Gédel nennt in seiner Arbeit andere, &hnliche An-
tinomien und weist darauf hin, daf sich ,iiberhaupt jede epistemologische Antinomie zu einem
derartigen Unentscheidbarkeitsbeweis verwenden [la8t].“

Es ist klar, daf} der Godelsche Satz zu Schwierigkeiten fithren mufl. Wére er in irgeneinem Sinne
— das heif3t, in einem logischen Schluflsystem — beweisbar, dann wére er innerhalb dieses Systems
wahr, da er aber aussagt, daf§ er eben nicht beweisbar ist, wiirde dies zu einem Widerspruch
fiihren, und wir wissen, dafl ein logisches System, welches auch nur einen Widerspruch enthélt,
unbrauchbar ist, weil sich in ihm jede Aussage beweisen lafit.

Der selbstbeziigliche Satz von Goédel ist in der ,natiirlichen* Sprache formuliert. In der Mathe-
matik spricht man von der Metasprache, das ist eine reduzierte und formalisierte Teilsprache
der Umgangssprache, die geeignet ist, ,iiber“ Mathematik zu sprechen. Diese Sprache benut-
zen wir in Vorlesungen, sie dient zur Bequemlichkeit und Praktikabilitdt der Kommunikation
iiber Mathematik, und sie ist — wenigstens im Prinzip — so weit normiert und formalisiert, dafl
sie notigenfalls und bei richtigem Gebrauch in exakte Formeln und deren korrekte Handhabung
iibersetzt werden kann. Dies gilt jedoch nicht fiir unseren selbstbeziiglichen Satz. Die Formalisie-
rung der Mathematik, die im wesentlichen auf der Logik basiert, lit keine Selbstbeziiglichkeit
zu, eine solche wiirde zu einem Teufelskreis (nach Bertrand Russell, vgl. [53, Abschnitt 5.3])
fithren. Die erste Konstruktion von Gédel bestand dahin, seinen Satz in die Sprache der formalen
Logik zu iibersetzen. Dazu muf} seine Selbstbeziiglichkeit eliminiert werden. Dies geschieht auf
relativ komplizierte Weise, und fiir Einzelheiten sei auf das 7. Kapitel des Buches von Nagel und
Newman [40] verwiesen. Man gelangt schlieflich zu einer logischen Formel, die auf der Ebene der
mathematischen Logik die Aussage des Satzes formuliert.
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Es kommt nun noch ein zweiter ,, Trick® von Godel hinzu. Gédel hat ein System entworfen, das
an Leibniz’ ars inveniendi erinnert (siehe Abschnitt 2.2). Er ordnete jeder logischen Formel eine
Zahl zu, so daf

e 7Zu jedem logischen Ausdruck eine wohlbestimmte Zahl gehort,
e Aus der Zahl sich der logische Ausdruck wieder rekonstruieren 1483t

e Jeder logischen Operation eine arithmetische Operation entspricht (im wesentlichen eine
Multiplikation oder Division).

In Tabelle 2 sind die drei Argumentationsebenen des Godelschen Beweises schematisch darge-
stellt. Die beiden unteren Ebenen, die der Arithmetik und die der Logik, entsprechen einander
umkehrbar, das heifit, zu jeder logischen Formel gehort eine wohlbestimmte Zahl und fiir je-
de Zahl kann man entscheiden, ob sie Godel-Zahl einer logischen Formel ist. In diesem Falle
gehort zu ihr eine wohlbestimmte logische Formel. Dabei mufl nicht jeder Zahl eine sinnvolle
logische Formel entsprechen und nicht jede logische Formel mufl sinnvoll sein. Die Beziehung
von Metamathematik zur Logik und Mathematik ist komplizierter, wie wir gesehen haben. Jede
mathematisch-logische Aussage 148t sich metamathematisch eindeutig formulieren — genau das
tun wir ja in unseren Vorlesungen —, aber nicht jeder metatmathematischen Aussage entspricht
eine (korrekt konstruierte) Formel der Logik. Dies ist der Grund dafiir, daf bei der Formulierung
des selbstbeziiglichen Godelschen Satzes relativ schwierige begriffliche Probleme auftreten. Ist
eine metamathematische Aussage aber wahr und entspricht ihr eine logische Formel, dann muf}
diese auch wahr sein.

Metamathematik Dieser Satz ist nicht beweisbar.

f

Logik — Mathematik () ~ Dem(x, sub(n,13,n))

(3

Arithmetik N

Tabelle 2: Schematische Darstellung der Argumentationsebenen in Godels Beweis.

Die Formel in der zweiten Zeile der zweiten Spalte der Tabelle stammt aus dem Buche
von Nagel und Newman [40, Formel (G), S. 88] und hat hier nur die Bedeutung eines
,Platzhalters“. N ist die Godel-Zahl der Formel.

Als néchstes zeigte Godel, daf sich die seinem Satz entsprechende Formel genau dann beweisen
148t, wenn sich ihre Negation beweisen 148t. Dies konnen wir anhand des metamathematischen
Satzes nachvollziehen, und wir haben dies oben getan: Wenn es einen Beweis des Satzes gébe,
dann wire seine ,,Bedeutung® wahr, und diese ist ja gerade, dal der Satz nicht beweisbar ist.
Ko6nnte man umgekehrt die Negation des Gddelschen Satzes beweisen, also die Tatsache, daf er
beweisbar ist, dann kdmen wir wieder zum gleichen Widerspruch.
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Nun ist aber der Satz von Godel ohne jeden Zweifel wahr. Wire er ndmlich nicht wahr, dann
wére seine Aussage falsch, aber wie wir gesehen haben, kann dies nicht sein.

Wir haben damit (freilich in einer sehr groben Skizze) gezeigt, daff es (mindestens) eine Aussage
gibt, die wahr ist, aber nicht formal beweisbar. Wegen der Godelschen Konstruktion kann diese
Aussage als eine Aussage iiber die Arithmetik interpretiert werden. Man sagt auch, die Arith-
metik sei unwvollstindig. Dieses Ergebnis von Goédel hat sehr weitreichende Folgen. Eine davon
ist bereits bei Godel zu finden. Wir haben gesehen, dafl die Widerspruchsfreiheit eines logischen
Systems eine unverzichtbare Forderung ist. Nun hat Godel in seiner Arbeit auch gezeigt, daf
man einen formalen Beweis der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik nicht erbringen kann. Sein
Resultat 148t sich so formulieren: Wenn die Arithmetik widerspruchsfrei ist, dann kann ihre Wi-
derspruchsfreiheit nicht bewiesen werden.

Der franzosische Mathematiker André Weil (1906 — 1998) hat diese wahrhaft groteske und in
einem gewissen Sinne verzeifelte Situation in einem Ausspruch charakterisiert, der scherzhaft als
Principle of Existence of Heaven and Hell bekannt wurde: ,,Gott existiert, weil die Mathematik
konsistent ist; der Teufel existiert, weil wir es nicht beweisen kénnen.“ Ahnlich #uBerte sich
Bertrand Russell (1872 — 1970), allerdings lange vor Gédel, in seiner Schrift Mysticism and Logic,
welche 1917 erschienen war [49, S. 75]: ,Mathematics may be defined as the subject in which we
never know what we are talking about, nor whether what we are saying is true.“

Roger Penrose hat aus dem Godelschen Beweis eine interessante Schlufifolgerung herleiten kénnen
[41]. Der bedeutende englische Mathematiker Alan Turing (1912 —1954) hatte im Jahre 1937
einen wichtigen Artikel verdffentlicht [56]. Darin ging es um die Fihigkeiten von allgemeinen
Computern. Turing stellte eine ,, Papier-und-Bleistift“-Maschine vor, die duflerst einfach ist, so
dafl man iiber sie allgemeine Aussagen machen kann, die andererseits so allgemein ist, dafl man mit
ihr jeden beliebigen Computer simulieren kann. Turing bewies ein &hnliches Resultat wie Godel,
etwas plakativ gesagt, dafl es mathematische Aufgabenstellungen gibt, die ein Computer nicht
16sen kann. Durch eine geeignete Modifikation des Godelschen und Turingschen Beweisverfahrens
konnte Penrose zeigen, dafi es Probleme gibt, die ein Mensch (auf der metamathematischen
Ebene) als wahr erkennen kann, die aber ein Computer nicht entscheiden kann. Penrose zieht
daraus sehr interessante Schliisse {iber das Problem des menschlichen Bewuftseins. Anscheinend
sind wir eben doch keine Maschinen!
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Anhang: Einige Beispiele logischer Probleme

A Eine Logikaufgabe von Lewis Carroll

In seinem Buch iiber Logik bringt Lewis Carroll zahlreiche interessante und sehr schéne Logik-
Aufgaben — wie iibrigens auch in seinen Alice-Biichern. Wir betrachten hier nur ein Beispiel [8,
S. 175], welches auch von Quine zitiert wird [47, S. 117 f]:

Gegeben seien die folgenden Prémissen:

. Die einzigen Tiere in diesem Hause sind Katzen;

. Jedes Tier ist als Haustier geeignet, das es liebt, den Mond anzustarren;
. Wenn ich ein Tier verabscheue, meide ich es;

. Kein Tier ist ein Fleischfresser, das nicht nachts umherstreicht;?

. Es gibt keine Katze, die nicht M#use fangt;

. Kein Tier, das nicht in diesem Hause ist, findet jemals Gefallen an mir;
. Kéngurus sind als Haustiere ungeeignet;

. Nur Fleischfresser toten Mause;

. Ich verabscheue Tiere, die keinen Gefallen an mir finden;

. Tiere, die nachts umherstreichen, lieben es immer, den Mond anzustarren;

O © 00O Uk W
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Konsequenz: >Ich meide ein Kédnguruh immer.<
Nach Quine kann man wie folgt vorgehen:

Dieser Schlufi kann folgendermaflen zerlegt werden: Aus (1) und (5) erhalten wir als
Lemma oder Zwischenschluf}:

11. Alle Tiere in diesem Hause t6ten M&use;

Aus (8) und (11) erhalten wir

12. Alle Tiere in diesem Hause sind Fleischfresser.

Aus (4) und (12):

13. Alle Tiere in diesem Haus streichen nachts umher.

Aus (6) und (13):

14. Alle Tiere, die Gefallen an mir finden, streichen nachts umbher.

Den Rest iiberldfit Quine dem Leser. Wir wollen versuchen, auch die restlichen Schliisse zu erle-
digen. Aus (14) und (10) ergibt sich
15. Alle Tiere, die Gefallen an mir finden, lieben es immer, den Mond anzustarren;
(15) und (2):
16. Alle Tiere, die Gefallen an mir finden, sind als Haustiere geeignet;
(16) und (7):
17. Alle Tiere, die Gefallen an mir finden, sind keine Kéngurus;
Die Negation von (17) ist
17’. Kein Kénguru findet Gefallen an mir;
(17’) und (9):
18. Ich verabscheue alle Kangurus;
Schliefllich, mit (18) und (3):
19. Ich vermeide alle Kéngurus.

3)Der englische Text lautet No animals are carnivorous, unless they prowl at might. Die hier benutzte Uberset-
zung konnte zu Mifiverstéandnissen fiihren.
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B Eine Logelei von Zweistein

Unter dem Pseudonym Zweistein verdffentlichte der unléngst verstorbene[43] Thomas von Ran-
dow (1921 — 2009) in der Wochenzeitung DIE ZEIT kleine Logik- und Mathematikaufgaben
[59, 60]. Hier eine typische Logikaufgabe, die sehr schon zeigt, dal die Bedeutung der Objekte,
die man in der Logik behandelt, irrelevant ist. Zweistein benutzte gern bedeutungslose Phantasie-
namen, so daf} die Aufgabenstellung auf die reine Form reduziert wurde. [60, S. 74]:

. Wer gedriipt ist, makst nicht.

. Wer knaselt, hat eine Mause.

. Jeder, der nicht deuken kann, makst.
. Alle Drumser nehmen Pfuff.

. Wer kein Pli ist, matupelt nicht.

. Kein betuxter Klep kann deuken.

. Wer Pfuff nimmt, ist gedriipt.

. Nur betuxte Kleps knaseln nicht.

. Jeder Pli ist ein Drumser.

© 00 3 O U W —

Aus diesen Aussagen 148t sich ein Zusammenhang zwischen »matupeln< und >eine Mause ha-
ben> ableiten. Wie lautet diese Aussage?

Lésung Einige der Aussagen sind in der Form —A — —B geschrieben (5, 6). Es empfiehlt sich,
diese ,richtigzustellen® in die Form B — A, also zum Beispiel
—5. Wer matupelt, ist ein Pli.

Also: =5: Wer matupelt, ist ein Pli.

Aussagen 9 und 4 liefern: Ein Pli nimmt Pfuff.

7 und 1: Wer Pfuff nimmt, makst nicht.

3: Wer nicht makst, kann deuken.

6: Wer deuken kann, ist kein betuxter Klep.

8: Wer kein betuxter Klep ist, knaselt.

2: Wer knaselt, hat eine Mause.

Schluflfolgerung: Wer matupelt, der hat eine Mause.

C Das Paradoxon des Sancho Pansa

In dem bekannten Buch Don Quizote [9] wird ein klassisches Paradoxon durch Sancho Pansa
einer {iberraschenden Losung zugefiihrt:

Zehntes Buch, Achtzehntes Kapitel Fortgesetzte Regierung des Sancho
Pansa und andre angenehme Begebenheiten.

... Wenn jemand iiber diese Briicke von einem Ende zum andern geht, so soll er vorher
schworen, wohin er geht und was sein Geschift. Ist sein Schwur wahr, so lasse man
ihn ziehn, sagt er eine Liige, so soll er an den Galgen gehdngt werden, der dort steht,
ohne alle Barmherzigkeit. Dieses Gesetz und sein strenger Inhalt waren bekannt, viele
gingen iiber die Briicke, man sah, dal das, was sie beschworen hatten, die Wahrheit
sei, und die Richter lielen sie ungehindert ziehn. Es geschah darauf, dal man einem
Manne den Eid abnahm, welcher schwur und sagte, dafl bei dem Schwure, welchen er
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eben getan hiitte, er hinginge, um an dem dort befindlichen Galgen zu sterben und
zu keiner andern Absicht. Die Richter kamen iiber diesen Schwur in Verlegenheit und
sagten: >Lassen wir diesen Mann frei ziehn, so ist sein Schwur ein Meineid und er
mufl nach den Gesetzen sterben, hangen wir ihn aber, so hat er geschworen, daf} er
hinginge, um an dem Galgen zu sterben, und da er die Wahrheit geschworen hat, so
muf} er nach eben diesen Gesetzen frei sein.<

>Nun, so hort denn, mein guter Freund«, sagte Sancho, >dieser Reisende, von dem
Thr sprecht, entweder bin ich ein Dummkopf, oder er hat ebensoviel Recht zu sterben
als zu leben und iiber die Briicke zu gehn, denn wenn die Wahrheit ihn freispricht, so
verdammt ihn ebensogut die Liige, da die Sache nun so steht, so ist meine Meinung,
diesen Herrn zu sagen, die Fuch hergeschickt haben, da; da die Griinde, ihn zu
verdammen oder freizusprechen, sich einander die Waage halten, sie ihn freilassen
sollen, denn es ist immer l6blicher, Gutes zu tun als Boses, und diesen Satz wollte ich
mit meinem Namen unterschreiben, wenn ich schreiben kénnte.<

D Der Weihnachtsmann

Weihnachten 2004 erschien im Hamburger Abendblatt ein Artikel von mir®, in dem ich auf Grund

quantenmechanischer Argumente und unter Zuhilfenahme der Vielweltentheorie nachwies, daf
primitive Berechnungen, die die Existenz des Weihnachtsmannes aus Griinden der klassischen
Physik in Frage stellen, keine solide Grundlage besitzen. Ein Artikel, der die Existenz des Weih-
nachtsmannes mit logischen Schliissen nachweisen sollte, wurde nicht publiziert, wahrscheinlich
wagte man nicht, ein derart brisantes Thema anzufassen.

Ich fiige hier den nicht veréffentlichten Beitrag an. Dabei mochte ich darauf hinweisen, daf alle
Argumente tief serivs sind. Eine sehr lesbare Darstellung findet man bei Pickover [42, S. 367 fI.].

Der Weihnachtsmann — logisch gesehen

Jedes Jahr stellt sich um diese Jahreszeit immer die gleiche Frage: Gibt es ihn oder gibt es ihn
nicht? Gemeint ist natiirlich der Weihnachtsmann. War diese Frage tiber einen betréchtlichen Zeit-
raum negativ beantwortet worden, vor allem unter Hinweis auf die bekannten Gesetze der Physik,
so ist in der jlingsten Zeit hier ein Wandel eingetreten. Neuere Ergebnisse der Quantenmecha-
nik und der Vielweltentheorie (Multiversentheorie) haben hier neue Gesichtspunkte eingebracht
und das letzte Wort der Physik zu diesem Thema ist, dal die moderne Physik die Existenz des
Weihnachtmannes nicht nur nicht ausschliefft, sondern sogar recht wahrscheinlich macht. Neueste
Resultate der Stringtheorie haben diese Wahrscheinlichkeit eher noch erhoht, in einem zehn- bis
elfdimensionalen Raum, auch wenn einige dieser Dimensionen aufgerollt sind, hat der Weihnachts-
mann sehr viel mehr Mano6vrierfreiheit als in dem hausbackenen dreidimensionalen Universum
der klassischen Physik.

Demnach scheint die Existenz des Weihnachtsmannes heute so gut wie sicher zu sein. Trotzdem
sind immer noch Zweifel erlaubt. Nun kommt letzte Gewiflheit von einer Entwicklung, die das
Interesse der Offentlichkeit weit weniger findet als die Quantenmenchanik oder die Stringtheorie.

Dhttp://www.abendblatt.de/ratgeber /wissen/forschung/article296897/Der-Weihnachtsmann-lebt. html
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Es handelt sich um Entwicklungen auf dem Gebiete der formalen Logik. Fiir die meisten Zeitge-
nossen ist dies nicht eben das Lieblingsgebiet, es kommt sogar immer wieder vor, dafl Personen
auf das Wort ,,Logik“ mit dem magischen Abwehrzeichen gegen den ,bosen Blick® reagieren.
Dies ist dem Autor sehr wohl bewufit und er bemiiht sich daher, die folgenden Ausfithrungen so
elementar wie nur moglich zu halten.

Die Logik, im klassischen Griechenland von Zenon von Elea (um 490 v. Chr. — 430 v. Chr.)
yerfunden und von Aristoteles (384 v. Chr. — 322 v. Chr.) in ein System gebracht, erfreute
sich nicht immer der Wertschitzung der Gelehrten oder gar der Offentlichkeit. Es gab bis in
das neunzehnte Jahrhundert hinein Zeichen scharfer Ablehnung. Der bedeutende Historiker Carl
Prantl schrieb um 1860 das vierbandige Standardwerk Geschichte der Logik im Abendlande.
In diesem Werk charakterisiert er die heute wieder hochgeschétzten Forschungsergebnisse von
Chrysippos von Soloi (ca. 281 v. Chr. — ca 208 v. Chr.) mit den Worten ,,...seine Titigkeit
besteht darin, daf er in der Behandlungweise des Materials zu einem bemitleidenswerten Grade
von Plattheit, Trivialitdt und schulméfiger Abschachtelung heruntersank.“ Worum handelt es
sich bei diesen so geschméhten Erkenntissen?

Die Logik ist ein Navigationsinstrument, welches es uns erlaubt, aus Aussagen, die wahr sind
(oder fiir wahr gehalten werden) wieder Aussagen herzuleiten, die den gleichen Grad von Wahr-
heit haben. Im zwanzigsten Jahrhundert erkannte man, dafl dieses Werkzeug nicht nur fiir die
Mathematik sondern mehr noch fiir die neu entstandene Computerwissenschaft unentbehrlich ist.
Ein Computer ,,denkt* auf der Basis der formalen Logik, ganz anders als ein Mensch. Die Syste-
me der , kiinstlichen Intelligenz“ und die ,,Expertensysteme®, die in verschiedenen Anwendungen
eine wichtige Rolle spielen, basieren auf der Fahigkeit des Computers, streng logisch denken zu
konnen — oder zu miissen. Logisches Denken ist fiir einen Menschen nicht natiirlich, es gerét leicht
in die N#he pathologischen Denkens, und dies mag auch der Grund dafiir sein, daf} es unter Ma-
thematikern eine erhebliche Anzahl von recht merkwiirdigen Gestalten gibt. Der Mathematiker
John Forbes Nash — um nur ein Beispiel zu nennen — (* 1928) verbrachte sogar einige Jahre in
einer geschlossenen Anstalt, ehe er im Jare 1994 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften
erhielt. Einige Leserinnen und Leser haben vielleicht den Film A Beautiful Mind gesehen, der
nach einem Buch von Sylvia Nasar iiber John Nash gedreht wurde.

Ubrigens: Bereits der bedeutende Hamburger Gelehrte Johann Georg Biisch (1728 — 1800) —
vor dem Hauptgebiude der Universitdt steht ein Denkmal von ihm — warnte in seiner 1795
erscheinenen Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften vor leichtfertigem Umgang mit
der Mathematik:

Der Verstand leidet dabei auf eine gewaltsame Art, und auf diese Weise ist das Stu-
dium der Mathematik manchem gefihrlich, und die Ursache einer unheilbaren Wahn-
sinnigkeit® geworden.

Sensible Leserinnen und Leser sollten den folgenden Text daher mit besonderer Vorsicht lesen.

Was hat nun Logik mit dem Weihnachtsmann zu tun? Eines der wichtigsten Resultate von Chry-
sippos war die Entdeckung der Eigenschaften der logischen Implikation. Hierbei handelt es sich
um wenn-dann-Aussagen etwa von der Art des Orakelspruchs, der Krosus zum Verhéingnis wurde:
»Wenn du den Halys iiberschreitest, wirst du ein grofles Reich zerstéren.“ Hier haben wir zwei
Aussagen, nimlich den sogenannten Vordersatz (Antezedens) ,Krosus iiberschreitet den Halys“
und den Nachsatz (Sukzedens) , Krosus zerstort ein grofles Reich®. Jede dieser beiden Aussagen

5)vgl. Apg 26,24: Paulus, du bist von Sinnen! Das grofe Wissen macht dich wahnsinnig.
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kann wahr oder falsch sein. Zudem kann auch der Orakelspruch, der aus diesen zwei Teilen be-
steht, wahr oder falsch sein, das heiflt, das Orakel konnte die Wahrheit gesagt oder aber aus
irgendeinem Grunde gelogen haben. Wenn die gesamte Wenn-dann-Aussage wahr ist, dann er-
warten wir, daf} fiir einen wahren Vordersatz der Nachsatz ebenfalls wahr ist, oder, in unserem
Beispiel, wenn Krosus sich entschlie§t, den Halys zu iiberschreiten, dann mufl auch irgendein
grofles Reich zerstort werden. Wire dies nicht der Fall, dann wiirden wir den Orakelspruch als
falsch bezeichnen, und unser Vertrauen in Orakel wire dann doch sehr erschiittert.

Interessant wird es nun, wenn der Vordersatz falsch ist. Soll dann die Gesamtaussage wahr oder
falsch sein? Wenn zum Beispiel Krosus sich entschlossen hétte, den Halys nicht zu {iberschreiten,
ware dadurch der Orakelspruch falsch geworden? Offenbar nicht! Wenn ich einem als unzuverlassig
bekannten Menschen sage: ,, Wenn du piinktlich zum Termin kommst, dann fresse ich einen Be-
sen“, dann mdochte ich, dafl diese Aussage durchaus als wahre Aussage verstanden wird. Da ich
jedoch keinerlei Neigung verspiire, einen Besen wirklich zu verzehren (wie richtet man einen Besen
schmackhaft an?), mochte ich durch diese Wendung ausdriicken, dafl ich den Vordersatz fiir falsch
halte. Seit Chrysippos wird eine Implikation, deren Vordersatz falsch ist, als wahr bezeichnet. Auf
diese Weise haben wir die Moglichkeit, hypothetische Urteile auszusprechen. Der Verteidiger in
einem Prozefl konnte etwa sagen: ,, Wenn mein Mandant wirklich diese schreckliche Tat begangen
hétte, dann hétte er sich zur Tatzeit in der Nahe des Tatortes befinden miissen.“ Der Anwalt wird
darauf bestehen, dafl diese seine Aussage als wahr aufgefafit wird, obwohl er davon ausgeht, dafl
sein Mandant reinen Gewissens und vollig unschuldig ist. Er wird aus dieser falschen Annahme
durch logisch zuléssige Schliisse eine absurde Folgerung herleiten, etwa dafl der Angeklagte, um
die Tat begehen zu koénnen, sich gleichzeitig an zwei voneinander entfernten Orten hétte befinden
miissen, und das wird das hohe Gericht ja wohl nicht glauben wollen!

Nun zum Weihnachtsmann! Die Logiker Haskell Curry (1900 — 1982) und Martin Hugo Lob (1921
—2006) bewiesen 1942 [10] beziehungsweise 1955 [36] etwas, was in die Literatur als das Paradozon
von Curry oder, in einer mehr populdrwissenschaftlichen Bezeichnung, als das Weihnachtsmann-
Paradozon eingegangen ist. Dieses Paradoxon soll hier in verstédndlicher Weise dargestellt werden,
so daf3 die Leserinnen und Leser dieses Aufsatzes sich unschwer selbst davon iiberzeugen kénnen,
daB es ihn doch gibt. Wir untersuchen einen einfachen Satz, den wir (S) nennen wollen:

(S) Wenn dieser Satz wahr ist, dann gibt es den Weihnachtsmann.

Dieser Satz gehort zu den selbstbeziiglichen Sétzen, also zu den Sétzen, die etwas iiber sich
selbst aussagen. Wer das Buch Gddel, FEscher, Bach von Douglas Hofstadter kennt, der weif,
dafl es jetzt gefihrlich wird! Ganz Belesene werden sich daran erinnern, daf§ Kurt Godel (1906
— 1978) im Jahre 1931 die Grundfesten der Mathematik erschiitterte. Er ging dabei von einem
ganz dhnlichen selbstbeziiglichen Satz aus. Einige Leserinnen und Leser werden vielleicht wissen,
dafl Ludwig Wittgenstein (1889 — 1951) in seinem Tractatus logico-philosophicus (1921) forderte
»Kein Satz kann etwas iiber sich selbst aussagen® [58, 3.332], und damit scheinbar das Problem
der selbstbeziiglichen Sétze mit einem Machtwort aus der Welt schaffte. Aber leider: Dieser Satz
von Wittgenstein stellt eine Forderung an die Sétze der Logik dar, und da er selbst ein Satz der
Logik ist, fordert er eben auch etwas von sich selbst und ist damit selbstbeziiglich! Es ist eben
schon vertrackt mit der Logik und kein Wunder, dafl man dabei Schaden nehmen kann. Man
kann sagen, daf} die Selbstbeziiglichkeit listiger als der grofle Philosoph und scharfsinnige Denker
Wittgenstein ist. Sie hat sein Machtwort unterlaufen!

Wir wenden das soeben iiber formale Logik Gelernte auf den Satz (S) an. Er hat die Form
einer wenn-dann-Aussage mit dem Vordersatz ,Der Satz (S) ist wahr“ und dem Nachsatz ,Der
Weihnachtsmann existiert“. Wenn der Vordersatz wahr wiire, das heifit also, der Satz (S) wire
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dann wahr, dann muf}, wie wir gesehen haben, auch der Nachsatz wahr sein, also existiert dann
der Weihnachtsmann. Dies ist genau die Aussage des Satzes, dazu bendtigen wir eigentlich gar
keine hohe Logik.

Nun wird es schwieriger: Was ist, wenn der Satz (S) nicht wahr, sondern falsch wire? Wir haben
uns davon {iberzeugt, dafl ein wenn-dann-Satz immer dann wahr sein muf}; wenn der Vordersatz
falsch ist. Das wiirde aber hier bedeuten: Wenn (S) als Vordersatz falsch ist, dann muf der Satz
(S) als Gesamtaussage wahr sein! Nun haben wir eine Situation, die in der Logik nicht geduldet
werden kann, némlich einen Widerspruch. Wird (S) als falsch angenommen, dann muf} (S) wahr
sein, und beides kann und darf nicht sein. Schon Aristoteles hat solche Widerspriiche verboten
und Crysippos hat gezeigt, dal man aus einem einzigen Widerspruch in einem logischen System
jede beliebige Aussage als wahr herleiten kann, mit anderen Worten, ein solches System ist vollig
wertlos. Haben Sie sich eigentlich schon einmal driiber gewundert, wie leicht manchmal Politiker
Dinge argumentativ belegen konnen, die man selbst beim besten Willen nicht fiir wahr halten
kann? In der Datenbank im Inneren des Politikers befindet sich — wie iibrigens bei jedem Menschen
— irgendwo verborgen ein versteckter Widerspruch, und dieser erlaubt es, alles zu beweisen. So
einfach ist das!

Nun aber wieder zuriick zum Weihnachtsmann! Wir haben gerade gesehen, dafl die Annahme,
daf der Satz (S) falsch sei, auf einen logischen Widerspruch fiihrt, und das ist das Schlimmste,
was einem Logiker widerfahren kann. Also bleibt uns nichts anderes iibrig, als anzunehmen, dafl
der Satz (S) wahr ist. Und damit existiert der Weihnachtsmann!

Jason Grossman von der University of Sydney ist es unléingst gelungen, die sensationelle Tatsache
zu enthiillen, dafl unser Universum von Pinguinen beherrscht wird! Fiir den Beweis benutzte er
Methoden, die durch das logische Paradoxon von Curry inspiriert wurden. Denjenigen Leserinnen
und Lesern, die bis jetzt keine Probleme beim Studium dieses Artikels gehabt haben, die also die
von Biisch genannten gefihrlichen Symptome noch nicht an sich bemerkt haben, sei anempfohlen,
nun als kleine Ubung zu beweisen, da Einhérner existieren. Wenn Sie das geschafft haben, dann
sind Sie sicher auch in der Lage, das Buch Die Mathematik und das Géttliche von Clifford A.
Pickover mit Genufl und Gewinn zu lesen, in dem diese Dinge in grofler Breite und Tiefe dargestellt
werden.

Die anderen Leserinnen und Leser mogen sich mit dem beruhigenden Gefiihl trosten, dafl nun
auch aus der Logik mit unerbittlicher Strenge folgt, dal der Weihnachtsmann existiert. Es gibt
einen Weihnachtsmann, ist doch logisch!

Frohe Weihnachten!
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I I I IS B S S S E—-—
I I IS IS B S S -
H I I I B S S B .
NN BEN NN BN NN N N S B B B S EE S .
NN BEN NN BN NN N N S B B B S EE S .
I I I S S B S S .
000000 000001 000010 000011 000100 000101 000110 000111
0 1 2 3 4 5 6 7
I I I IS B S S S E—-—
I I IS IS B S S -
I I IS I S S S .
I S S IS S S B
NN BEN NN BN NN N N S B B B S EE S .
NN BEN NN BN NN N N S B B B S EE S .
001000 001001 001010 001011 001100 001101 001110 001111
8 9 10 11 12 13 13 15
I I IS I S B B B B S ..
I I IS IS B S S -
I I IS I S S S .
I I I S S B S S .
I S S IS S S B
NN BEN NN BN NN N N S B B B S EE S .
010000 010001 010010 010011 010100 010101 010110 010111
16 17 18 19 20 21 22 23
I I IS I S B B B B S ..
I I I EE IS I I S B ..
H I I I B S S B .
I S S IS S S B
I S S IS S S B
I I I S S B S S .
011000 011001 011010 011011 011100 011101 011110 011111
24 25 26 27 28 29 30 31

Abbildung 1: Die Hexagramme des I Ging.

Dargestellt sind nur die ersten 32 Hexagramme mit ihrer Interpretation als Bin#rzah-
len. Eine gebrochene Linie symbolisiert den Zahlenwert 0, eine ununterbrochene Linie
den Wert 1. Die oberste Linie eines Hexagramms stellt die Einerposition dar, die
néichste den Koeffizienten von 2 und so weiter.

Die Liste ist nicht vollstéindig, es fehlen die Hexagramme von 32 bis 63.
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